Introduccion a las Maquinas de Soporte Vectorial

Estimacion de funciones
El problema general que intentaremos abordar aqui es el siguiente:

Mediante algin proceso observacional/experimental se colectaron un conjunto de pares de datos
(nuestra base de hechos) F = {(x;, y;)}IL, donde x; = {x}, ....,x"} € RP es un vector aleatorio
de entradas del sistema bajo estudio e y; la salida, univariada, correspondiente a dicha entrada.
Denominaremos a este conjunto F como “conjunto de entrenamiento” 0 nuestra base de hechos
(Base de datos).

El objetivo es intentar entender y modelar el sistema que, ante una entrada x; produce una salida y;,
esto quiere decir que existe una ftal que y; = f(x;), pero esta funcidn fes desconocida. Esto
implica encontrar una funcion £ (x, 8), con B € B (espacio de parametros) de manera tal que
minimizamos el siguiente funcional

R(B) = [L(y.f(xB))dF(xy) (11)

Donde L() se denomina funcion de pérdida y dependiendo del tipo de variable de respuesta (y;)
podemos definir al menos dos tipos basicos de problemas a resolver:

1. Reconocimiento de patrones (Clasificacion): En este caso la salida del sistema desconocido
puede tomar solo 2 valores y; = {0,1} y sea f (x, 8), con B € B un conjunto de funciones
“indicadoras” que solo puede tomar los valores 0 y 1. Consideremos la siguiente funcion de

pérdida:
L (y,f(x,ﬂ)) _ {10 S'l y= fﬂ(x,ﬂ) (1.2)
siy # f(x,B)
Para esta funcion de pérdida, el funcién 1.1 determina la probabilidad de error de
clasificacion.
2. Regresidon (Prediccion, aproximacién de funciones)
Seay; € Ry sea f(x, 8) un conjunto de funciones reales que contiene la siguiente funcion
de regresion £ (x, Bo) = [ ydF (y|x)
Se sabe que dicha funcion de regresion es la que minimiza el funcional 1.1 con la siguiente

funcién de pérdida L (v, f(x. ) = (v — f (x, ﬁ))2 (1.3)

En términos generales podemos describir el problema de la siguiente manera: Sea la medida de
probabilidad F(z) definida en el espacio Z. Considere el conjunto de funciones Q(z, 8) con B € B.
El objetivo es minimizar el funcional de riesgo R(B) = [ Q(z, B)dF(z) con B € B. donde F(z) es
desconocida pero contamos con un conjunto de muestras i.i.d zi....zn .



Minimizacion del riesgo empirico (MRE)
Con el objeto de minimizar el funcional 1.3 bajo una funcion de distribucion F(z) desconocida,
podemos aplicar el siguiente principio inductivo:

i.  Elfuncional de riesgo R(B) se reemplaza por el funcional de riesgo empirico
Remp(B) = % N . Q(zi, B) (1.4) construido en base al conjunto de entrenamiento F.

ii.  Seaproxima la funcion Q(z, Bo) que minimiza el riesgo 1.1 mediante la funcion Q(z, )
gue minimiza el riesgo empirico.

Este concepto, MRE, es bastante general pudiendo considerarse a los métodos de minimos
cuadrados (MC) y de méaxima verosimilitud (MV) realizaciones del MRE bajo funciones de pérdida
especificas (la 1.2) en el primer caso en L(p(x, B)) = —log(p(x, B)). Con “p” funcién de densidad
de probabilidad (conocida en el caso de MV)

Operar mediante el principio de MRE tiene la ventaja de que:

1. No depende de F(z)
2. En teoria es posible minimizar 1.4 con respecto a 8

Sea B el vector de pardmetros que minimiza R, (B) a través de f(x, B) y sea B el vector de
parametros que minimiza a R(B) a través de f(x, Bo) con By Y B € B entonces:

¢Bajo qué condiciones podemos decir que f(x, B) esta “cerca” de la funcion deseada f(x, By)
medida a través de la discrepancia entre R, (B) Yy R(B)?

Dado B = B* “fijo”, el riesgo funcional R(B*) determina la “Esperanza Matematica” de una
variable aleatoria Q(8*) = L (y,f(x, ﬁ)), mientras que el riesgo empirico R, (B”) es la media
muestral de Q(B*), y por la ley de los grandes nimeros tenemos que

Remp(ﬁ*) Im R(B) (15)
Lo que constituye la razon teérica para el uso del funcional empirico 1.4.

Sin embargo, la sola convergencia del valor esperado no implica que el minimo de R, (B) seael
minimo de R(B).

Para que esto suceda debemos imponer ciertas restricciones:

1. Que el Ry (B) aproxime uniformemente a R(B) con una precision
& tal que|Romy(B) — R(Bo)| < 2e = VB € Bye> 0setiene que
P(Supﬁ |R(,8) - Remp(ﬁ)l > 5) Im 0

Entonces, podemos ahora definir formalmente el principio Minimizacion del Riesgo Empirico
[Vapnik]:

1. En lugar del funcional de riesgo R(B), construimos el funcional de riesgo empirico como



Remp(B) = % N.L (yi,f(xi, B)) sobre la base de muestras i.i.d {xi, yi}, con i=1,2,...N
2. Sea B el vector de parametros que minimiza el funcional de riesgo empirico Remp(ﬁ) sobre
el espacio de parametros B. Luego el R, (ﬁ) converge en probabilidad al valor minimo

posible del funcional R(B) verdadero, con B € B, a medida que el tamafio N de muestras
del conjunto S se hace infinitamente grande, dado que el funcional de riesgo empirico

Remp(B) converge uniformemente a R(B).
3. Definimos convergencia uniforme mediante P(Supg |R(B) — Remp(B)| > €) ~—0

Como una condicion necesaria y suficiente para la consistencia del principio de
minimizacion del riesgo empirico.

El principio de MRE en clasificacion

En este caso tenemos que la salida “y” solo puede tomar dos valores posibles {0,1}. Por lo tanto la
funcion de pérdida sera

. _(0siy=f(x,pB)
L fexm) = {1siy + f(x.B)

es decir que el valor 1 de L implica un “error”, por ende

(1.6)

N
R ) === > L (v F 20 B))
i=1

es el error de entrenamiento o frecuencia de ocurrencia de un error (error cometido sobre el
conjunto de entradas utilizado para encontrar el parametro B) y el funcional

R = [ L(v.f ) dFGxy)

es la probabilidad de error de clasificacion, denotada por P(). Luego por la ley de los grandes
nimeros tenemos que la frecuencia empirica de ocurrencia de un evento (error) converge casi
seguramente a la P(error) a medida que N—oo. Como vimos mas arriba, tenemos que con

probabilidad o se cumple que Supg |R(B) — Remp (B)| = & = conp=l-a
P(B) = R(B) < Remp(B) + & (N,VC,e, Remp(B) ) (1.7)

Esto nos quiere decir que, si utilizamos un algoritmo que encuentre el B utilizando el principio
MRE, el error de dicha funcion esta acotado por el error empirico y un término que depende de la
cantidad de muestras N, de la precision a y de un parametro “VC” conocido como dimension de
Vapnik-Chervonenkis (dimension VC).
La dimension VC juega un rol fundamental en la teoria del aprendizaje estadistico de donde se
deriva el algoritmo de Maquinas de Soporte Vectorial. La dimension VVC es un concepto puramente
combinatorial y no geométrico. La dimensién VC es un namero que indica la cantidad de veces que
un conjunto de datos F puede partirse en dos conjuntos disjuntos (L, y £,) de manera tal que para
cada una de estas particiones se satisfaga la siguiente ecuacion:

Osix € L,

foeB) = {1 six e, ¥

sin errores.



La ecuacion 1.7 junto con la definicidn de la dimension VC nos provee de varios conceptos tedricos
gue nos ayudan a encontrar una mejor solucién en pos de minimizar la P(error).

En busca de la solucién, el hiperplano éptimo para patrones separables
linealmente.

Supongamos que contamos con un conjunto de entrenamiento F = {(x;, y;)}\=, donde x; es la i-
ésima muestra con y; € {—1,1} como su salida deseada (que sea 0 o -1 es indistinto, pero
continuaremos con -1 por simpleza del analisis que sigue). Por el momento asumiremos que los
patrones representados por y; = +1y los representados por y; = —1 son “linealmente separables”.
Es decir que existe la funcion f que satisface la ecuacion 1.8. Entonces, si son “linealmente
separables” el hiperplano que separa ambas clases o categorias esta dado por

BTx+b=0(19)
lo que es equivalente a escribir

BTx;+b >0 paray; =

1110
BTx;+b <0 paray, =—-1""

Para un vector de parametros By sesgo “b” dados, la separacion entre el hiperplano definido por
1.9 y el dato mas cercano se denomina “Margen de separacion p”. Denominaremos a hiperplano
Optimo aquella solucion para la cual p es maximo.

El objetivo ahora es encontrar el vector de parametros B que defina ese hiperplano 6ptimo, dado el
conjunto de entrenamiento F = {(x;, y;)}\_, . En particular llamaremos "vectores de soporte" a

aquellos puntos (x;, y;) para los cuales se satisface la igualdad de la siguiente ecuacion:

T, > . =
[ixl+b >1 paray;, =+1 (1.11)
B'xi+b<—-1paray; =—-1

En este contexto, aquellos vectores que estan exactamente a la distancia p del hiperplano satisfacen

la igualdad en la 1.11. Si consideramos el vector de soporte x*) para el cual tenemos que y) =
+1, por la 1.11 tenemos que

g(x®) = pIx® F b = F1 paray® = F1.

9(=x*)
1Boll
determinadas las condiciones necesarias para la busqueda del vector de pardmetros 6ptimo de la

siguiente manera:

Se puede demostrar que el margen p queda definido como p = , con lo cual quedan

Dado el conjunto de entrenamiento F={(xi,yi)}1iv=1 , encontrar los

valores o6ptimos del vector de pardmetros B y sesgo "b" tal que
satisfagan las siguientes condiciones

yi(BTx;+b) =1 para i=1,2...N




y con el vector de pardmetros f minimizando la funcidén de costo o
pérdida

o(B) =B"B.

de las condiciones anteriores podemos observar las siguientes caracteristicas:

e Lafuncién de costo ¢ (B) es convexa en .

e Las condiciones son lineales en B.
Este problema de optimizacion puede resolverse mediante la aplicacion de los multiplicadores de
Lagrange, lo cual implica reescribir las condiciones de la siguiente manera:

JB,b,@) =5 BTB - X g a;[yi(BTx; + b) = 1], @ >0 (1.12)
La funcion J tiene forma de silla de montar que debe ser minimizada con respectoa By by
maximizada con respecto a a. La solucion de esto lleva a las siguientes ecuaciones que representan
los valores éptimos de los parametros:

B =Xy x; (113)

La solucidn para B parece implicar la sumatoria sobre todos los vectores existentes en el conjunto
de entrenamiento, sin embargo solamente los coeficientes de Lagrange a que satisfacen
a;[v;(BTx; + b) — 1] = 0 son los Gnicos que toman valores distintos de cero, reduciendo al 1.13 a

B = Z a;yiXx;

ievs
donde VS denota el subconjunto de F que satisface la igualdad de la 1.11.
Esta representacion, conocida como "primal” tiene también una representacion dual de la siguiente
forma:

Dado el conjunto de entrenamiento F ={(x;y)}L; , encuentre los

multiplicadores de Lagrange {a;}}; que maximizan la funcién

N N N
Q(a) = z a; — z Z a; Yy x| X
i=1 im1

i=1
sujeto a las condiciones

1. Y, ay; =0
2. a; =20 para i=1,2,...,N

objectivo

N =

Ahora bien, ;Cémo se relaciona las Maquinas de Soporte Vectorial con lo expuesto sobre la teoria
de la minimizacion del riesgo empirico?
Mediante el siguiente Teorema [Vapnik, 1995, 1998]

Sea D el diadmetro de la "bola" més pequefia que contiene a todos
los vectores de entrada X;Xp ..,Xy. El conjunto de hiperplanos

6éptimo descripto por la ecuacién Bix+by =0 tiene una dimensién VC
"h" restringida superiormente por

DZ
h < min {[p—z

nn0}+-1




donde [.] refiere al valor entero minimo que es mayor o igual al
valor encerrado entre los corchetes, p es el margen de separacidn

que es igual a 1/”ﬁ0”, y mp es la dimensidén del espacio de entradas.

Ahora bien, hasta el momento solo hemos abordado la situacion "ideal" de que los datos sean
linealmente separables, pero en la realidad eso no sucede muy a menudo y en general existe cierto
grado de solapamiento entre las distintas clases a clasificar, mas atn cuando la dimension del
espacio de entradas es grande. Sin embargo, cuando este es el caso, aun podemos encontrar un
hiperplano 6ptimo que minimice la probabilidad del error de clasificacién promedio sobre el
conjunto de entrenamiento.
En este contexto decimos que el margen de separacion entre las clases es "blando" si existen o
permitimos puntos (x;, y;) que violen la condicion y; (87 x; + b) > 1. La violacion a esta condicion
puede devenir de dos situaciones:

e Elpunto (x;,y;) cae dentro de la region de separacion

e Elpunto (x;,y;) cae del lado opuesto al que deberia segun el valor de y;, es decir del lado

equivocado con respecto a la superficie de decision.
Para formalizar el tratamiento de estas dos situaciones, introducimos un nuevo conjunto de
variables (variables de holgura o amplitud) {&;}_, en la definicion del hiperplano de separacion
segun:
yiBTxi+b)21-¢;

Las variables de holgura &; miden la desviacion de cada punto con respecto a la condicion ideal.
Cuando 0 < §; < 1 el dato cae dentro de la region de separacion (dentro del margen) pero del lado
correcto con respecto al hiperplano. Mientras que si &; > 1 el punto cae en el lugar equivocado del
plano de decision. Para encontrar ahora el vector de pardmetros que optimiza el margen,
reescribimos el funcional de costo como sigue:

N
1
08,6 =5B8"6 + czl £

La constante C >0 cumple el rol de parametro de "regularizacién”, que controla el compromiso
entre la complejidad de de la MSV y el nimero de vectores de soporte no-separables. Este
parametro C es usualmente seleccionado por el usuario.

La forma dual del problema de optimizacion queda ahora expresada de la siguiente forma:

Dado el conjunto de entrenamiento F ={(x;y)}L; , encuentre los

multiplicadores de Lagrange {a;}}'; que maximizan la funcién

N
Q@ =) a-
i=1

sujeto a las condiciones
N
1. Xis1ayi =0
2.0<a;<C para i=1,2,...,N
donde C es un parametro positivo especificado por el usuario.

objectivo
N

N
T
a; a;yiyjXi Xj
=11

=1

N| =




Como se puede ver, en la formulacion dual no aparecen las “variables de holgura”, siendo la
solucion précticamente la misma que en el caso de margen rigido, excepto por una pequefia pero
importante diferencia, ahora los a5 tienen una cota superior C.
El enlace entre la solucién primal y dual se mantiene como

B= z ayix;

ievs

Solo que ahora tenemos que si a;< C, entonces & = 0 => x; esté del lado correcto del hiperplano, en
cambio si a;= C, entonces & > 0 => X; estd dentro del margen si 0< & < 1 o del lado incorrecto del
hiperplano & > 1.

El principio de MRE en regresion
En este caso, la variable y € R. En el abordaje clésico e incluso en métodos basados en redes

neuronales artificiales, la funcion de pérdida es la cuadratica i.e (y — f(x, ﬁ))z. Sin embargo, este
estimador de riesgo es muy sensible a valores infrecuentes (“outliers™) como a distribuciones
asimétricas. Para abordar este problema, se requieren estimadores robustos e insensibles a pequefios
cambios en el modelo.
Como una extension del modelo basado en SVM que se ajusta a los criterios del MRE, Vapnik
propuso en 1995 la siguiente funcién de pérdida:

L’Z(f(x, B),y) = {lf(x' B) _()ylp — €, para |f(z;nﬂgc_ ylP=¢ withp = 1,2
donde ¢ es el parametro de tolerancia. Esta funcion de pérdida L? se denomina e — insensible de
norma p.
Ahora podemos suponer que estamos ante el siguiente problema:

y=fx)+v

donde la funcion f(x) (posiblemente no lineal) esta definida por la esperanza condicional E (Y |x)
donde Y es una variable aleatoria con realizaciones "y". El ruido aditivo "v" es estadisticamente
independiente de "x" y tanto la funcidn f() como "v" son desconocidos. Todo lo que tenemos
disponible es el conjunto de datos de entrenamiento F = {(x;, i)},
Otra vez aqui, el problema consiste en minimizar el riesgo empirico

N
1
Remp = NZ Le()’i' x;)
i=1

Y para el caso de L. podemos formular el problema de la siguiente manera:
Vi—B'xi<e-§
B'xi—y, <e—¢
donde {&; = 0}, son variables de holgura. Este problema de optimizacion es equivalente a
minimizar el siguiente funcional de costo

N
1
O(B,§,8) =C (Z(a + f:-)) +5B78
i=1

Sujeto a
(B-x)+b)—y; <e+§
vi—(B-x)+b)=e+§



§&,6 =0,i=12..,N
donde la constante C es un pardmetro especificado por el usuario.
Mediante la aplicacion de los multiplicadores de Lagrange, este problema de optimizacién se puede
escribir de la siguiente manera:
N
:E: ayxixy

B(a) - Zyl a; — £Z|al
Zai =0,-C<a;<C,i=1.N
i
Como en el caso anterior tenemos que solo unos pocos coeficientes de Lagrange son distintos de
cero y definen a los vectores de soporte, por lo que podemos escribir el vector

B= Z (a) x;

iesSv

N|H

Sujeto a

Luego la ecuacion de prediccion queda como

Vi = ij = Z (a) XiXj

iesv
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