Introduccion a Series temporales
Modelos AR, MA, ARMA, ARIMA

Patricia Kisbye
FaMAF.

1 de noviembre de 2019

Patricia Kisbye FaMAF. Introduccién a Series temporales



Qué es una serie de tiempo

Series de tiempo:

Una serie de tiempo es un conjunto de datos indexados con un
orden temporal:
(Xt)teT, TCR

@ T discreto: serie temporal discreta.
@ T un intervalo real: serie temporal continua.
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Ejemplos de series de tiempo

Precios de productos financieros, indices, tasas de interés,
inflacién, PBI, etc.

@ Produccién anual de trigo, maiz, exportaciones, etc.

@ Poblacién, tasas de natalidad, mortalidad, accidentes, crimenes,
@ Medicina: electrocardiograma, encefalogramas, etc.

°

FAMAF: cantidad de inscriptos, alumnos, egresados, etc. por
ano.
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Graficos de una serie de tiempo




Estudiar series

@ Modelos probabilisticos que permitan entender y describir los
procesos aleatorios que generan la serie temporal.

@ Prediccion de valores futuros.
@ Control de procesos.
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Caracteristicas de una serie de tiempo

@ La serie x1, X2, X3, ..., XT:
@ una muestra de tamafio 1 de un proceso estocastico, o
e T observaciones de T variables aleatorias, no independientes.

@ La dependencia entre los valores de la serie no permite aplicar
el andlisis estadistico usual.

@ Para definir algunos modelos estadisticos, una primera
aproximacion es suponer estacionariedad de la serie, es decir,
que la serie se comporte siempre igual.

@ ;Qué significa que sea estacionaria?
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Estacionariedad

Tiempo




Series estacionarias

Serie de tiempo:  xq, X2, X3,..., XT

Proceso estrictamente estacionario

La distribucion conjunta de (X, Xz, - - ., X, ) €S la misma que la
distribucién conjunta de (Xt +h, Xp+h, - - - » Xs,+-n) Para cualquier
subconjunto (X, Xp, - - -, X; ). S6lo puede depender de h.

En la practica son procesos dificiles de encontrar.
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Proceso (débilmente) estacionario

E[x:] < o0, Var(x;) < oo, y:
@ E[x:] = u, es una constante independiente de t.
@ Cov(Xi, Xt+n) = vn, depende de h, no de t.

@ v, Autocovarianza del retardo h.
@ pp: Autocorrelacion del retardo h
oy = Cov(xi, Xt1h) _
V Var(xi)\/Var(xesn) 0

po = 1.
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import statsmodels.tsa.api as stm

stm.graphics.plot_acf (serie, lags = 20)
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Figura: Funcion de autocorrelaciéon
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Estimaciones

Si la serie es estacionaria y limp_, . pn = 0 (condicion suficiente),
entonces existen estimadores consistentes:

@ /i para la media:
1 T
=7 > X
t=1
@ 4, para las autocovarianzas:

1Th

)(Xtn — 1)
t=1
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import quandl
quandl.get ("NSE/SPYL", start_date="2011-01-12", end_date="2013-01-01")

NSE/SPYL

Date
Autocorrelacién (ACF)

ST

-0.2-

—0.4-

0.0 25 5.0 75 100 125 150 175 20.0

Figura: Funcién de autocorrelacion
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Ruido blanco

Ruido blanco

Es un proceso a; con las siguientes propiedades:
@ Media 0: E[a;] = 0.
@ Varianza finita constante: Var(a;) = 02 < oo.
@ Autocovarianzas nulas: Cov(a;, arn) = 0 para h # 0.

@ Sicada a; tiene distribucion normal: a; ~ N(0, o), se trata de un
Ruido blanco Gaussiano.
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Ruido blanco
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Series de tiempo lineales

SEERR I EEES

Son las series que pueden escribirse como
Xt = pt+ a +Pra—1 + o2+ ...,

donde ; es la media y {a;} es un ruido blanco.

@ a;: es la innovacion del proceso en tiempo t.
@ Para las series lineales débilmente estacionarias u; = p.

Teorema de Wold: Toda serie estacionaria con media 0 y sin
componente deterministica puede escribirse de esa forma, con la

condicion:
o0
> Iyl < oo
Jj=1
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Caminata aleatoria

Caminata aleatoria

Es un proceso estocastico x; que satisface:
Xt = Xt—1 + at,

donde a; es un ruido blanco.

Notamos que:

Xt=Xt—1ta=X—2+a1+a=X-s+a-zo+a1+a=....

t—1
Xi=Xo+a+a_1+ +a=x+» a
j=0

@ No es estacionaria. Tiene una tendencia estocastica:
Var(x;) = to2.
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Caminata aleatoria
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Ejemplo

Ejemplo

Xt = IXt—1 + &t

a: un ruido blanco.

Xt = IX_t1+a=r(r_2+a—1)+at
2 2
= I'Kt—2+rg—1t+a=r(M-s+az)tra_+a

3 2
= I'X—s+ra-.+ra1+a

t—1

. )
xt = r'xo + E ra;_;
j=0

@ Si|r| <1lasuma Zj rl es convergente.
@ Si|r| < 1 la serie es estacionaria.
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Modelos Autorregresivos

@ AR(p). El valor de x; depende de observaciones anteriores:
Xt—1, Xt—2 v

@ MA(q). Las observaciones dependen linealmente de
innovaciones anteriores: a;_1, a;_o, .. ..

@ ARMA(p, q). Combinaciones de ambas

@ Series integradas /(p). No estacionarias, pero sus diferencias
X; — X;_1 (0 de orden mayor) si.

@ ARIMA(p, !, g). Combinaciones de las tres.

@ ARCH(p), GARCH(p,q). Las innovaciones a; condicionales no
tienen varianza constante.

@ Muchos otros.
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Modelos AR(p)

AR(p)

@ Son modelos AutoRregresivos, de orden p.

@ Estos modelos intentan explicar la i-ésima observacién a partir
de las observaciones anteriores.

@ Segun el numero de observaciones anteriores consideradas es

el orden p.
Xt = ¢o+ P1X—1+a AR(1)
Xt = ¢o+ P1X—1 + d2X—2 + & AR(2)

@ a;: innovacion, es un ruido blanco.

Patricia Kisbye FaMAF. Introduccién a Series temporales



Modelo AR(1)

Xt = ¢o + Q1 X1 + &

@ Prediccién: Dado x;_+, el valor esperado de x; €s ¢g + d1X¢_1:
Xt = E[x; | tiempo pasado] = ¢g + ¢1 X1

@ Sila serie es estacionaria:

A s Xt — p = ¢1(Xe—1 — p) + &
@ Restando la media p se trabaja directamente con:
Xt = P1Xt—1 + .

@ Es estacionario siy sélo si |¢1 < 1.
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Modelo AR(p) - Autocorrelaciones

@ La ACF de un AR(1) es
ph=2¢{, h>0.

@ Paraun AR(2): ph = ¢1pn—1 + d2ph—2, h>2.
@ La ACF no da demasiada informacion para distinguir un AR(p).

Autocorrelacién parcial (PACF)

Es la correlacion entre x; y x;.; quitando la dependencia sobre
X1y Xe1s -+ o5 Xt /1

@ Sies un AR(p), se anulan todas las autocorrelaciones parciales
desde p + 1 en adelante.
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Modelo AR(1)

phi = 0.6
ar = np.r_[1, -phi], ma = np.r[1,0]
arl = smt.arma_generate_sample (ar=ar, ma=ma, nsample=n)

Andlisis grafico de serie temporal
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Modelo AR(1)

phi = -0.6
ar = np.r_[1, -phi], ma = np.r[1,0]
arl = smt.arma_generate_sample (ar=ar, ma=ma, nsample=n)

Andlisis grafico de serie temporal
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Propiedades AR(2)

Xt = ¢o + d1Xt—1 + PoXi_2 + &

@ Si es débilmente estacionario: i = 1_(;”%@

@ Funcién de autocorrelacion ACF: p; = ¢1p1_1 + ¢opi_2.
@ Para que sea débilmente estacionaria, las raices de

1—¢1X—¢2X2=O

deben tener valor absoluto mayor que 1.
@ Estas propiedades se generalizan a un AR(p).
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Serie temporal
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Figura: Modelo AR(2)




El operador Lag o Retardo

Operador Retardo

2 k
Lx; = x;_+, Lo = Xp_o, ... L"X = Xk

@ Un proceso AR(p):
Xt = P1Xt—1 + P2Xp—2 + ... PpXt—p + &t

@ o podemos escribir como:

(I = (1L + ¢2l® + - -+ $plP)) X = a.

=o(L)

@ Silas raices del polinomio ®(z) = (I — (¢1z + ¢22% + - - - + $pzP)) tienen médulo mayor
que 1: invertibilidad.

xt=V(L)ar = ar + a1 +oar—2+ ...
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Modelos MA(Q)

MA(q)

@ Son modelos de media mévil: MovingAverage, de orden q.

@ Estos modelos intentan explicar la i-ésima observacion a partir
de las innovaciones anteriores.

@ Segun el numero de observaciones anteriores consideradas es

el orden g.
Xy = pt+ar— 018¢_1 MA(1)
Xy = p+a—601a-1 — 08> MA(2)

@ a;:innovacion, es un ruido blanco.
@ 1 es la media del proceso.
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Propiedades de MA(Q)

Xy = ar — 04 a1 — 6‘231,2 — = anf,q.

@ Son siempre (débilmente) estacionarias.
@ Para un MA(1),

—04
1+62°

p1 = ph=0, h>1.

@ Para un MA(q):
pn=0 h>q

@ La Funcion de Autocorrelacion Parcial (PACF) no da mayor
informacion.
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Modelo MA(1)

theta = 0.6

ar = np.r_[1, .0],

ma =
arl = smt.arma_generate_sample (ar=ar,

np.r[1l,-thetal

ma=ma, nsample=n)

Andlisis grafico de serie temporal
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Modelo MA(1)

theta = -0.6
ar = np.r_[1, .0], ma = np.r[l,-thetal
arl = smt.arma_generate_sample (ar=ar, ma=ma, nsample=n)
Andlisis grafico de serie temporal
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Modelos ARMA(p,q)

ARMA(p, q)

@ Auto Regresive Moving Average.

@ Son modelos que conjugan a los autorregresivos con los de
media mévil.

@ a;: innovacién, es un ruido blanco.

ARMA(1,2)
Xt — P1X—1 = ¢o + @ — 01811 — 02812
—_——
AR(1) MA(2)
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Series integradas

Si tenemos una serie de tiempo x;, podemos:
@ diferenciarla:
AXp = Xt — Xt—1

@ y luego integrarla:
X; = Xi—1 + AX;.

Series /(1)

Una serie es integrada de orden 1 si al diferenciarla una vez resulta
estacionaria.

Ejemplos: precios de activos, indices, tasas de interés.
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—— Serie original

2011-01 2011-04 2011-07 2011-10 2012-01 2012-04 2012-07 2012-10 2013-01
—— Serie diferenciada

2011-01 2011-04 2011-07 2011-10 2012-01 2012-04 2012-07 2012-10 2013-01
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Raices unitarias

@ Si en un modelo AR(p) ocurre:

1—¢1—¢g2——¢p=0

se dice que el proceso tiene un raiz unitaria.

@ Los procesos con raiz unitaria no son estacionarios. Se pueden
transformar en un proceso estacionarios diferenciando:

una vez Xt — Xe—1 = Axy = (I — L)x;
dos veces | (xt — X¢_1) — (xt—1 — Xt_2) = (I — L)%x;

@ Para testear la presencia de raices unitarias: Test ADF:
Augmented Dickey Fuller Test.
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Modelos ARIMA

Modelo ARIMA(p, d, q)

Un proceso es un ARIMA(p, d, q) si al diferenciarlo d veces resulta
un ARMA(p, q).

@ Prediccién en un ARIMA(2,1,1):

Xt — Xt—1 = ¢0 + P1Xt—1 + PaXi—p — ar — 01 81—1

@ Dadas las observaciones xq, Xo, ..., Xp:
Xni1 = E[xn.1 | observaciones anteriores]
= Xp+ Po+ O1Xn + P2Xp—1 — O1an
Error = apy4

[ 25 B 75 160 125 150 175 260

Patricia Kisbye FaMAF. Introduccién a Series temporales



Muchas gracias,

®©

Patricia.
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