Breve curso de dlgebra lineal

Patricia Kisbye
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1. Sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de ecuaciones lineales en n incégnitas es un conjunto de ecuaciones lineales que invo-
lucran n incégnitas y del cual se pretende encontrar una solucién comun a todas. Los siguientes son

ejemplos de ecuaciones en 3 y en 4 incdgnitas, respectivamente:

20 — 3y +4z=5 b) 3x+Ty+92—w=0
a) y—22=0 8r —2y+3=w+=z
z+T7y=4

El sistema a) es un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas z, y y 2z, mientras que el sistema
b) es un sistema de dos ecuaciones en cuatro incdgnitas x, y, z, w. Notemos que no necesariamente una

incognita debe aparecer en todas las ecuaciones.
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En cualquier sistema, podemos reordenar las ecuaciones de modo que las incégnitas aparezcan en

el miembro izquierdo de la igualdad y los términos constantes a la derecha. Asi cualquier sistema de m

ecuaciones y n incégnitas 1, xo, ..., T, se escribe de la forma:
(
ane + ajpre + -+ apr,  =0b;
agx1 + agry + -+ agmr, = by
asz1r1 + agary + - +agpry = b3
Am121 + Qa2 + -+ AmnTy = by

Una n-upla de nimeros (s1, S2, . .., S, ) es una solucién del sistema (1) si es solucién de

cada una de las ecuaciones del sistema.

Ejemplo 1.1. En el siguiente sistema,

r+3y—z=4
—r+y+32=5
204+ 5y =9

la terna (2,1, 1) resuelve la primera y tercera ecuacién del sistema, pero no la segunda. Luego no es

solucién del sistema. En cambio (—2.5,1.2,0.9) si es solucién, dado que
-25+3-1.2-09=4

—(-25)+12+3-09=5
2.(-25)+5-1.2=9

Un sistema se dice homogéneo si las constantes by, bo, ..., by, en (1) son todas iguales a 0. Es decir,
el sistema es de la forma:
ai1r1 + apre + -+ appr, =0
a1x1 + ag2xo + -+ - + a2nTy =0
as31r1 + azaTo + - - + a3nTy =0
Am1T1 + AmaZ2 + - + Ampxy, =0

Un sistema que no es homogéneo se dice sistema no homogéneo. Notemos que en cualquier sistema
homogéneo los valores 21 = 0, z3 = 0, ..., z, = 0 constituyen una solucién del sistema: (0,0, ...,0).
Esta solucion se llama solucion trivial. Por lo tanto cualquier sistema homogéneo tiene al menos una

solucion.
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En cambio, un sistema no homogéneo puede no tener soluciones.

Jr —2y+z2=1

3r —2y+z2=4
Cualquier solucion de la primera ecuacién no puede satisfacer la segunda ni viceversa, por lo cual no hay
solucién posible.

Por otra parte, si un sistema homogéneo posee una solucién no trivial, entonces cualquier multiplo

de ella también es solucion.

Ejemplo 1.2. El sistema
r+y+z2=0
r—y—2z=0
z+3y+32=0
tiene la solucion trivial y también (0, 1, —1). Por lo tanto todos los multiplos de (0,1, —1) también son

soluciones:
(0727_2)7 <O737 _3)7 (07 _575>7

y cualquier terna de la forma (0, a, —a), con a un nimero real.

Un sistema homogéneo posee siempre una solucion: la solucion trivial. Si existe mds de una

solucion, entonces tiene infinitas soluciones.

En el caso de un sistema no homogéneo, ya hemos visto que puede no tener soluciones. Ahora bien,
si tiene al menos una solucion y el correspondiente sistema homogéneo posee una solucién no trivial,

entonces el no homogéneo tiene infinitas soluciones. Veamos esto en un ejemplo.

Ejemplo 1.3. Consideremos el siguiente sistema no homogéneo y su correspondiente homogéneo:

r+y+z2=3 r+y+z2=0
T—y+z=3 r—y+2z=0
20 +4y+22=6 20 +4y+22=0

El sistema no homogéneo tiene la solucion particular (1,0, 2). Por otra parte, el sistema homogéneo
tiene por solucién no trivial al (1,0, —1), y por lo tanto tiene ademds todas las soluciones de la forma
(a,0,—a). La suma de la solucién particular y una solucién del sistema homogéneo es siempre una

solucidn del sistema no homogéneo. Asi, cualquier terna que resulte de la suma

(1,0,2) 4+ (a,0,—a) = (1 +a,0,2 — a), a un nimero real
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sera una solucién del sistema no homogéneo. Por ejemplo, tomando a = 5y a = 3 tenemos las solucio-
nes: (6,0, —3) y (4,0, —1). En efecto:

6+0+(-3)=3 4404 (-1)=3
6-0+4(—3)=3 4-0+(-1)=3
2.64+4-0+2-(=3)=6 2-444-04+2-(=1) =6.

= Un sistema no homogéneo puede no tener solucidn, tener tinica solucién o infinitas

soluciones.

= Si un sistema no homogéneo tiene mas de una solucién entonces el correspondiente

sistema homogéneo tiene infinitas soluciones.

= Cualquier solucién del sistema no homogéneo es la suma de una solucién particular

y una solucién del sistema homogéneo.

2. Matrices

Un sistema de ecuaciones como (1), puede representarse en forma matricial de la siguiente manera:

aiy a2 ... Qlp T b1
a1 ago . aon xI9 bQ
aAmi Om2 .. Gmn Tn, bm

que en forma sintética podemos escribir:
A-x=bhb.

Las filas de la matriz A contienen los coeficientes de las incégnitas en cada una de las ecuaciones, x es
el vector de las incégnitas y b es el vector de los términos constantes.
Ejemplo 2.1. El sistema

T+z=3

T—y+z=3

20 +4y +22=6

se escribe en forma matricial como

1 0 1 x
-1 1 =
2 4 2 z
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Las propiedades de la matriz de coeficientes da informacidn sobre la existencia de soluciones y como

obtenerlas. Por ello dedicamos esta seccién al concepto de matrices.

Una matriz m x n es un arreglo de m x n ndmeros, ordenados en m filas y n columnas. Si A

es una matriz, denotaremos a;; al elemento matricial de la i-ésima fila y j-ésima columna,

y usaremos la notacion A = (a;).

La suma de dos matrices A y B es la matriz cuyos elementos matriciales se obtienen sumando

componente a componente.

2 -3 5 4
Ejemplo2.2. SiA=| 1 0 |yB=| -1 1 |[,entonces
3 3 2 -1
245 —-3+4 7 1
A+ B= 1-1 0+1 = 0 1
342 3—1 5 2

La matriz nula es la matriz cuyos elementos son todos iguales a 0. La suma de matrices es conmuta-
tiva, asociativa, y la matriz nula es el elemento neutro para la suma. Si A = (aij), entonces denotaremos

con —A a la matriz cuyos elementos son los opuestos de los elementos de A:
—A = (—ay).

La matriz transpuesta de una matriz A m X n es la matriz B n X m, cuya i-ésima fila es la i-ésima

columna de A. La denotamos A”.

5 4
Ejemplo23. SiA=| -1 1 |, entonces
2 -1

(51 2
4 1 -1
La multiplicacién de dos matrices A = (a;;) y B = (b;;) estd definida si el nimero de columnas de
A es igual al niimero de filas de B. Asi, si A es una matrizm X ky B es k X n, entonces C = A - Bes

una matriz C' = (cl-j) de orden m x mn donde c¢;; se obtiene sumando los productos de los elementos de

la fila ¢ de A por los correspondientes elementos de la columna j de B.
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2 -3
1 0
Ejemplo 2.4. Si A =
Jjemp 9 5
—1 3
2-5+(-3)-(-1)
1. (—
AB— 54+0-(-1)
2-54+5-(-1)
(=1)-54+3-(-1)

5 4 2
-1 1

- (

2.4+ (-3)-
1-440-
2.445-

1
1
1
(~1)-4+3-1

, entonces
2

2:24(=3)-2
1-240-2
2:2+5-2
(=1)-2+3-2

13 5 -2
B 5 4 2
B 5 13 14
-8 —1 4

Equivalentemente, se define como la suma de los productos matriciales de cada columna de A por

cada fila de B:

-8

(5 42)+
8 4
42

s 4|7
4 -9

5 —2
42

13 14
14

-3
0

5 <_1
3

3 -3 —6

0 0 0

5 10

3 6

Notemos que el producto B - A no es posible, ya que el nimero de columnas de B es 3 y el nimero de

filas de A es 4.

Una matriz cuadrada n X n es una matriz con el mismo nimero de filas que columnas. En el conjunto

de matrices cuadradas n x n la multiplicacién es posible entre cualquier par de matrices.

-3

Ej lo 2.5. Si A 2
emplo 2.5. d1 =
Jjemp 1 0

A.B:<

Notemos que A - B # B - A.

)yB

13
5

)
4

)

5 4
, entonces
BA- (

14
-1

—15
3

)
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El producto de matrices no es conmutativo, pero si asociativo. Para cada n, se define la matriz iden-

tidad /,, = (d;;), tal que d;; = 1 paratodo i, y d;; = 0si i # j. Esto es:

100 0
010 0
I,=| 001 0
Do 0
00 0 1

Para cualquier matriz A n x n se cumple que
A-I,=1,-A=A.

Asi, I, es el elemento neutro para la multiplicacién de matrices, y es el andlogo al nimero 1 en los
nlimeros reales.
Abhora bien, el andlogo al inverso de un nimero real no siempre existe en el conjunto de las matrices.

Es decir, dada una matriz A no siempre es posible encontrar una matriz B tal que A - B = I,.
c

A5 2a + 3¢ 2b+ 3d B 1 0
 \da+6c 4b+6d) \o 1)’

Esto no es posible, ya que si 2a 4+ 3¢ = 1 entonces 4a + 6¢ = 2, por lo cual la matriz B no existe.

2 3 b
Ejemplo 2.6. Sea A = (4 6>' Si existe una matriz B = (a d) tal que A - B = I, deberia

cumplirse que:

1 0 1 —4 1 —4

Ejemplo 2.7. SeaA=19 4 0 |yB= 9 —2 9 |.Entonces
1 1 -1 5 —1 4

1 00 1 00

A-B= 010 B-A= 010

0 0 1 0 0 1

Luego B es la inversa de A y escribimos B = AL,

Dada una matriz A n X n, se dice que A es inversible si existe una matriz B tal que

A - B = I,,. En tal caso también se cumple que B - A = I,,.

B se llama matriz inversa de A y se denota por A~

Una matriz A n x n se dice ortogonal si A - AT = I,,. Esto es, si su inversa es igual a su traspuesta.
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0.6 0.8
—-0.8 0.6

. . .6 —0. 1
U.UT — 06 0813} (06 —08 _ 0 ‘
—-0.8 0.6 0.8 0.6 01

Para cada matriz A se define un nimero llamado determinante de la matriz, y lo denotamos |A]|.

Ejemplo 2.8. La matriz U = ( ) es ortogonal, ya que

b
Para una matriz2 x 2 A = (a d) , el determinante est4 dado por:
c
|Al=a-d—b-c.
Para una matriz 3 x 3:
a b ¢ s df p
\A|:def:a-e |1—0b- |+ec- °l.
] h 1 g 1 g h

g h i

Notar que la suma es alternada. Para matrices de orden mayor, el cdlculo se realiza de manera anéloga.

Una matriz A es inversible si y s6lo si su determinante es distinto de 0. I

Para matrices n x n se cumplen las siguientes propiedades del determinante:

Si Ay B son matrices n X n, y ¢ es un niimero real, entonces

= |A-B[=[A]-[B].

= |cA| =" Al

w |A] =|AT).

= Si A es inversible, entonces [A7!| = |A| 7L
w |[,|=1.

La traza de una matriz A n x n se define como la suma de los elementos de su diagonal:

tr(A) = a1 + a2 + -+ + anp-
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2.1. Matrices y sistemas de ecuaciones

Recordemos que un sistema de n ecuaciones con n incégnitas puede escribirse en forma matricial
como
A-x=bh.
Los vectores de incégnitas x y de términos constantes b pueden pensarse como matrices n X 1.
Si A es una matriz inversible, entonces pueden resolverse todas las ecuaciones multiplicando ambos
miembros por A~

ATh(A-x)=A"1 b,

y asi
x=A"1.b.

En este caso, el sistema de ecuaciones tiene solucion, y es unica.
Si el determinante de A es 0, es decir que A no es inversible, entonces el sistema puede o no tener

solucidn. Si tiene solucién, entonces hay infinitas.

Ejemplo 2.9. El sistema
3xr —2y+4z = -3
—x+5y—2z=10
r+y+z=2

se escribe matricialmente de la forma A - x = b como

3 -2 4 x -3
-1 5 -1 y | =1 10
1 1 1 z 2
La inversa de la matriz A es
-1 -1 3
1 1 1
AT=1 0 5§ 3
5 13
L5 —%

y la solucién para x, y y z estd dada por:

T -1 -1 3 -3 -1
_ 1 1 _
= 0 3 N 10 = 2
5 13
Es decir, x = —1, y = 2, 2 = 1 es la solucién del sistema.
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Ejemplo 2.10. Para el sistema de ecuaciones, similar al del Ejemplo 2.9 pero con distintos términos

constantes:
3z —2y+4z=2

—x+5y—2=0
r+y+z=23

la solucién para z, y y 2 se obtiene de manera andloga:

T -1 -1 3 2 7
_ 1 1 _ 1
= 9 & s O f=1 =2
5 13 9
L5 —% 3 —3
Es decir,z =7,y = %, z = —%.
Ejemplo 2.11. En el caso de los sistemas:
20 =2y +2=0 20 -2y +z2=1 2 - 2y+z2=1
a)  —x+5by—2=0 b) { —z+5y—2=3 ) §—z+by—z=1
—z+ 13y —22=0 —z+ 13y —22=10 —r+13y—2z=1
en todos los casos la matriz A asociada es:
2 -2 1
A= -1 5 -1
-1 13 -2

El determinante de A es
|A|=2-3—(-2)-1+1-(=8)=0,

por lo que A no es inversible.
En este caso, podemos decir que el sistema a) tiene infinitas soluciones, ya que es un sistema ho-

mogéneo que no tiene solucién dnica. Estas soluciones son de la forma:
(—3y,y,8y), y un ndmero real.

Para el caso b), z = y = 2z = 1 es una solucién, por lo que el sistema tiene infinitas soluciones, y son

todas de la forma
(1,1,1) 4+ (—3y,y,8y) = (1 — 3y, 1 + y,1 + 8y), ¥ un nimero real.
Por dltimo, el sistema c) es un sistema incompatible, es decir, no tiene soluciones.

El Ejemplo 2.11 ilustra que en los casos en que A no es inversible, el sistema A - x = b puede tener

infinitas soluciones o no tener soluciones.

10
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3. Espacios Vectoriales

Un espacio vectorial V' sobre R es un conjunto no vacio V' con una operacién de suma, +, sobre el
cual estd definida una multiplicacién por nimeros reales, cuyos elementos son llamados vectores, y que

satisface las siguientes propiedades:
1. La suma es conmutativa.
2. La suma es asociativa.
3. Existe un elemento neutro O € V neutro para la suma:

v+0=v, paratodov € V.

4. Cadaelemento v € V tiene un opuesto —v, tal que:

v+ (-v)=0.
5. Paratodoa, b € R, v, w € V se verifica:
= a(Vv+Ww)=av+aw,
= (a-b)v=ua(bv),
= (a+b)v=av+bv.
= Ov=0,
m lv=v.
Se llama vector de dimensién n a una n-upla de nimeros reales (x1,xo,...,2,) (que se llaman

componentes del vector) y se denota por x. El conjunto de todos los vectores de dimension n se representa

como R"™, y es un espacio vectorial. En particular si
- sin = 2, se tiene R?, que representa el plano.
- sin = 3, se tiene R3, que representa el espacio.

En este caso, la operacién de suma y producto por escalar estd definida componente a compo-

nente. El vector O tiene todas sus componentes iguales a cero. Esto es, si v. = (aj,a2,...,a,) y
w = (b1,ba,...,by), y ces un nimero real, entonces:
V+w = (a1+bl,a2+bg,...,an+bn)
c-v = (cay,cay,...,cap)
= (0,0,...,0)
—v = (—a1,—ag,...,—ay)
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El vector nulo tiene todas sus componentes cero: (0,0, ...,0) y el opuesto tiene sus componentes con

signos opuestos al vector original.

Ejemplo 3.1. Dados los vectores v = (3, —1) y w = (4,5) en el espacio vectorial R?, y el niimero real
—2, se tiene que:

v+w = (3,-1)+(4,5) = (7,4)
cv = (=2)-(3,-1) =(-6,2)
0 = (0,0)
-v = (-3,1)

3.1. Interpretacion geométrica

Usando coordenadas, es posible representar R! como una recta, R? como un plano y R3 como un
espacio 3-dimensional.

Para representar R! (la recta real R), se requiere especificar un punto de ella, llamado origen, una
unidad de distancia y un sentido en la recta (positivo, y a su opuesto negativo). Entonces a un nimero
positivo z le corresponde el punto en la recta que estd a una distancia |x| del origen en el sentido positivo
(a la derecha del origen). Al nimero cero le corresponde el origen y los negativos estdn a la izquierda del

origen. Esta recta se representa en la posicion horizontal. Ver Figura 1.

-2 —1 0 1 2.
i [ I i

T
& Loy

Figura 1: Recta (R).

En el caso del plano, se toman un origen, una unidad de distancia, dos rectas perpendiculares (ejes),
que pasan por el origen y un sentido positivo en cada eje. Dado un vector en R?, es decir, un par (x1, z3)
de niimeros, se hace corresponder al nimero x1 un punto p; en el primer eje y al nimero x5 un punto po
en el segundo eje. Entonces al vector (x1, x2) le corresponde el punto p del plano tal que su proyecccién
en el primer eje es p1 y su proyeccién en el segundo eje es po. La proyeccion (perpendicular) de un
punto p en una recta L se define como el pie de la perpendicular desde p a L, si pno estien L. Si p
estd en L, entonces la proyecciéon de p en L es simplemente p. Lo usual es considerar el primer eje como
horizontal con el sentido positivo hacia la derecha y el segundo eje en la posicion vertical con el sentido

positivo hacia arriba. Ver Figura 2.

12
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1A

Figura 2: Plano (R?).

Una extension de esta idea sirve para el caso de tres dimensiones. Se toman un origen, tres ejes per-
pendiculares que pasan por él, y un sentido positivo en cada uno de ellos. Un vector de R? se representa
por (z1,z2,23) y se puede asociar a puntos p1,p2 y p3 en los ejes. Entonces al vector (x1,x2,x3) le

corresponde el punto p en el espacio cuyas proyeccciones en los ejes son py,p2 y p3. Usualmente se
consideran los ejes como se ve en la Figura 3.

X3
Py P
S
Rl
.
‘\\ .
-
5 a0l 3, 2)
i ;
A
~ T &
S. ! P
T : / -
\'u.\\ 1 ,/
Pl 0N

Figura 3: Espacio (R?).

Vimos que existe correspondencia entre vectores y su representacion grafica. A veces los vectores
se representan geométricamente como un punto o como una flecha. Veamos brevemente como se re-
presentan graficamente las operaciones de suma de vectores y producto por un escalar. Para fijar ideas

consideraremos vectores en el plano. Sean u = (u1, u2), v = (v1, v2) dos vectores en el plano y a, b dos
escalares, donde «a es positivo y b negativo.

Por definicidn,

u+v = (up+vy,us + v2),
au = (auy,aus),

bu = (buy,busg).

Ver Figuras 4 y 5.

13
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Figura 4: Suma de vectores.

Figura 5: Producto de un vector por un escalar.

Definicion 3.1. Dado x; un vector no nulo llamamos recta por el origen al conjunto £, de los miltiplos
numéricos ¢ x1. Se define la recta £ paralela a £y como el conjunto de todos los puntos que pueden ser

representados en la forma ¢ x; + xg, donde xg es un vector fijo. Ver Figura 6.

Figura 6: Rectas.

Dos rectas tx; + Xg y sv1 + vp son paralelas si x; es un multiplo de v;. Ademds, toda recta
tx1 + X0 es paralela a una que pasa por el origen: ? x;.

Ejemplo: la recta en R? paralela al vector (1,1, 1) que pasa por el punto (—1, 3, 6) estd dada por

t(1,1,1) + (—1,3,6).

14
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Dados dos vectores v = (a1,a2,...,a,) y W = (b1,bo,...,by,), se define el producto

escalar (o producto interno o producto punto) (v, w) como
(v,wW) = aiby + agby + - - - + apby,.
Se satisfacen las siguientes propiedades:
1. (v,v) >0y (0,0) =0.
2. (v,w) = (w, V).
3. {(u+v),w) =(u,w) + (v,w)
4. ((rv),w) =r{{v,w)).
Ademds, se define la norma del vector v, se denota ||v|| como
vl = V(v V).
Se satisfacen las siguientes propiedades:
L |lv[[ >0,y o] = 0.

2. vl = frllIvl]

3. |lv+wl < |[v]| + ||w]l|.

Para todo par de vectores vy w en R" se verifica la desigualdad:
=Vl fIwll < (v, w) < vl - [lwl],

por lo cual se cumple que:

e fvw)
“ vl wl] T

Asi se define el coseno del angulo o« comprendido entre v y w como:

B (v,w)
os(@) = TRl

Ejemplo 3.2. » Dados los vectores v = (1, —2,2) y w = (2, 1,0) se tiene que:

(viw)=1-24+(-2)-1+2-0=0.

= VET (2212 =3 |wl|=v2+ 1210 =5

15
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El coseno del angulo comprendido es

0
:7:0
35

cos(«)

Esto en particular significa que el dngulo plano entre los dos vectores es de 5 radianes (0 90°), por

lo que se dice que ambos vectores son ortogonales.

= Si consideramos los vectores (1, 1) y (—3, —3), entonces el coseno del angulo comprendido es:

cos(a) = (=3 +1(=3) _ 0 _ —1.

V218 6

En este caso los vectores forman un dngulo de 7 radianes (o 180°).

Dados dos vectores v = (ay, ag,...,a,) yw = (b1,ba,...,b,) en R", se define la

distancia entre v y w como
div,w) =|w —v|.
Ejemplo 3.3. Calcular la distancia entre los vectores v = (1, —2) y w = (5, 3).
Por la definicién anterior:
d(v,w) = [(5,3) = (1, =2)l| = (5 — 1,3+ 2)|| = | (4,5)|| = V16 + 25 = V4L.

(v,w)=1-24(-2)-1+2-0=0.

vll= VT (2212 =3, |jw][=v2+ 12102 =5

3.2. Conjuntos linealmente independientes y bases

Si consideramos el espacio R?, y tomamos los vectores (1,0) y (0, 1), vemos que todo otro vector

(z,y) se puede escribir como combinacién lineal de ellos:

(x,y) =z (1,0) +y(0,1).

Del mismo modo, si consideramos los vectores (1,1) y (1, —1), cualquier vector (x,y) puede escribirse

como:

Tty r—y
1,1 1,-1).
2 (7)+ 2 (7 )

También los vectores (1,0), (1,1) y (1,2) cumplen la misma propiedad:

(l‘,y) =

(r,5) = (o= y)(1,0) + (y — 2)(1,1) + 5(1,2).
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En cada uno de estos casos decimos que el conjunto de vectores dado genera el espacio vectorial R2.
Ahora bien, notemos que en el caso del conjunto de vectores (1,0), (1,1)y (1, 2), ocurre que (1,2) =
(—=1)(1,0) + 2 (1,1), por lo cual cualquier vector de R? podra escribirse también como combinacién
lineal de (1,0) y (1, 1). Vemos entonces que hay una dependencia lineal entre estos vectores, pues existen

coeficientes a, b y ¢ no todos nulos tales que
a(1,0)+b(1,1)+¢(1,2) = (0,0).

Diremos que un conjunto de vectores {vy1,va,..., vy} es linealmente dependiente si existe una

combinacion lineal de ellos, con coeficientes no todos nulos, igual a 0:
ai1vi +agvg + - +apvy = 0.

Si esto ocurre, es claro que uno de los vectores puede escribirse como combinacién lineal de los otros.
Un conjunto de vectores que no es linealmente dependiente se dice que es linealmente independien-
te.

Ejemplo 3.4. El conjunto de vectores S = {(1,0,1),(1,1,0),(2,1,1),(2,0,2)} es linealmente depen-

diente, puesto que:
(1,0,1) + (1,1,0) + (—-1) - (2,1,1) + 0- (2,0,2) = (0,0, 0).

Entonces, como (2,1,1) = (1,0,1) + (1,1,0), en particular esto implica que cualquier combina-
cion lineal de vectores de S puede escribirse también como combinacién lineal del conjunto S =
{(1,0,1),(1,1,0),(2,0,2)}.

Notemos que en el Ejemplo 3.4, el conjunto {(1,0,1), (1,1,0)} no genera todo el espacio R3. Por
ejemplo, ninguna combinacion lineal es igual al vector v = (0,0, 1), ya que: 2(1,0,1) + y(1,1,0) =
(0,0,1) implica x + y = 0 e y = 0. Esto motiva a la siguiente definici6n:

Definicién 3.2. Un subconjunto de vectores de V' es una base de V' si es un conjunto linealmente inde-

pendiente y genera todo el espacio V.

Un mismo espacio vectorial puede tener diferentes bases. Por ejemplo, los siguientes conjuntos son
todos base de R?:

= C={(1,0),(0,1)}
» B = {(171)>(0a1)}
n B = {(271)>(1a2)}

» B3 ={(-2,1),(15,15)}
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Se puede probar que dado un espacio vectorial, todas las bases tienen la misma cantidad de elementos.
Esta cantidad se denomina dimensién del espacio vectorial.

En R", llamamos e; al vector cuya 7-ésima coordenada es 1 y las demds son 0:
e1 = (1,0,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0), en =(0,0,...,0,1).

El conjunto de vectores C = {e1, e, ...,e,} es una base de R”, llamada base canénica. Notemos que
C posee n elementos, por lo cual la dimensién de R™ es n.

En general, todo subconjunto linealmente independiente de R™ con n elementos, es una base de R".

Ejemplo 3.5. Determinar si el conjunto {(2,1,3),(2,1,2),(4,1,1)} es una base de R3.

Dado que son tres vectores, s6lo resta analizar si son linealmente independientes. Si no lo fuera,

existirian nimeros z, y, z, no todos nulos, tales que:
x(2,1,3) +y(3,1,2) + 2(4,1,1) = (0,0,0),
o equivalentemente, el sistema de ecuaciones homogéneo:

2c+3y+42z =0
r+y+z =0
3r+2y+z =0

tendria mas de una solucién.
La matriz asociada al sistema es:
2 3 4
A=11 1 1
3 2 1
Como el determinate de A es |A| = 0, significa que el sistema tiene infinitas soluciones y por lo tanto

los vectores son linealmente dependientes. Es decir, no forman una base de R3.

Ejemplo 3.6. Si consideramos el conjunto {(2,1,3),(2,1,2),(4,1,0)} y analizamos su dependencia

lineal como en el Ejemplo 3.5, vemos que la matriz asociada al sistema es:

2 2 4
B=]1111
3 20

En este caso,

B| =1, y por lo tanto la combinacion lineal

x(2,1,3)+y(2,1,2) +2(4,1,0) = (0,0,0)
solo es posible si z = y = z = 0. Por lo tanto el conjunto {(2,1,3),(2,1,2), (4,1,0)} es una base de
R3.
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Un conjunto de n vectores de R™ forman una base de R" si y s6lo si la matriz cuyas colum-
nas son estos vectores tiene determinante distinto de 0.

3.3. Coordenadas y cambio de base

Dada una base B = {v1,Va,..., vy} de R”, cualquier vector v de R" se escribe de manera tnica
como combinacién lineal de esa base:

Vv=a1Vvy+axva+---+apvnp.

Los ndmeros a1, as, ..., a, se denominan coordenadas de v en la base 5. Usaremos la notacion:
Vg = (a1, a2,...,ay).
Ejemplo 3.7. » Las coordenadas del vector v = (3, 1) en la base canénica C son 3y 1, ya que

3-(1,0)+1-(0,1) = (3,1).
Escribimos [v]¢ = (3, 1), aunque en el caso de la base candnica se suele omitir el subindice.
= El vector de coordenadas de (3, 1) en la base B = {(1,3), (1,—1)} es (1,2), ya que
1-(1,3)+2-(1,-1) =(3,1).
Escribimos [v]|g = (1, 2).

Notemos en el Ejemplo 3.7, que la matriz asociada a la base multiplicada por sus coordenadas es

igual al vector:
1 1 ry (3
3 -1 2 ) \1)°

Sea A la matriz asociada a la base B, y sea v un vector expresado en la base candnica.

Entonces las coordenadas de v en la base B3 estan dadas por

A1y,

Ejemplo 3.8. Labase B = {(2,1,3),(3,1,2), (4,1,0)} tiene la matriz asociada

2
A= 1
3

OIS
o o
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cuya inversa es

-2 g8 —1
Al=| 3 -12 2
-1 5 —1
Asf, para determinar las coordenadas de los vectores v = (1,1,2) y w = (—2,0,1) calculamos A~! - v
y Al we
-2 g8 —1 1 4 -2 8§ —1 —2 3
3 —-12 2 11=1 -51]. 3 —-12 2 0]=1 -4
-1 5 —1 2 2 -1 5 —1 1 1

Asi, [v]g = (4,—6,2) y [w]g = (3, —4, 1). En efecto:
4-(2,1,3) 4 (=5)- (3,1,2) + 2+ (4,1,0) = (1,1,2)
3-(2,1,3)+ (=4) - (3,1,2) + 1 (4,1,0) = (=2,0,1)

Un mismo vector tendrd diferentes coordenadas segin la base que se considere. Ahora bien, dadas
dos bases By y Ba, es posible determinar las coordenadas en la base By conociendo las coordenadas en

la base B;. Esto se suele denominar cambio de base. Ilustramos esto en un ejemplo.

Ejemplo 3.9. Consideremos las bases en R:

By = {(17 1)7 (170)} = {u17u2} y By = {(172)7 (27 _1)} = {V17V2}'

Dado un vector v, éste puede escribirse en términos de sus coordenadas (a, b) en 1 como:
v=a-(1,1)4+b-(1,0),
y en sus coordenadas (c, d) en la base B2 como
v=c-(1,2)+d-(2,-1).

A su vez, cada uno de los vectores de la base B5 tienen sus coordenadas en 31, que obtenemos multipli-

cando a izquierda a la matriz asociada a Bs por la inversa de la matriz asociada a 31:
—1
11 1 2y (0 1 1 2\ 2 -1
10 2 -1 /) \1 -1 2 -1) \ -1 3
Estoes, [vi]p, = (2,—1)y [v2]s, = (—1,3). Entonces:

v = cvi+dvs
= 6(2111 + (—]_)112) +d ((—1)111 + 3112)
= (2c—d)us + (—c+3d)ug
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Recordemos que v = auy + bug, por lo cual debe ser:

a=2c—d, b= —c+ 3d,

-3k

Vs, Vs,

o en forma matricial:

. 2 -1 . . .. .
La matriz P = ) 5 es la matriz de transicion o de cambio de base, de la base By a B;.
Notar que sus columnas son las correspondientes coordenadas de los elementos de la base B en la base

Bi.

Dado un vector v, la relacién entre sus coordenadas en bases By y B2 estd dada por:
[V]Bl =P [V]527

donde P es una matriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores de la base B2

expresadas en la base B;.

» La matriz P se denomina matriz de transicion o de cambio de base de la base Bs a
B;.

= Si P es la matriz de transicién de By a Ba, entonces P es inversible y y P! es la

matriz de transicion de B, a la base 51

4. Transformaciones lineales

La ecuacién matricial A-x = b puede verse como una forma de representar un sistema de ecuaciones,

pero también como una accidn de la matriz A sobre el vector x. Por ejemplo, la ecuacion

1 2 1 0
<_1>: —1 10 <_1>: —1 (1
3 2
-1 1

-1 1 —— 4 —_—— 1
——— c ——— —_——— u ———
A b A w

dice que la multiplicacién por A transforma al vector ¢ en el vector b y al vector u en w. En general,

podemos ver que a un vector x = (z,y)’ es transformado en el vector (2z + y, z, —x + y)’. !

'El apéstrofe (x, %)’ indica el transpuesto, es decir: (

). A los fines de multiplicar por la matriz A es conveniente
Y

considerar a X como un vector columna.

21



Diplomatura en Ciencia de Datos FCE - FAMAF / UNC Nivelacién: Algebra Lineal

Asi, la matriz A define una transformacion del espacio R? en R3, dada por
Th:R* — R?
(z,y) — (Qztyz-z+y)

Este tipo de transformaciones se denomina transformacion lineal y cumple la siguiente definicion.

Una transformacion lineal 7' : R™ — R es una funcién que asigna a cada vector de

x € R™ un vector T'(x) € R™, y que cumple las siguientes propiedades:

s T(v4+w)=T(v)+T(w),v,w € R",

= T(cv)=cT(v),parac € R,v € R".

Se puede probar que toda transformacién lineal 7' : R™ — R™ estd asociada a una matriz [T'] m x n.
Asf:

Las propiedades de la transformacion lineal se traducen en:
[T]- (x+y)=[T]-x+[T] -y, [T]- (ex) = ¢ ([T]- %)

Nos referiremos de ahora en mas a transformaciones lineales de un espacio en si mismo, es decir del
tipo 7' : R™ — R™, donde la matriz [T] asociada es una matriz cuadrada n X n.

Para cada x € R", el elemento 7'(x) se denomina imagen de x, y el conjunto de todas las imdgenes
es el rango o imagen de 7. La imagen de 7' es un subespacio vectorial de R™, y la dimensi6n de este

subespacio también se denomina rango de [T].

= SiT : R"™+— R" es una transformacion lineal, y [T] es su matriz asociada. Entonces

las columnas de [T'] son las imédgenes de la base candnica.
= La matriz [T] es inversible si y s6lo si el rango de [T] es n.
Analizaremos algunos ejemplos de transformaciones lineales en R? — R?2.

1. Proyeccion sobre el eje =

Si consideramos la base candnica C = {e1,e2} = {(1,0), (0,1)}, entonces la proyeccién sobre

el eje x de e es ey, y de ez es 0. Luego la transformacién lineal asociada es

T(z,y) = (z,0),

y la matriz asociada es
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2. Proyeccion sobre la recta y = 2

La recta y = 2z estd generada por el vector u = (1, 2). Cualquier vector de R? tiene una compo-

nente en ese vector y otra componente en su ortogonal: (—2, 1). Esto es:
v=a-(1,2)4+0b-(-2,1).

La proyeccioén sobre la recta y = 2z es la transformacién S(v) = a (1,2) = (a, 2a). Para obtener

esta coordenada a es suficiente calcular el producto escalar (u, v):
(0,v) =((1,2) ,a- (1,2) + b~ (=2,1)) = a|(1,2)|]”
De esta manera,

(u, v)
a = .
[Jul |

Tomamos la base candnica, y calculamos S(e1) y S(e2):

Sten) = W2 ) (12

Asi la matriz asociada a S es
[S] = (

En este caso, el vector e se transforma en el vector es, y el vector ez se transforma en e;. Luego

[ﬂ:<2;>,

F(z,y) = (y,2).

Steg) = D2 5 2 4

U Gl
SN—

arlno Ot

3. Reflexion respecto alarectay = x

la matriz asociada es:

y la transformacién lineal es

4. Rotacion

La rotacién del plano en un angulo 6, en sentido antihorario, transforma el vector unitario e en
el vector v; con coordenadas (cos(f),sen(f)), y al vector ez en el vector vy con coordenadas

(cos(6 + %i), sen(f) + 5) = (—sen(f), cos(#)). Luego la matriz asociada a esta rotacién es

[ cos(f) —sen(0)
o] = ( sen(0) cos(#) > .

La transformacion lineal asociada es:

Ry(x,y) = (cos(f)x + sen(f)y, — sen(f)x + cos(0)y).
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5. Shear (desplazamiento axial)

Este tipo de transformaciones produce un desplazamiento del plano a lo largo de un eje, y se
obtiene sumando a cada vector un multiplo de la componente en la direccion de ese eje. Las

siguientes matrices corresponden a este tipo de transformaciones:

R I I ]

En los ejemplos anteriores la matriz asociada a la tranformacidn lineal esta definida en términos de
la base candnica. Si se considera una base distinta, la matriz de la transformacion lineal tendrd probable-

mente una forma diferente. Denotaremos entonces [T'|3 a la matriz de T en la base candnica.

SiT : R™ — R" es una transformacion lineal, y 5 es una base, denotaremos
[T]5

a la matriz de T asociada a B.

Las columnas de R"™ son las imagenes de los vectores de I3, expresados en la misma base.

Ejemplo 4.1. Si consideramos la proyecciéon 7" sobre la recta y = 2z, y consideramos la base B =
{(1,2),(=2,1)} = {u1,uz}, entonces

T(ul) = ua, T(UQ) =

1 0
[T]B=<O O)

En general, consideremos una transformacion lineal 7' : R" — R™, y B, By dos bases. Sea P la

Luego la matriz en esta nueva base es

matriz de transicion de Bs a Bi. Entonces las matrices de T asociadas a cada una de estas bases estan
relacionadas de la siguiente forma:
-1
P [T]Bl P = [T]Bz'

Ejemplo 4.2. En el Ejemplo 4.1, 1a matriz P de transicion de B a C es

1 -2 L
P = con Pl = 52
2 1 —£
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Tenemos que la matriz de T" en la base canénica es [T']¢ = (

I

) . Luego la matriz en la base B es

J)-(0)

N Ot
[SUFNEGIN)

=
oy
Il
VR
|
GYNO UYf=
D= T
(ST
(SN[}

como se calcul6 en el Ejemplo 4.1.

4.1. Autovectores y autovalores

Consideremos la transformacion lineal 7' : R? + R2, dada por T'(z, y) = (2x + y, —2y).

Podemos ver que 7'(1,0) = 2-(1,0), es decir que 7'(1, 0) es un miltiplo del vector (1, 0). Del mismo
modo, vemos que T'(1, —4) = (—2,8) = —2(1, —4), por lo cual la imagen de (1, —4) también es un
multiplo de este vector.

Definicion 4.1. Sea T : V — V una transformacion lineal. Un vector v no nulo con la propiedad que
T(v) = Av, para algin A € R se dice que es un autovector de 7" con autovalor \.

Si v es un autovector de T" con autovalor A, entonces cualquier multiplo no nulo de v también lo es,
pues:
Ta-v)=aT(v)=aAT(v) =AT(a-v).

Mas atin, cualquier combinacion lineal no nula de autovectores de 7' con un mismo autovalor A también
es un autovector de 7' con el mismo autovalor. Asi, el conjunto generado por los autovectores de 1" con
autovalor A es un subespacio de V' llamado autoespacio de 7" asociado a A, y que denotaremos V).

Por ejemplo, Vo = {(z,0) | x € R} es el autoespacio de T'(z,y) = (2 + y,2y) asociado al
autovalor 2.

La importancia de los autovectores es que estos indican cuéles son las “direcciones” en el espacio
que son preservadas por la transformacion lineal. En particular, si se utiliza un sistema de coordenadas
orientado por los autovectores (y no por un sistema candnico), esto permite expresar a la matriz de la
transformacién en forma diagonal, simplificando en gran manera los calculos matriciales.

Abhora bien, no toda matriz (o transformacidn lineal) posee autovectores y autovalores. Para que una

matriz A tenga un autovalor real, debe existir un vector no nulo v que resuelva la ecuacién matricial
Av=2Av.

Notemos que tanto A como v son incdgnitas en este sistema. Dado que multiplicar a un vector por un

escalar A es equivalente a multiplicarlo por la matriz A - I,,, podemos escribir la ecuacién anterior como:

Av=(\-1,)v,
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o también
(M, —A)v=0.

Esto plantea un sistema de ecuaciones homogéneo, con n incégnitas (las coordenadas de v), y que tendré
una solucién no nula si y sélo si el determinante de la matriz A I,, — A es igual a 0.
Puede verse que este determinante es un polinomio de grado n en la variable A, por lo cual el proble-

ma de hallar autovalores y autovectores comienza por encontrar soluciones a la ecuacién polinomial
AN, — Al =0.

El polinomio {4(\) = |\ I, — A| se llama polinomio caracteristico de A.
Por cada raiz real A = r de este polinomio, si tuviere alguna, tendremos un autoespacio asociado que

llamamos V;., que resulta de resolver el sistema homogéneo (r I,, — A)x = 0.

Ejemplo 4.3. Consideremos la transformacién lineal 7'(x,y) = (2x 4+ y, —2y), con matriz asociada

(i)

La transformacion lineal 7" posee un autovalor no nulo si y sélo si existe un vector (x, y) distinto de

() ()
(-0

(22N

() )

Este sistema tendré una solucién no nula si y sélo si

A—2 -1
(207 )|

Este determinante, o polinomio caracteristico de A, tiene la expresion:

Dado que

resolvemos el sistema

Il
VR
o O
~—

xaA) = A =2)(A+2)—0=)12—4.
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Las raices de xy4(\) = 0son A =2y A = —2, y constituyen los autovalores de A (y de T').
El autoespacio V), para cada )\ es el espacio de soluciones del sistema

que esta dado por todos los vectores de la forma (z,0), con z € R.

Por otra parte, el autoespacio V_, asociado al autovalor 2 es el espacio de soluciones del sistema
homogéneo

(—4)x—y=0
Oy=20

que esta dado por todos los vectores de la forma (y, —4y), cony € R.

Ejemplo 4.4. Hallar los autovalores y autoespacios asociados de la matriz

A=

NN
N DN
=N N

El polinomio caracteristico estd dado por
xa(A) = A% —12)2 + 36\ — 32.
Factorizamos el polinomio:
xa(A) = (A =2)(A\2 = 10X +16) = (A — 2)*(\ — 8).
Asfi, los autovalores son 2 y 8, y los respectivos autoespacios son
Vo ={z(1,-1,0) +y(0,1,-1), z,y € R}
Vs ={x(1,1,1), z € R}.

Ejemplo 4.5. Determinar los autovalores y autovectores de la transformacién lineal T'(x,y,z) =
(—y,z,22).
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La matriz A asociada a T es:

El polinomio caracteristico es:
xa=M\=2) A2 +1).

En este caso existe un tGnico autovalor (real), A = 2, y su autoespacio estd dado por:

Vo ={2-(0,0,1) | z € R}.

4.2. Diagonalizacion de matrices

Si una transformacion lineal 7' : R™ — R" tiene n autovectores linealmente independientes, enton-

ces estos n autovectores conforman una base B de R™. Entonces, si
B= {ul,uz,...,un}
es la base de autovectores, \; es el autovalor asociado al autovector uj, se tiene que
T(u;) = A\uj, paracadai, 1 <i <n.

Entonces la matriz de T asociada a B tiene forma diagonal:

A 0 ... 0

0 X ... O
[Ts =

0 0 0 X\,

Abhora bien, la matriz de T en la base canénica puede tener una forma no diagonal. Sin embargo, por

lo que hemos visto, las matrices en estas bases estdn relacionadas por:

P T]sP = [Te.

= Se dice que una matriz A n x n es diagonalizable si existe una matriz () inversible
tal que Q' AQ es diagonal.

= Una matriz A n x n es diagonalizable R"™ si y s6lo si existe una base de R” de

autovectores de A.

En el Ejemplo 4.3, R? tiene una base formada por autovectores de 71":

B ={(1,0), (1,-4)}.
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y estos vectores son las columnas de la matriz de transicién P de esta base a la base candnica. La matriz

de la transformacion lineal es

Luego
1

P TP = ( 0

NN

)32 2) (o a) e

En el Ejemplo 4.4, los autovectores {(1,—1,0), (0,1, —1),(1,1,1)} forman una base B de R3. Asf,

la matriz de la transformacion lineal 7" en la base 5 estd dada por:

[T)s = P TleP
2 -4 -1 4 2 2 1 0
= i 1 -2 2 4 2 -1 1
;3 3 3 2 2 4 0 -1 1

2 00

= 1l020

00 8
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