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113

Introduccion

Estas notas tienen como objetivo introducir los conceptos bésicos del célculo diferencial en una
variable.

Las notas acompafian al curso Andlisis Matematico I de la Licenciatura en Ciencias de la Compu-
tacion, durante el cual se espera que el alumno no sélo desarrolle habilidades de célculo, sino que
también sea capaz de reconocer los conceptos involucrados en los teoremas y sus demostraciones, y
comprender el alcance de sus enunciados.

A lo largo de los capitulos se abordan contenidos de funciones, limite, continuidad, derivada e
integrales, incluyendo definiciones, teoremas, y gran cantidad de ejemplos ilustrativos.

Esperamos que estas notas sean accesibles y utiles para el lector, y son bienvenidos los aportes

que permitan enriquecerlas en el futuro.

Marta Urciuolo

Patricia Kisbye
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Capitulo 1

Numeros

1.1. Numeros enteros, nimeros racionales y nimeros reales

Los nimeros naturales, o enteros positivos, son 1, 2, 3, 4, .... Suponemos conocidas las pro-

piedades de las operaciones de suma, resta, producto y cociente entre ellos. Los nimeros —1, —2,

—3, —4, ..., se llaman enteros negativos. El conjunto de niimeros enteros consiste de los enteros
positivos, los enteros negativos y el cero. Ademas de los enteros tenemos las fracciones %, —%, %,

etc. que pueden ser positivas o negativas y que se escriben como cociente “*, donde m y n son enteros

y n es distinto de cero. Dos fracciones ™ y ¢ se dicen equivalentes si mb = an. Por ejemplo, 1—95 es

S
10°

La suma y producto de dos fracciones § y ™, con b y n distintos de cero, vienen dadas por las

equivalente a

conocidas formulas

m  an-+bm

b n n
a m_am
b n  bn’

A las fracciones se las llama niimeros racionales, pero considerando a las fracciones equivalentes
como un mismo ntimero racional. Todo nimero entero es un nimero racional porque m = “, pero
no es cierta la reciproca.

Representamos estos niimeros en una recta. Primero elegimos una unidad de longitud, a la derecha

de cero dibujamos los positivos y a la izquierda, los negativos.

| | | | | | | | |
T T T T I T T T T
-4 -3-2-1 0 1 2 3 4 5




8 CAPITULO 1. NUMEROS

Todos las fracciones equivalentes se representan en un mismo punto de la recta.

A su vez, todos los nimeros racionales tienen una representacion decimal finita, o infinita periddi-
ca. Por ejemplo, % =09,y % = 0,666.. ..

Finalmente tenemos los nimeros que pueden representarse por infinitos decimales no periddicos,
como /2 =1414...071 = 3,14159 .. .., alos cuales llamamos niimeros irracionales, que junto con
los racionales constituyen los nimeros reales, o simplemente nimeros.

La suma y el producto de dos nimeros es otro nimero. Si a # 0 hay un tnico nimero b tal que
ab = ba = 1y escribimos b = é 6 b = a~!l. Decimos en este caso que b es el inverso de a. La
expresion % 6 07! NO est4 definida. Sin embargo, si a es cualquier nimero, a - 0 = 0. Todo niimero

racional es real (podemos realizar el cociente y obtenemos un decimal) pero no vale la reciproca.

1.2. Desigualdades

Tenemos los nimeros positivos, representados a la derecha del cero en la recta real. Si a es uno

de ellos, escribimos a > 0. Las dos propiedades siguientes son bésicas.

P1) Si ay b son nimeros positivos, también lo son su producto ab y su suma a + b.

P2) Si a es un nimero, entonces 6 a es positivo, 6 a es cero 6 —a es positivo y estas posibilidades

son mutuamente excluyentes.

Aunque ya sabemos que 1 > 0 podemos demostrar este hecho a partir de las dos propiedades de
arriba. En efecto, si —1 fuera positivo, 1 = (—1)(—1) seria positivo por P1). Luego el positivo es 1.

La expresion a > 0 se lee a es mayor que cero, mientras que a > ( significa que a es mayor o
igual que cero.

Dados dos nimeros a y b diremos que a es mayor que b y escribimos a > bsia — b > 0.
Escribimos a < 0 si —a > 0y a < bsib > a. También a < b significa que a es menor o igual que b.

Usando solamente las propiedades P1) y P2) se pueden demostrar las siguientes:

Regla1l Sia > byb > centonces a > c.
Regla2 Sia > byc > 0 entonces ac > be.

Regla 3 Sia > by c < 0 entonces ac < bc.

Por ejemplo 3 > 2y —3 < —2.
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Sea a un niimero positivo. Entonces existe un nimero b cuyo cuadrado es a, o sea b*> = a. También
(—b)? = a. Asi, b 6 —b es positivo. A ese niimero positivo lo llamamos la raiz cuadrada de a y lo
denotamos +/a. Para el caso de a = 0, escribimos V0 =0.

En particular, existe un nimero positivo b tal que b?> = 2, es decir que b = /2. Este ndmero, V2,
no es un niimero racional. Demostremos esta afirmacion. Recordamos que los nimeros pares son los
enteros 2, —2, 4, —4, 6, —6,..., que pueden escribirse en la forma 2n para algtn entero n. Un nimero
impar es de la forma 2n + 1 para algtinenteron (5 =2-2+ 1, =7 =2 (—4) + 1).

Observamos que el cuadrado de un numero par es par. En efecto
(2n)* = 4n? = 2 (2n?),
veamos ahora que el cuadrado de un niimero impar es impar,
(2n+1) =4n® +4n+1=2(2n + 2n) + 1.

Supongamos que /2 fuera racional. Esto dice que existe un racional a tal que a®> = 2. Podemos
escribir a = ™, con n y m enteros distintos de cero. Podemos suponer m y n no son ambos pares,

simplificando previamente la fraccién. Como a* = 2 tenemos

o sea m? = 2n? y el segundo miembro es par y entonces m? y por lo tanto m es par.
Suponemos m = 2k. Volviendo a lo anterior, (2k)* = 2n2, o sea 4k> = 2n? entonces 2k> = n?

de lo que resulta que n seria par y eso es una contradiccion.

1.3. Valor absoluto

Si a es un niimero entonces definimos el valor absoluto de a (que escribimos |a|) como

elmismoa sia>0

o] = !
—a sia < 0.
Asi, |[7| = 7, y también |-7| = —(—7) = 7. En general, para cualquier nimero z, vale que
la| = |—a| podemos pensar que el valor absoluto de a es la de distancia de a al cero.

Valen los siguientes resultados.

Teorema 1.3.1. Si a es un niimero, entonces |a|” = a?y |a| = va2.
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Teorema 1.3.2. Si a y b son niimeros, entonces |ab| = |al |b] .

Teorema 1.3.3. Si a y b son niimeros, entonces |a + b| < |a| + |b] .

Ejemplo 1.3.1. Determinar todos los nimeros x que satisfacen la igualdad
|z + 3| = 4.
Esta igualdad significaque t +3 =46 —(v+3) =4,0seaz =162 = —7.

Sean a y b dos nimeros y supongamos a < b. Al conjunto de niimeros x que satisfacena < x < b
lo llamamos intervalo abierto entre a y b y lo denotamos (a, b). Al conjunto de ndimeros x que
satisfacen a < z < b lo llamamos intervalo cerrado entre a y b y lo denotamos [a, b]. Al conjunto de
numeros x que satisfacen a < = < b lo llamamos intervalo semiabierto (o semicerrado) entre a y b
y lo denotamos [a, b).

Al conjunto de nimeros x que satisfacen ¢ < z lo llamamos intervalo infinito y lo denotamos
(a, 00) y al conjunto de nimeros x que satisfacen z < b lo llamamos también intervalo infinito y lo

denotamos (—o0, b).

Ejemplo 1.3.2. Determinar todos los intervalos de nimeros que satisfacen |z| < 6.

Solucion. Distinguimos dos casos. El primero es > 0. En ese caso |x| = z y entonces debe ser
0<z<6.

En el segundo caso, z < 0y |z| = —x Por lo tanto debe ser —x < 6 lo que equivale a z > —6,y
por lo tanto en este caso es —6 < x < 0. Considerando ambos casos conjuntamente llegamos a que

el intervalo buscado es [—6, 6] . O

1.4. Ejercicios resueltos de niimeros

En esta parte damos un poco més de ejercitacion, del tipo de la desarrollada en las guias de préctico

correspondientes.

Ejercicio 1.4.1. Sea a un nimero real positivo. Expresar el conjunto de nimeros reales = que cumplen

que 2 > a como una unién de intervalos.
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Solucién. Observamos que x> > a siy s6lo si 22 — a > 0 Como

a:Q—a:(a:—\/E) (x—l—\/a),

11

para que este producto sea positivo, deben ser ambos factores positivos o0 ambos negativos. Entonces

obien x —\/a > 0y x + y/a > 0 0 en caso contrario, z — y/a < 0y x + y/a < 0. la primera opci6n

se cumple siy sélo si z > y/a 0 seax € (y/a,0) y la segunda se cumple si y sélo si z < —

x € (00, —y/a). En definitiva el conjunto buscado es

(007 _\/E> U (\/aa OO)

Ejercicio 1.4.2. Determinar los niimeros reales = que satisfacen |2z — 1| > 5.

Solucion. Por la definicidn de valor absoluto,

2r—1 si2x—1>0
|2 — 1| = :
1—-2z si2x—1<0

Como 2z — 1 > 0siysélosiz > 1, separamos el conjunto solucién en dos subconjuntos:

= (—o00,—2

e
el v oo 1o
e(md)oeafofoep) oo

- (o G

(3,00).

a O s€a

]

Nota 1.4.1. Como |2z — 1| > 5 siy sélo si ]3: — %| > % el conjunto que buscamos es el de los puntos

cuya distancia al l es mayor que 3 5 y entonces un « de ese conjunto debe estar 5 unidades a la derecha

1 5

(0 sea r > —|— 5 =3)o 2 umdades a la izquierda de 1 s(0sear < 5 — 3 = —2)yestees

2~ 2
efectlvamente el conjunto que encontramos.
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Ejercicio 1.4.3. Resolver 5
1

< .
r—1 T+ 2

Solucion. Como primer paso, debemos excluir los puntos donde se anula algin denominador, que
sonx = 1y = —2. La recta real menos esos dos puntos queda dividida en tres intervalo, [, =
(—00,—=2), Iy = (=2,1) y I3 = (1, 00). Para poder eliminar los denominadores, multiplicamos esta
desigualdad por (x — 1) (x 4+ 2) y como el signo de una desigualdad se invierte si multiplicamos por
un ndmero negativo, observamos que (z — 1) (z+2) > 0en [y, (z —1)(z+2) < Oen Iy yen I3

nuevamente (z — 1) (z + 2) > 0.El conjunto buscado serd entonces
1 3 1 3 1 3
I : < U Iy : < U I5 - <
{xe Y1 £E—|—2} {gﬁe 2rr—1 a:+2} {xe Str—1 9:+2}
= {relh:z2+2<3x-D}U{zelh:z+2>3x-1)}u{zel:x+2<3(x—-1)}
) D 5
= rxeh:x>-(Uzelh:a<<)pUlaxely:ax>—
2 2 2
5t 5
= QU |[(-2,1)N —00, 5 U {(1,00) N Pl

— (=2, 1)U <goo> O




Capitulo 2

Funciones

2.1. Definicion y ejemplos

El area A de un cuadrado en el plano depende de la longitud [ de su lado. La regla que relaciona [
con A esta dada por A = [2. La distancia d recorrida por un mévil que se desplaza a 60km /h depende
del tiempo ¢ transcurrido desde su largada. Esto se expresa mediante la férmula d = 60¢. La densidad
0 de un sélido de volumen dado depende de su masa m, etc.

Cada uno de estos ejemplos describe una relacion mediante la cual a un determinado nimero (!,
t, m) se la asigna otro nimero (A, d, 9). Se dice que el segundo nimero es funcién del primero o que

el segundo nimero depende del primero.

Definicion 2.1.1. Una funcion f es una regla que asigna a cada elemento z de un conjunto X un

unico elemento f(z) de un conjunto Y.

Casi siempre X e Y serdn conjuntos de nimeros reales por lo tanto una funcién puede considerarse
como una correspondencia de un conjunto X de nimeros reales x a un conjunto Y~ de ndmeros reales
y, donde el nimero y es tnico para cada valor especifico de x, y entonces escribimos y = f(z). La

asignacion esta a veces se representa con una flecha

Usaremos las letras f, g, h, etc. para denotar las funciones. Frecuentemente esta regla se expresa

mediante una ecuacion, por ejemplo

fla) ="

13



elvio
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Tabla 2.1:
x|y =a’
0 0
2 4

_3 9
2 4
1 1
—4 16

y se lee “f de x igual a 22"

En este caso X son todos los nimeros reales e Y son los reales no negativos. La Tabla 2.1 muestra
algunos de estos valores

Al conjunto X lo llamamos el dominio de f y al conjunto Y el espacio de llegada. Suelen expre-

sarse usando la notacion de intervalos de la recta.

Dada una funcién f el valor f(z) se llama la imagen de = por f. Al conjunto formado por las
imagenes del dominio de f se lo denomina contradominio o imagen de f.

Si la funcion se define mediante una formula y no se especifica el dominio explicitamente, se
adopta la convencion de que el dominio es el conjunto de todos los niimeros reales para los cuales

tiene sentido la formula y da como resultado un niimero real.

Si f es una funcién de X en Y, se usa la notacion f : X — Y. Siy = f(z), y depende de = en
el sentido que los valores de la variable y cambian cuando cambiamos la variable x, por lo tanto el
simbolo que representa un nimero cualquiera en el dominio de f se llama variable independiente y

el que representa un numero del contradominio, variable dependiente.

Ejemplo 2.1.1. El dominio de la funcién dada por f(z) = 2% es (—00,00) y su contradominio es
[0, 00).

Ejemplo 2.1.2. Sea f la funcién definida por la ecuacién y = v/x — 2 o sea

Para que la raiz cuadrada de un nimero real dé como resultado otro nimero real, el primero debe ser
mayor o igual que cero. Por lo tanto para que esta férmula esté bien definida, debe ser v —2 > 0 o sea
x > 2. Entonces el dominio de f es el intervalo [2, 00). Como ya dijimos que el simbolo va indica la

raiz positiva, el contradominio de f es [0, 00).



elvio
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Ejemplo 2.1.3. Sea g la funcién definida por la ecuacion y = /22 — 9 o sea

Como en el Ejemplo 2.1.2, debe ser 22 — 9 > 0 o sea (z — 3) (z+3) > 0 por lo tanto x > 3 0

x < —3 entonces el dominio de g es (—oo, —3] U [3, 00) y el contradominio es [0, c0).

Ejemplo 2.1.4. Sea r la funcién definida por la ecuacién

B 5%5
3 -7

r(z)

Esta formula estd bien definida si y sélo si el denominador no se anula o sea si 3z — 7 # 0, o sea

x # % El dominio de r es entonces (—oo, %) U (%, oo).

Ejemplo 2.1.5. Sea h la funcién definida por la ecuacién

T+ 2
hz) = 53—
3 —
Esta férmula estd bien definida si y s6lo si el denominador no se anula o sea si 2° — 2% # 0. Fac-
torizamos x> — x? = x? (x — 1) entonces debe ser x # 0y x # 1. El dominio de / es entonces

(—00,0) U (0,1) U (1, 0).

2.2. Graficas de funciones

Sea R el conjunto de nimeros reales. En este pardgrafo trabajaremos con funciones f con dominio
en un subconjunto X de R. Un método muy util para estudiar funciones es realizar un dibujo en el
plano coordenado R? = R x R (conjunto de pares ordenados de niimeros reales). El grdfico de f es

el conjunto G( f) de pares ordenados (z,y) conzen X ey = f(x), o sea

G(f)={(z,y) eR*:zeXey=f(x)}.

Para tener una idea aproximada del gréfico de una funcién es conveniente hallar algunos puntos
mediante una tabla y después trasladar esos pares a un sistema coordenado de dos ejes perpendicula-

res, dibujando x en el eje horizontal y f(x) en el vertical.
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Ejemplo 2.2.1. Sea f(z) = 3z + 1. Un par (z,y) pertenece al grafico de f si y sélo si satisface la

ecuacion
y=3r+1 2.1

o sea si y sélo si (x,y) pertenece a la recta dada por la ecuacién (2.1). Como ya sabemos que una
recta queda determinada por dos puntos, para dibujar la recta alcanza con dar un par de puntos sobre

ella. Si hacemos la tabla

z | fz)

4

obtenemos los puntos de la recta (0,1) y (1,4). Ver Figura 2.1.

y 157

10+

X L

Figura 2.1: Gréfico de larectay = 3z + 1

Ejemplo 2.2.2. Sea g(z) = x2. Su grafico es la pardbola que pasa por el origen. Nuevamente hacemos

una tabla

0
1
-1 1
2 4

y obtenemos el grafico aproximado como muestra la Figura 2.2 (a).

Ejemplo 2.2.3. Sea f(x) = z? + 3. Observamos que el valor de la funcién f en un punto dado es
tres unidades mayor que el valor que toma la funcién g del ejemplo anterior, por lo tanto su grafica

aproximada es la que se muestra en la Figura 2.2 (b).
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(@) y = 2? b)y=2+3

Figura 2.2: Gréfico de las pardbolas y = 2% e y = 2 + 3.

Ejemplo 2.2.4. Sea f(z) = v/x + 1. Su dominio es {x € R: 2 > —1} . Damos algunos valores de

la funcidn, para algunos de estos .

5
=
=

[\ —
=S

Ver Figura 2.3.

25T

20T

15T

Figura 2.3: f(z) = vz + 1.

Prueba de la recta vertical: Una curva en el plano xy es la grafica de una funcién de x si y sélo

si ninguna recta vertical interseca a la curva mds de una vez.

También se pueden definir funciones mediante distintas férmulas en distintos intervalos de su

dominio



elvio
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Ejemplo 2.2.5. Sea
r+1 six <2
fz) =
22 -3 si >2
Observamos que si x < 2 la grafica de f coincide con la recta y = = + 1, de pendiente 1 y ordenada
al origen 1. A la derecha de la recta x = 2, tenemos la parabola, bajada en 3 unidades. (Ver Figura

2.4).

Figura2.4: f(x) = 2> —3siz > 2,y f(z) =z + 1siz < 2.

Ejemplo 2.2.6. Sea h(z) = |z|, esto es

h(x):{ zsix >0

—zrsiz <0

(recuerde que si z < 0 entonces —z > 0).

Su grafica se muestra en la Figura 2.5:

X L

Figura 2.5: f(z) = ||

Si una funcion f satisfce f(x) = f(—=z) para todo = de su dominio, se dice que f es una funcion
par. Por ejemplo, f(z) = 2. Geométricamente esto manifiesta que la grafica es simétrica con respecto

al eje y, o sea que podemos trazar la grifica a la derecha del eje y y después reflejarla.



elvio
Rectángulo


2.2. GRAFICAS DE FUNCIONES 19

-10 T

-20 T

-30 T

Figura 2.6: La funcién par f(z) = —22% +5

Si f satisface f(x) = —f(—=x) para todo x de su dominio, se dice que f es una funcién impar.
Estas funciones son simétricas respecto del origen. Se dibujan a la derecha del eje y y después se

completa la gréfica girando la anterior en 180 grados. Por ejemplo, f(z) = x° + z es impar, en efecto

f(=z) = (—13)5 +(—2)=—2° -2 =— (:U5 —l—x) = —f(x).

Su gréfica se muestra en la Figura 2.7.

-2000 T

-3000 T

Figura 2.7: La funcién impar f(z) = 2° + z

Ejemplo 2.2.7. Analicemos para cada una de las siguientes funciones si es par, impar o de ninguno

de estos tipos.

a)f(r) =3 —a° b)g(x) = 2 + 22 c)h(z) = 2%

La funcion f es par, pues 2° = (—x)6 (esto porque el exponente es par). Por andloga razén resulta
que h(x) es impar. Veamos g. Observamos que g(1) = 3y g(—1) = 1 por lo tanto g no es par ni

impar.
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Definicion 2.2.1. Una funcién f : X — Y se dice inyectiva si no hay dos elementos de X con igual
imagen (o sea si z1 y 3 son puntos de X tales que f(z1) = f (z2) entonces z; = x5). La funcién
f se dice suryectiva si todo y € Y es imagen de algin z € X. La funcion f se dice biyectiva si es

inyectiva y suryectiva.

Ejemplo 2.2.8. La funcién f(x) = 3 es biyectiva. En efecto, es inyectiva pues si 73 = 3 entonces
a3 = /23 0 sea ¥y = xy. Ademds, cualquier nimero real y es imagen de su raiz ctibica o sea

Y= (\3/5)3 por lo tanto f es suryectiva.

Ejemplo 2.2.9. f(z) = 2%, f : R — R no es inyectiva ni suryectiva. No es inyectiva porque cualquier
nimero tiene la misma imagen que su opuesto y no es suryectiva porque los y < 0 no provienen (no

son imdgenes) de ninglin = € R.

Si f: X — Y es biyectiva, podemos asociar a cada y € Y un nlimero = € Y, a saber aquél tinico

nimero que cumple que tiene por imagen a y.

Definicion 2.2.2. Si f : X — Y es biyectiva, definimos la funcién inversa de f y la llamamos f~*

por

7 y) =asif(z) =y

Observamos que el dominio de f~! es el contradominio de f y viceversa. También valen las
formulas £~ (f(x)) =z y £ (f 7 (v)) = v.
(Coémo hacemos para calcular la inversa de una f dada? Tratamos de “despejar”  en la féormula

que define a f.

Ejemplo 2.2.10. Sea f(z) = 2® — 1. Calculemos f~1.
Primero observamos que f es biyectiva. Planteamos la igualdad y = x® — 1, que equivale a
xr = Jy+ 1, entonces [~ (y) = Jy + L.

Sean f y g funciones con dominios respectivos A y B. Definimos

a) f + g como la funcién con dominio A N B dada por (f + g) (z) = f(z) + g(x).
b) fg como la funcién con dominio A N B dada por (fg) (z) = f(x)g(z).

c) % como la funcién con dominio (AN B) — {z € B : g(x) = 0} dada por g(x) = 1%
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Composicion de funciones Si g () € B para todo x € A, definimos la composicion de f con g,

denotada f o g como la funcién con dominio A dada por (f o g) (z) = f(g (2)).

Ejemplo 2.2.11. Sea f(z) = 2* — 1, y sea g(x) = 3./, describir f + g, § yfog.

El dominio de f es el conjunto A = R.

El dominio de g es el conjunto B = [0, o) . Por lo tanto ( f + ¢g) () = 2* — 1+ 34/, con dominio
ANB=B.

(%) (x) = ”:Z,i}; con dominio B — {0} = (0, c0).
(fog) () =g(x)' —1=Byr)" —1=8la% -1

Una funcién se llama polinomial si es de la forma

p(z) = ag + a1x + agx® + - - - + a, ",

con ag, . . ., a, nimeros reales. Una funcién se llama racional si es de la forma § donde p y g son
funciones polinomiales. Notamos que el dominio de una funcién polinomial es R mientras que el

dominio de una funcidn racional es el conjunto de nimeros reales para los cuales el denominador no

se anula. Por ejemplo, f(x) = X tiene como dominio los niimeros reales distintos de cero y su grifica

Tz

se muestra en la Figura 2.8.

Figura 2.8: f(z) = 2

2.2.1. Desplazamientos, estiramientos y reflexiones

A la hora de graficar funciones es importante entender como se traducen en el dibujo los des-
plazamientos y las multiplicaciones por constantes, tanto de los valores de la funcién como de la

variable.

a) Si a los valores de f le sumamos una constante positiva c, el grafico se corre ¢ unidades hacia

arriba. Estamos pensando en la funcién g = f + c.
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b) Sialos valores de la variable le sumamos una constante positiva c, el grafico se corre c unidades

hacia la izquierda. Estamos pensando en la funcién g definida por g(x) = f(z + ¢).

Si la constante ¢ que sumamos es negativa, en a) debemos correr la gréfica para abajo y en b)

para la derecha.

@ f(2)y fl2)+o ®) f(@)y fla+0) © f@)y fl@) = c
Figura 2.9: Desplazamientos con ¢ > 0
Suponemos ahora ¢ > 1.
c) Para dibujar g = cf ala grafica de f hay que estirarla c veces en direccion vertical.

d) Para dibujar la funcién ¢ definida por g (x) = f (cz) a la grifica de f hay que comprimirla ¢

veces en direccion horizontal.

@ flz)yc- f(z) (b) f(x)y flc-x)

Figura 2.10: Estiramientos con ¢ > 1

e) Para dibujar g = % f ala grafica de f hay que comprimirla ¢ veces en direccién vertical.

f) Para dibujar la funcién g definida por g (z) = f (1z) ala gréfica de f hay que estirarla ¢ veces

en direccion horizontal.
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a 2
¥ ¥
2 ~~
-~ - ~
~ L ~
—a 7 1o N~ i 3 R A A B N S 3
T x ~.
-1 o

@ f(z)y ¢ flx) ®) f(x)y £(%)
Figura 2.11: Estiramientos con ¢ > 1
Finalmente,
g) para dibujar la funcién — f la grafica de f se refleja respecto del eje x.

h) para dibujar la funcién g dada por g(x) = f(—=x), la grafica de f se refleja respecto del eje y.

@ f(z)y —f(z) ®) f(z)y f(==)

Figura 2.12: Reflexiones

2.2.2. Rectas

Dados a y b nimeros reales, recordemos que una ecuacién de la forma
y=ar+b

representa una linea recta, esto significa que los pares (z, y) del plano que satisfacen dicha ecuacion
forman una linea recta. Este conjunto es la gréfica de la funciéon + — ax + b 6 f(z) = ax + b.
Llamamos b ordenada al origen y a la pendiente. Si a > 0, obtenemos rectas que pasan por (0,b),
cada vez mas empinadas, a medida que a crece.

Si a es cero obtenemos una recta horizontal como muestra la Figura 2.13(b) y si a < 0 el gréfico

es como se muestra en la Figura 2.13(c).

Si (z1,91) y (w2,y2) son dos puntos distintos de la recta, entonces y; = ax; + by también

Y2 = axy +b. Ahora despejamos b en ambas ecuaciones e igualamos y; —ax; = Yo —axs 6 Y1 — Yo =



elvio
Rectángulo


24

CAPITULO 2. FUNCIONES

y /
ol
o

5 -4 372 1 1 2 3 4 5
X

-5

X
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

(@ flx)=x+2

a (rq — x2) , entonces

(b) f(z) =3

Figura 2.13: Graficos de rectas

Y1 — Y2
a =

$1—$2'

Si queremos encontrar la ecuacion de la recta que para por un punto dado (¢, yo) y tiene pendiente

dada a, como debe cumplirse que yy = axy + b, resulta b = yo — axy y entonces la ecuacién

serd y = ax + Yo — axg o dicho de otro modo,

2.2.3. Circunferencia

entre ellos estd dada por la formula

Y — Yo :a($—$0)~

d= \/(371 —22)* + (11 — 12)*.

Dados dos puntos del plano (z1,y1) y (22, y2), el teorema de Pitagoras nos dice que la distancia d

Recordemos que la circunferencia C' de centro (¢, yo) y radio » > 0 es el conjunto de puntos del plano

cuya distancia al centro (g, yo) es igual a . Expresamos esto usando la férmula para la distancia que

acabamos de describir y obtenemos que

C={(r,y) eR*: (x—20) + (y — v0)*

=2}

Ejemplo 2.2.12. La ecuacién de la circunferencia de centro (—1, 3) y radio 3 es

(x+1)7+(y—-3)2%=9.
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Figura 2.14: Circunferencia (z 4+ 1)* + (y — 3)2 = 9

Ejemplo 2.2.13. La ecuacién 322 + 6z + 3y? = 1 equivale a 2% + 2z + y? = 5 que puede llevarse,
completando cuadrados, a (z +1)° — 1 + 32 = 56 (x+ 1% + 92 = 3 que es la ecuacién de la

circunferencia con centro (—1,0) y radio 7.

. . ., 2 . .
Dada una circunferencia con ecuacion (x — o)~ + (y — y0)*> = r? nos preguntamos si describe

el grafico de alguna funcién , o sea si podemos “despejar’y como funcién de x. lo intentamos y

encontramos que (y — 4)? = % — (v — x0)2 y de aca obtenemos dos posibles valores para ¥, a

saber yy + \/72 — (x — 20)° y también yo — \/ 2 — (x — xp)” por lo tanto no podemos globalmente
describir a la circunferencia como grafica de alguna funcién. Hay dos funciones involucradas. Una

d4 el sector superior de la circunferencia y la otra el inferior .

Nota 2.2.1. Al conjunto de puntos del plano que satisfacen una ecuacién de la forma 2—5 + ?Z—j = 1se

lo llama elipse. Su grafica se muestra en la Figura 2.15.

N

x> 2
(@ T +y =1

Figura 2.15: Graficos de elipses
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Nota 2.2.2. Al conjunto de puntos del plano que satisfacen una ecuacion de la forma z Z—j =

a2
2

Z 7z 2 Z . z Ve
6 una ecuacién de la forma ¥z — % = 1 6 lo llama hipérbola. Su gréfica es de la forma

27T /
f f :

X

Figura 2.17: Hipérbola: %2 —y? =1

2.2.4. Parabolas

Ya sabemos cual es la forma de la grifica de y = 22. La curvay — 1 = (2 + 3)” tendra el mismo

aspecto. pero con el origen trasladado al punto (—3, 1)

Figura 2.18: Parabola: y — 1 = (z + 3)*
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en cambio si graficamos y — 1 = 10 (z + 3)2 , obtenemos

Figura 2.19: Parabola: y — 1 = 10 (z 4 3)°

Pero si dibujamos la curva dada por z = (y — 1)? obtenemos

Figura 2.20: Parabola: z — (y — 1) =0

En este caso x es funcién de y, no al revés.

27

A este tipo de curvas se las llama pardbolas y muchas veces, para reconocerlas, usamos la técnica

de completar cuadrados.

Ejemplo 2.2.14. Para graficar la curva de ecuacién y — 2% + 2o = 1, completamos cuadrados obser-

vando que 22 — 27 = (z — 1)* — 1, entonces la ecuacion original equivaleay = (x — 1 2, ue es la
q g q q

parébola de centro (1,0) como muestra la Figura 2.21.

X L

Figura2.21: y — (z — 1)> = 0
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2.3. Funciones trigonométricas

Empezamos esta seccion con un breve repaso de las nociones de trigonometria.
Los dangulos se pueden medir en grados o radianes (rad.). Una vuelta completa corresponde a un

angulo de 360° o equivalentemente de 27 rad. Por lo tanto

| rad.~180°

Hacemos una tabla de equivalencia de los algunos angulos

Grados | 0| 30|60 |45 90| 150|270

51 3T

6 2

Radianes

IR

s
4

ol
ol

Como la longitud del arco es proporcional al angulo y la longitud total de la circunferencia de
radio r es 27r, la longitud a de un arco de dicha circunferencia con dngulo central que mide 6 rad.
debe obedecer a la férmula

a
f=—o0seaa=rb.
T

Para un angulo agudo ¢ las seis funciones trigonométricas se definen como cocientes de las lon-

gitudes de los lados de un tridngulo rectangulo. Ver Tabla 2.2.

Tabla 2.2:
sen (0) = ;TZ; cos (0) = % tan (0) = %
csc (0) = %’ sec (0) = %Z cot (0) = “OL?

Como dos tridngulos rectangulos diferentes con el mismo dngulo agudo € son semejantes, estamos
definiendo realmente seis funciones. Estas definiciones no se aplican en principio a dngulos obtusos
0 negatios pero se extienden para un # genérico del siguiente modo. Pensamos en el circulo unitario y
ubicamos, en la circunferencia, el punto que se obtiene partiendo desde el semieje de las x positivas,

recorriendo un arco de longitud € rad. Si el punto tiene coordenadas (z, y), definimos

sen (0) =y, cos (0) =z, y iz # 0, tan (9) = 2.
T

Las otras tres funciones (csc, sec, y cot) se definen como las inversas de éstas, en los dominios

correspondientes.

Hacemos una tabla de algunos valores de estas funciones

T T T s 3
0 101§ 133513 5
senf | 0 % \/75 ‘/75 110 | -1
cosf | 1 ‘/73 \/75 % 0O[-11 0
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Valen las siguientes identidades

Si dividimos por cos? (#) , (por supuesto, debe ser cos (6) # 0)

Si ahora sen (#) # 0y dividimos en (2.2) por sen? (6) , obtenemos

También, por definicion resulta cos (6 + 27) = cos (6) y sen (6 + 27) = sen () .

Valen ademas las siguientes formulas para la suma de angulos

cos (x + y) = cos (x) cos (y) — sen (x) sen (y) ,

sen(z + y) = sen(z) cos(y) + cos(x) sen(y).

cos? (6) + sen? (9) = 1.

1 + tan? () = sec? (6) .

1+ cot® () = csc? (6) .

Las graficas de las funciones trigonométricas son

Figura 2.22: y = sin(x)

29

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)



30 CAPITULO 2. FUNCIONES

Figura 2.24: y = tan(z)

2.3.1. Inversas de funciones trigonométricas

Observamos la funcién seno es periddica de periodo 27, o sea sen(f + 2m) = sen(f) para todo

0 € R, por lo tanto sen (#) no es inyectiva. Pero si restringimos el dominio al intervalo [—g, %} ,

alli si resulta inyectiva esta funcién, con contradominio el intervalo [—1, 1] . Definimos entonces su
inversa
sen”':[—1,1] — [—E, q )
2°2
A esta funcién se la suele llamar también arco seno, y se escribe arcsen recordando que por

definicion de funcion inversa, arc sen(z) es el arco 6 cuyo seno es x. Es decir,
arcsen(zr) =0 si sen(f) = x.

Asi, por ejemplo, arcsen(—1) = —7%, arcsen(0) = 0, arcsen(3) = Z, arcsen(1) = 3.

La grafica se muestra en la Figura 2.25.
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2

-0.52

-T2

Figura 2.25: sen™!(x) = arcsin(z)

Si ahora pensamos en la funcion cos(#), esta también es periddica, de periodo 27, pero restringida

al [0, 7] es inyectiva, con contradomonio el [—1, 1] . Entonces definimos
cos ' [=1,1] = [0,7].

Por la misma razén que antes, a esta funcién se la suele llamar también arco coseno, y se denota

arc cos. Damos algunos valores: arc cos(—1) = m, arc cos(—3) = =, arccos(0) = %, arc cos(1) = 0.

Su gréfica se muestra en la Figura 2.26.

2

Figura 2.26: cos™!(x) = arc cos(z)

En lo que respecta a la tangente, tomamos el intervalo (—g, g) y vemos que alli es inyectiva, con

contradominio R. Entonces definimos

tan™' 1 R — <—z, Z) :
2°2
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Y

A esta funcién se la llama arco tangente, y se denota arctan Algunos valores son arctan(l) = 7

arctan(‘/?g) = 7 arctan(v/3) = I, arctan(0) = 0. Su grafica se muestra en la Figura 2.27.

Figura 2.27: tan™!(z) = arctan(z)

2.4. Funciones exponenciales y logaritmicas

Una funcion exponencial es de la forma

flz) =d"
en la que a es una constante positiva.
1) Si x = n es un natural,
T Veces
2)siz=0a"=1.
3) si x = —n con n natural,
a* =a "= ai"’

4) si x es un ndmero racional, x = § donde p y ¢ son enteros y ¢ es positivo,

a® =a

Q3

= qap’

5) Si x es irracional, definimos a” de modo de completar la grafica que hemos obtenido en los
pasos anteriores. Como todo nimero irracional se puede aproximar por racionales, tomamos racio-
nales ry, 1o, ..., 7, ...que aproximen a x. Se puede demostrar que las cantidades a™, a",...,a"™, ... se

aproximan (o tienden) a un valor que llamaremos a”.
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Entonces sia > 0y a # 1, la funcién f(x) = a” tiene como dominio todos los niimeros reales y
como contradomonio el intervalo (0, co). Para graficarlas observamos que si @ > 1, obtenemos una
funcién creciente (o sea f(x) < f(y) six < y), que pasa por el (0,1) y que se va a cero cuando z se

vaa —0oQ.

20T

10T

Figura 2.28: f(z) = a®, a > 0

Por el contrario, si a < 1, la funcién es decreciente y se va a cero cuando x se va a co. También
pasa por (0, 1).

f(z) = (£)" Sia =1, tenemos la funcién constante uno.

Figura 2.29: f(z) = a*,a <0

2.4.1. Propiedades de la exponenciacion

Siayb>0,z,y € R entonces

1) a®¥ = a®a¥,

2) v = 2

3) (a7) = a,

4) (ab)* = a*b".

Cuando estudiemos “derivada”de esta funciones veremos que existe una base a privilegiada, que

es la que tiene la propiedad de que la pendiente de la recta tangenta a la gréfica, en el punto (0, 1)
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es igual a uno. Este nimero se denota por e, es irracional y se aproxima por e = 2,7182818284...En
general diremos que f(z) = a” es la funcion exponencial de base a 'y que f(z) = e” es la funcion
exponencial.

Sia > 0ya # 1, lafuncién f(x) = a” es creciente (si a > 1) o decreciente (si @ < 1). En
cualquier caso es inyectiva desde R en el intervalo (0, co). Por lo tanto tiene funcién inversa, f~1 (y)
llamada el logaritmo en base a de y y denotado log, (y) . El dominio de log, es entonces el intervalo
(0, 00) y su contradominio es R. En el caso de estar con base e se llama logaritmo natural y en vez de

escribir log,se usa la notacion In . Por definicién de funcién inversa, f~! (y) = x si f(x) = y asea

log, (y) =wsia®” =y,

de ahi que se dice que el logaritmo en base a de un nimero y es el numero x al que hay que elevar la

base para obtener y. También de la definicion se deduce que
log, (a®) =z y quesiy > 0,a1°8¥) =4
Ejemplo 2.4.1. = log, (64) = 6 pues 2° = 64
» log;,(0,01) = —2 pues 1072 = 0,01
= log, (1) = 0 pues a® = 1.

Las funciones logaritmicas mds importantes corresponden a base a > 1. Las graficas de estas
funciones son las reflejadas de las exponenciales por la recta y = =z, entonces tienen la siguiente

forma aproximada

y 151

10T

05T

0.0

05T

Figura 2.30: f(x) = In(z)

2.4.2. Propiedades del logaritmo

Si a > 1 entonces
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1. log,(zy) = log, () 4 log,(y),
2. log, (%) = log,(z) — log,(y),

3. log,((x)") = ylog,(x).

Ejemplo 2.4.2. Para expresar log,(z) + % log,(y) en la forma de un solo logaritmo escribimos:

=

) = log, (¢/7).

log, () + 5 1o, (1) = log, (+) + log, (1)

Vale el siguiente resultado: Para cualquier nimero positivo a # 1

log,(y) =

Demostremos esto. Sea = = log,(y). Entonces a® = y. Tomamos logaritmo natural de ambas

expresiones y queda
In(a®) = In(y),

entonces

O s€a

En general las computadoras saben calcular aproximadamente el In .

2.5. Ejercicios resueltos de funciones

Ejercicio 2.5.1. Sean f(z) = /22 — 1y g(z) = 1, encuentre el dominio de f, de g, de f + g, de
fogydegof.
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Solucion.

dom(f)z{:céR:Qx—lEO}:{xeR v > ;} Boo)
dom (g) = {z € R:z # 0} = (—00,0) U (0,00)
dom( +.9) = dom ()1 dom (5) = [ 5.

dom(fog)={reR:xzcdom(g)yg(x) €dom(f)}
{xER xr#0y i
dom (g o ):{xER:xEdom(f)yf(x)edom(g)}
{ 1
reER:z>= y\/2x— #0} (§ ) ]

l\:)ln—

}_{xeR:x;ﬁnyS2}2(—0070)U[2700)

Ejercicio 2.5.2. Esbozar la grificade f(z) = 1+ cos(xz + )

Solucion. Sabemos que esta gréfica debe ser la del cos(z), corrida § unidades a la izquierda y una

unidad hacia arriba.Entonces es aproximadamente

2 o

Figura 2.31: y = 14 cos(z + %)

Ejercicio 2.5.3. Hallar las soluciones de v/Inz = In (/) .

Solucion. Obviamente x debe ser positivo. Ademds, In ({/z) = 3 In () entonces, elevando al cubo,

1 o
Inx = <§ln(x)) —2—71n (x).
Siln(z) = 0 (oseasix = 1), se cumple la igualdad. Si In(z) # 0, simplificamos y obtenemos
1= 2L1In’(z), estoes

In(z) = v/27 6 In(z) = —+/27. Entonces las soluciones buscadas son z; = 1, 2o = eV¥ y

T3 = e V2T, ]



Capitulo 3

Limites

3.1. Nocion de limite

En esta seccion nos interesa estudiar el comportamiento de una funcién f cuando la variable x se
encuentra cerca de un niamero real a fijo, que podria incluso no pertenecer al dominio de la funcién.
La pregunta es si los valores f(z) se aproximan o no a algin ndimero cuando los x involucrados
los tomamos muy cercanos a a. Este concepto de limite, que parece muy sencillo, no es tan facil de
describir analiticamente. En este primer curso vamos a trabajar con la idea intuitiva y también las

definiciones precisas y algunas demostraciones rigurosas.

Ejemplo 3.1.1. Sea f(z) = 2 — 2 y sea a = 1. Hacemos dos tablas de los valores de esta funcién

para x cercanos a 1. En la primera tomamos  menores que uno y en la segunda mayores.

Cuadro 3.1: Valores de f(z) = 2* — 2 para x cercanos a 1

T % —2 x % —2

0,9 —1,271 1,1 —0,669
0,995 | —1,014 1,01 —0,969
0,999 | —1,003 1,001 —0,997
0,9998 | —1,0006 1,0001 | —0,9997
0,9999 | —1,0003 1,00001 | —0,9999

Vemos que los valores de esta funcion se van acercando al valor —1 a medida que la variable x se
acerca a a = 1, tanto por valores menores que uno, como por valores mayores que uno. En este caso

a pertenece al dominio de f y —1 es exactamente el valor f(a).

37
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Ejemplo 3.1.2. Sea f(z) = sen (1), cuyo dominio es R— {0} y sea a = 0. Nuevamente nos cons-

T

truimos una tabla de algunos valores de f para x cercanos a a = 0.

X sen (%)

0
1
1 0
1
0

. , 1 .
En general, si n es un nimero natural y x es de la forma v entonces f (z) =0;ysizesdela
nm

1 2
forma — = , entonces f (x) = 1y a medida que la variable x se acerca a a = 0 los
T2 (n+1)7

valores de la funcién f oscilan entre 1 y —1, sin acercarse a ningtin ntimero.

Si, como en el caso del Ejemplo 3.1.1, los valores que toma la funcién f se aproximan a un nimero
[ cuando z se aproxima a a, diremos que [ es el limite de f(x) cuando x tiende a a. También se usa la
notacioén f(x) — [ cuando x — a 6 ilir}l flz)=1.

En la situacién del Ejemplo 3.1.2, donde los valores f(z) para = cercanos a a no se aproximan a
un tnico ndmero, se dice que no existe el limite de f(z) cuando x tiende a a.

Precisamos un poco estas ideas. Supongamos que estamos con f(x) = 3x — 1. Tomamos a = 2.

T 3r—1
2,01 5,03
2,001 | 5,003
2,0001 | 5,0003
1,999 | 4,997
1,99 4,97

Si observamos la tabla, vemos que los valores de f se aproximan a ! = 5 cuando x tiende a a = 2.
Nos preguntamos lo siguiente. Si queremos que para ciertos = cerca de a = 2, f(x) distede | = 5
en menos de, por ejemplo 0,01, o sea si pretendemos que | f(z) —I| < 0,01, jcudn cerca de a = 2

debemos tomar a la variable 27 Como

|f(z) =1 =132 —1—=5| =3z — 2

entonces si | — 2| < %, a sea si x pertenece al intervalo [2 — %, 2 + %], obtenemos que

|f(xz) — 1] < 0,01. Seguidamente tratamos de responder para qué valores de x podemos lograr que
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|f(x) — 1| < 0,001y larespuesta es que para los x tales que |z — 2| < @ (o sea x en el intervalo
2 — %, 2+ %]) lo obtenemos. En general, para cualquier € > 0 (que suponemos muy pequefio)
si v —2] < S (oseasiz € [2— 5,2+ £]) entonces | f(z) — 5| < €. Este sencillo ejemplo motiva la

siguiente definicion rigurosa de limite.

Definicion 3.1.1. Sea f una funcién definida en un intervalo abierto / que contiene a a, excepto
quizds en x = a. Decimos que el limite para x que tiende a a de f(x) es el niimero | y escribimos
lim f(z) =1
T—a

si para todo ¢ > 0 existe un correspondiente 6 > 0 tal que si 0 < |x — a| < ¢ entonces | f(z) — | < e.

En el ejemplo anterior encontramos 0 = . En general § depende de €. Se pide 0 < |z — a| porque
no importa cudnto vale f(a), lo importante son los valores de f cerca de a.

También se usa la notacioén f(x) — [ cuando x — a.

Proposicion 3.1.2. Sea c,a € R.
a) Si f(z) = c entonces lim f(x) = c.
r—a

b) Si f(x) = cx entonces lim f(x) = ca.

Demostracion.
a) Dado ¢ > 0, para cualquier « real vale que | f(z) — ¢| = 0, luego | f(z) — ¢| < e.

b) El caso ¢ = 0 estd demostrado en la parte a). Sea ahora ¢ # 0.

€
Dadoe > 0,sead = T y tomamos z tal que 0 < |z — a| < 6, entonces
c

3

]

|f(x) —ca| = |cx — cal = |c||z —a| < |c|— =e¢.

3.2. Propiedades de los limites

Teorema 3.2.1. [Propiedades de los limites] Sean [y g definidas en un intervalo I que contiene a a,
excepto quizds en x = a. Si liin flx)y=1ly hin g(x) = m entonces

1) lim (f +g) () = 1 +m o

2) lim (fg) (z) = lm

3) Sim # 0 lim (i> (2) = -

r—a q m

4) Sin € N entonces lim {/ f(x) = /1, con la restriccion de que sin es par, | debe ser positivo.
r—a
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De la Proposicion 3.1.2 y el Teorema 3.2.1 se deduce que si p(x) es una funcién polinomial

entonces lim p(x) = p(a). Por ejemplo, h’rr{ 23 — 4x +1 = —2. También si f(z) = % conpyq
Tr—a T—r
polinomiales (o sea f es racional) y si g(a) # 0 entonces lim f(z) = %. Por ejemplo, HIT(l) x; = = 3.
T—a T—>

También lirq Vad —dx +1 = J/=2.
z—

Ejemplo 3.2.1.

a) Para calcular el limite

Loxt =27

lim

=3 T — 3
no podemos aplicar directamente la parte 3) del Teorema 3.2.1 anterior porque m = 11'11:1)) r—3 =

T—

0. De todos modos, observamos que podemos factorizar el numerador como (z—3)(z?+3x+9).
Por lo tanto si (z — 3) # 0 (o sea si x # 3) podemos simplificar y resulta % =22+ 3z+9.
Como para tomar limite para = que tiende a 3 no importa el valor de la funcién en 3,

3_9
im 2 ma? 430 49— o,
r—3 I — r—3
b)
D P/
hm—.
t—0

Tampoco en este caso podemos aplicar directamente la parte 3) del Teorema 3.2.1. Hacemos
el siguiente artificio algebraico. Multiplicamos y dividimos por 2 + /4 — ¢ y en el numerador

obtenemos una diferencia de cuadrados,

2—Vi—t (2-VA—t)(2+V4-1) 4—(4—1)

t a t(24 VA1) Ct(2+ VAt
t
T2+ VE—D)

ahora si t # 0 podemos simplificar ¢, por lo tanto obtenemos

T 2—4—-1 i 1 1
m-——=\lm—r— = -
t—0 t t—0 2+ /4 — ¢ 4

Teorema 3.2.2. [Unicidad del limite] Si lim f(x) =, y lim f(x) = I, entonces l; = 5.
Tr—a Tr—a
Demostracion. Dado € > 0 existen 9, y J, tales que

[f(z) = h| <

% si 0<|x—al<d
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) =] <5

Sea d = min {d1,0,} y sea x tal que 0 < |z — a| < J. Entonces

si 0<|x—al <ds.

3

b= bl < |f@) — bl +1f@) —bl < S +5 =¢.

\)

Como esto vale para todo ¢ positivo, debe ser |I; — 5| = 0, 0seal; = Is. O
Valen también los siguientes resultados

Teorema 3.2.3. Si f(z) < g(x) para toda x en un intervalo abierto I que contiene a a, excepto

quizds en © = a y existen los limites de f y g cuando x tiende a a entonces

lim f(x) < lim g(z).

Tr—ra T—a

Teorema 3.2.4. (del sandwich) Si f(x) < g(x) < h(x) para toda x en un intervalo abierto I que

contiene a a, excepto quizds en T = a 'y

lim f(z) = lim h(z) =1,

Tr—a Tr—a

entonces lim g(z) = [.
Tr—a

Ejemplo 3.2.2. El limite
lim 2™ sen (1) =0
x—0 €x

z"sen (1)| < |z|", o sea —|z|" < a"sen (1) < |z[". Como

T

para cualquier potencia natural 7.

En efecto,

’ n __ 1z . ny _
lim |2 = 1im (= |2[") =0,

(esto se deduce del teorema del limite del producto) el ejercicio sigue por el teorema del sandwich.

3.3. Limites laterales

Sea
20 sixz >0

fx) =

-1 siz <0

Nos preguntamos si existe HII(l) f(z). Claramente f tiene un comportamiento diferente a la derecha
T—

y a la izquierda de a = 0. Entonces para saber si f(x) se acerca a algtn valor [ cuando x se acerca a
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= 0 debemos estudiar separadamente los x > 0y los z < 0. En este ejemplo vemos que para x > 0
los valores de f(z) se acercan a [y = 0y para x < 0 la funcion es constantemente igual a —1 por lo
tanto se acerca a [, = —1. Resulta evidente entonces que f no tiene limite para x que tiende a a = 0.
Estos valores [; y [; reciben el nombre de limites laterales. Precisamos esto para una f general.

Decimos que [ es el limite de f(x) cuando x tiende a a por la derecha si los valores f(x) se

aproximan al nimero / cuando z se aproxima a a por valores mayores que a. En este caso escribimos

[= lim f(z).

z—at

Similarmente decimos que [ es el limite de f(x) cuando x tiende a a por la izquierda si los valores
f(z) se aproximan al nimero [ cuando x se aproxima a a por valores menores que a. En este caso

escribimos

= lim f(x).

T—a~

Definicion 3.3.1. Sea f definida en un intervalo (a,b).Decimos que el limite para x que tiende a a

por la derecha de f(x) es el niimero | y escribimos

lim f(z) =1

z—at

si para todo ¢ > 0 existe un correspondiente § > 0 tal que si 0 <  — a < ¢ entonces | f(z) — | < e.

Definicion 3.3.2. Sea f definida en un intervalo (¢, a).Decimos que el limite para x que tiende a a

por la izquierda de f(x) es el nimero | 'y escribimos

lim f(z) =1

T—a

si para todo € > 0 existe un correspondiente § > 0 tal que si 0 < a — = < ¢ entonces | f(z) — | < e.

Observacion. La afirmacion 0 < z — a < § es equivalente a decir = € (a,a + J) y la afirmacién
0 <a—x < dequivaleaxr € (a—0d,a), o sea para la primera definicion, sélo trabajamos a la
derecha de a y en la segunda, a la izquierda.

Como sugiere nuestra intuicion, se puede demostrar el siguiente teorema:

Teorema 3.3.3. Sea f una funcion definida en un intervalo abierto I que contiene a a, excepto quizds
en x = a. Entonces el lim f(x) existe y vale | si 'y solo si existen ambos limites laterales Hm+ f(z)y
T—a T—a

lim f(x)ysonigualesal. O sealim f(x) =1siysdlosi lim f(x) = lim f(z)=1.
Tz—a~ z—a z—at T—a~

Ejemplo 3.3.1. El 11’11% |z| = 0. En efecto,
T—

T siz>0
x| = .
—x stz <0
Por lo tanto el lim f(z) = lim z = 0 lim f(z) = lim (—z) = 0. Como ambos limites

laterales son cero, el limite es cero.
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3.4. Limites infinitos

Si queremos analizar el comportamiento de f(x) = :%2 en un intervalo alrededor de a = 0, vemos
que a medida que le damos valores a = mas cercanos al cero, los valores de la f se hacen mas y
mds grandes. Diremos que el limite de f(x) para x que tiende a a es oo si los valores de f superan
cualquier cota a medida que x se aproxima a a. Si f(x) = —w%, los valores se hacen grandes pero con
signo negativo. Diremos que el limite de f(x) para x que tiende a a es —oc si los valores de f son

menores que cualquier cota a medida que x se aproxima a a.

Definicion 3.4.1. Sea f una funcién definida en un intervalo abierto / que contiene a a, excepto
quizas en z = a. Entonces la expresion

lim f(z) = oo

significa que para cada nimero M hay un correspondiente § > 0 tal que f(x) > M siempre que
0<|z—al<o.

Ejemplo 3.4.1. Veamos que
1

gt =
Dado M > 0 debemos encontrar 6 > 0 tal que cada vez que x € (—d,0) y z sea distinta de cero
(osea0 < |z| < &) ocurra f(x) > M. Ahora, siz # 0, f(z) > M (es decir -; > M) es equivalente

1
az? < L. Porlotantosi0 < |z| < (&)*, entonces f(z) > M.

Repasando: dado M > 0, six € <—{‘/ v/ %), entonces f(z) > M.

También se definen los conceptos de lim f(z) = oo, lim f(z) = oo, lim f(z) = —oc0y
r—at T—a~ r—at
lim f(z) = —oo de manera andloga a la anterior.
Tr—a~

Definicion 3.4.2. Larecta x = a es una asintota vertical de la grafica de la funcion f si al menos uno

de los siguientes enunciados es verdadero:

l. lim f(z)= oo.

z—at

2. lim f(z) = —o0.
z—at

3. lim f(x) = .
Tr—a

4. lim f(z) = —o0.

Tr—a~
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Ejemplo 3.4.2. Para determinar la asintota vertical de la gréifica de

1
J(w) = r+2
vemos que los valores de f crecen cuando x se acerca a a = —2 por la derecha, o sea lim . f(z) =
z—(—2)

oo. También, lim f(x) = —oo. Ver Figura 3.1. Por lo tanto la recta x = —2 es la asintota buscada.
z—(—2)"

Figura3.1: f(z) = =5
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3.5. Limite cuando la variable tiende a infinito

En este apartado nos interesa estudiar el comportamiento de una funcién f para valores de la
variable x muy grandes en valor absoluto. Por ejemplo, si pensamos en f(z) = 9—16, los valores de la
funcién se acercan a cero tanto para x cerca de co como para = cerca de —oo. Decimos que [ es el
limite de f(x) cuando x tiende a +oc0 si los valores f(x) se aproximan al nimero [ cuando z crece
superando cualquier cota. En este caso escribimos [ = xll)l}_loo f(z). Andlogamente decimos que [ es el

limite de f(x) cuando x tiende a —oc si los valores f(z) se aproximan al nimero [ cuando x decrece

haciéndose menor que cualquier cota. En este caso escribimos [ = 1im f(x).

T—r—00

Definicion 3.5.1. Sea f una funcién definida en un intervalo (a, co). Entonces el

lim f(x) =1

T—00

significa que para cada niimero ¢ > 0 hay un correspondiente M > 0 tal que | f(z) — I| < ¢ siempre

que x > M.
Anélogamente tenemos la siguiente

Definicion 3.5.2. Sea f una funcién definida en un intervalo (—oo, a). Entonces el

lim f(x)=1

T—r—00

significa que para cada nimero € > 0 hay un correspondiente N > 0 tal que |f(x) — [| < € siempre

que z < N.

Nota 3.5.1. Vale el enunciado del Teorema sobre propiedades de los limites, para este caso (o sea

reemplazando a por oo) con las modificaciones adecuadas sobre el dominio de f.
Veamos algunos ejemplos

Ejemplo 3.5.1. Sir > 0y c € Rentonces lim — =0y lim — = 0.

rz—oo T z——oo T

Solucion. Dado un € > 0 debemos encontrar un M > 0 tal que si elegimos x > M resulte <e.

<
x’!‘

Como || < ¢ equivale a |z|” > £, podemos tomar un M > (g) . La demostracion para el caso
r — —oo es andloga. 0

Ejemplo 3.5.2. Para demostrar que
2v—1 2

it = —
11—>I£103:L‘+4 3’
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en el cociente gijri dividimos numerador y denominador por x y obtenemos

2:6—1_2—
3r+4 3+

8|8 [~

Como tanto % como é tienen limite cero cuando z tiende a co y como el limite de la suma es la suma

2

de los limites y limite del cociente es el cociente de los limites, este limite debe ser £

Ejemplo 3.5.3. Veamos que

, 2x

Nuevamente, en el cociente xfil dividimos numerador y denominador por z? y obtenemos
2
2x _ %
2+1 1+ %

Como ya sabemos que tanto % como x—lg tienen limite cero cuando x tiende a —oo y como limite de la
suma es la suma de los limites y limite del cociente es el cociente de los limites, este limite debe ser
0.

Definicion 3.5.3. La recta y = L se llama asintota horizontal de la grafica de una funcién f si
lim f(x) = Lobien lim f(z)= L.
T——00

T—r00

En los dos ejemplos precedentes las rectas y = % e y = 0 son las respectivas asintotas horizontales

@ f(z) = 375 () f(z) = 3%

Figura 3.2: Asintotas horizontales
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3.6. Limites infinitos cuando la variable tiende a infinito

Por tltimo, puede ocurrir que f crezca indefinidamente cuando x se hace grande, como pasa por

ejemplo con f(x) = z2. Estas situaciones dan origen a las siguientes definiciones

Definicion 3.6.1. Sea f una funcién definida en un intervalo (a, co). Entonces el

lim f(z) = o0
Tr—r00

significa que para cada nimero L > 0 hay un correspondiente M > 0 tal que f(z) > L siempre que

x> M.

Definiciéon 3.6.2. Sea f una funcién definida en un intervalo (a, co). Entonces el

lim f(x) = —o0

significa que para cada nimero L > 0 hay un correspondiente M > 0 tal que f(z) < —L siempre

que x > M.

Definicion 3.6.3. Sea f una funcién definida en un intervalo (—oo, a). Entonces el

significa que para cada nimero L > 0 hay un correspondiente N > 0 tal que f(x) > L siempre que

x < N.
Definicion 3.6.4. Sea f una funcién definida en un intervalo (—oo, a). Entonces el

lim f(z) = —o0

significa que para cada nimero L > 0 hay un correspondiente N > 0 tal que f(x) < —L siempre

que x < N.

53
Ejemplo 3.6.1. lim ’ = —o0. En efecto,
z——00 2 +1

El limite del denominador, para z — —oo es uno y el del numerador es —oo. Por lo tanto el ejercicio

sigue.
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3.7. Limites notables

En esta seccidn calcularemos algunos ejemplos de limite llamados limites notables, y que involu-
cran cocientes entre una funcién trigonométrica y la funcién f(x) = x, cuando z tiende a 0.
Mas precisamente, calcularemos los siguientes limites:
sen(# cos(f) — 1 tan(6
lim —<), lim L, lim J
0—0 0 0—0 0 0—0 0

Para calcular estos limites, demostraremos en primer lugar el siguiente teorema:

Teorema 3.7.1. Valen los siguientes limites.

1. limsen(6) = 0, 2. limcos(f) =1,
0—0 0—0

Demostracién. Para demostrar 1) tomamos un arco 6 tal que 0 < 6 < 7. Observamos que si P es el
punto sobre la circunferencia unitaria que corresponde a un arco de 6 radianes, el arco § es mayor que
la longitud de la secante entre Py el punto () = (1,0). Como a su vez esta secante es la hipotenusa

del tridngulo, con cateto sen 6, debe ser

0 <senf < 0.

Si —F < 6 < 0, obtenemos
0< —senf < —0.

Por lo tanto, en cualquier caso tenemos ier
—10] <senf < |6].
Como

lim |6] = lim (— |6]) = 0,
6—0 0—0

el Teorema del sandwich implica que éin% senf = 0.
_)

Para demostrar 2) simplemente observamos que si —3 < 0 < 7,
cosf =1 —sen?f

por lo tanto

éimcos@ = (191’11% v1—sen?f =1.
%

—0

Estamos en condiciones ahora de calcular los siguientes limites notables:

Teorema 3.7.2 (Limites notables). Valen los siguientes limites:



3.7. LIMITES NOTABLES 49

0.8

0.6

0.4

sen @
0.2

Figura 3.3: |sen(0)| < |0|

11 2R 2 1m0y 3. lim 200
60 @ 0—0 0 60 6

Demostracion. Para demostrar 1), suponemos primero que 0 < 6 < 7. Sean Py () como antes.

Trazamos las tangentes por los puntos Py (). Se intersecan en otro punto 2. Tomamos el punto A de

interseccion de la tangente por () con la recta que contiene al segmento O P.

Figura 3.4: Caso 3)

Esta claro que

0 < PR+QR< AR+ QR = AQ = OQtanf = tané.

La segunda desigualdad sigue por ser PR un cateto del tridngulo rectangulo de vértices P, R,y A,

con hipotenusa AR. Por lo tanto,
sen 6

9 )
como ademads ya vimos en la demostracién del Teorema 3.7.1 que sen § < 6, obtenemos, en este caso,

cosf <

sen 6

cosf < <1 (3.1
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Si —F < 0 < 0, aplicamos estas desigualdades con —¢. Obtenemos
sen (—0)
—0

Recordamos que sen es una funcién impar y cos es una funcion par, entonces nuevamente (3.1) sigue

cos (—0) < < 1.

también en este caso. Ahora, la afirmacién 1. se deduce entonces de la ecuacién (3.1), del Teorema
3.7.1, item 2. y del Teorema del sandwich.

Para probar 2. escribimos

cos —1 cosf—1 cos@+1  cos?/—1  —sen?d
0 B 0 cosf+1  O(cosf+1)  O(cosf+1)
_senf  —send
0 (cosO+1)
0
Por 1., sabemos que el factor Seg tiende a 1 para # que tiende a 0, y por Teorema 3.7.1, items 1.
y 2., obtenemos que el segundo factor tiende a 0. Por lo tanto se deduce lo enunciado en el punto 4.
0
Para probar 3., utilizamos que tan § = eny. Luego
cosf
i tand . senf  _  senf " 1 _1
050 0 6500 cosf 650 0 os0cosd
y queda demostrado el tercer limite notable. [
Ejemplo 3.7.1. Veamos que el
I sendr 9
im =—.
z—0 21 2
Escribimos
senbr  Hsendr
2r 2 5z
Dado que lim Segi = 1, se tiene que
z—0 z
., senbr b5, senbxr 5
lim = —lim = —.
e—=0 21 22—-0 bx 2

Ejemplo 3.7.2. Para determinar el
lim (:U — g) tan x,

us
=3

observamos primero que lim (x — g) = 0y lim tanx = oo, por lo tanto no podemos saber a
=7 T~
2 2

priori el limite del producto. Como senz = cos (z — 5) y cosz = —sen (z — 5), se tiene que
cos (x — g)

s
sen (I‘ 3 )

(x_ﬁ)tanx—_(xl)M—_im(%i)
2 B 2 sen(x—g)_ sen(x—%) 2/

tanx = — . Por lo tanto
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Si llamamos u = = — 7, decir que x — 7 equivale a decir que v — 0, entonces el

2 2

, T i r—3 T , U
lim (x — —) tanz = lim [ ———=—cos (w — —) = lim (—
=T 2 T sen (x — g) 2 u—0 \  senu

cosu) = —1.

51
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Capitulo 4

Continuidad

4.1. Introduccion

En el capitulo anterior hemos tratado el concepto de limite de una funcién f en un punto, que intui-
tivamente consiste en determinar si una funcién toma valores arbitrariamente cercanos a un nimero,
llamado [limite, para puntos del dominio muy cercanos a un punto a. Este punto a puede o no pertene-
cer al dominio f, por lo cual la nocién de limite de una funcién en un punto no estd relacionado con
el valor de f en dicho punto.

La nocién de continuidad de una funcién es la que relaciona el concepto de limite de la funcién
en un punto con el valor de la funcién en el punto, y permite contextualizar formalmente a aquellas

funciones cuya grafica estd dada por un trazo continuo, sin huecos ni saltos.

4.2. Continuidad en un punto

Definicion 4.2.1. Una funcion f es continua en un niimero a si

lim f(2) = f(a).

r—a

Notemos que esta definicion anterior requiere tres caracteristicas de la funcion f:

1. El nimero a debe pertenecer al dominio de f.

2. El limite de f para = que tiende a a debe existir, lo que en particular dice que f debe estar

definida en algun intervalo abierto alrededor de a.

3. El limite de f para z que tiende a a debe ser igual al valor de f en a.
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Ejemplo 4.2.1.

1.

2.

La funcién f dada por f(z) = |z — 2| es continua en x = 2, porque h’n% f(x) =0y f(2) =0.
r—r

La funcién g dada por
x? siz>1

g(z) =
2—x siz<l1

es continua en x = 1, porque h’n% g(x)=1yg(l)=12=1.
T—r

Si f no es continua en un punto a se dice que f es discontinua en a.

Ejemplo 4.2.2.
1. La funcién f(z) = “;2 ;24 es discontinua en @ = —2 pues ni siquiera estd definida alli.
2. La funcion
T siz <1
fx) = _
-3 stz >1
es discontinua en @ = 1 pues no existe el h’n% f(z). En efecto, el lim f(z) = 1y el
r— r—1—
Ii = —3.
3. La funcién
22 six #2
fz) =
-1 six=2
es discontinua en ¢ = 2 pues aunque existe el HH% f(z), este limite vale 4 que es distinto de
T—
f2)=-1L
4. La funcién

8=

siz >0
flz) =

1 six <0,

es discontinua en a = 0, ya que no existe el limite de la funcion en a = 0.

Los casos dados en el Ejemplo 4.2.2 ilustran los tres tipos de discontinuidades. En el caso de los

items 1 y 3, se trata de discontinuidades evitables o salvables. Reciben este nombre porque existe el

limite de la funcién en el punto, por lo cual, si redefiniéramos la funcién f tomando f(a) = lim f(x)
T—a

la funcidn resultaria continua en el punto a.

En el caso del item 2 existen los limites laterales pero son distintos. En este caso se dice que es

una discontinuidad de salto.



4.2. CONTINUIDAD EN UN PUNTO

(@) flz) =22 ) f(z)=a22siz#2, f(2)=-1

Figura 4.1: Discontinuidades evitables

------------------------

@ fx)=z,2<1 f(z)=-3, 2>1 ®) fe)y=1,2<0 f(z)=1/z,2>0

Figura 4.2: Discontinuidades de salto (a), y esencial (b)
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Por dltimo, la funcién dada en el item 4 tiene una discontinuidad esencial en 0, que significa que

no existe al menos uno de los limites laterales en el punto.

Definicion 4.2.2. Una funcién f es continua por la derecha en un niimero a si

lim f(z) = f(a)

z—at

y [ es continua por la izquierda en un niimero a si

lim f(x) = f(a).

r—a_
Ejemplo 4.2.3.
1. La funcién
T siz >0
flz) =
-1 six<0.
es continua por derecha en a = 0.
2. La funcién
T siz <1
fz) =
-3 six>1

es continua por izquierdaen a = 1.

Toda funcién continua en un punto a es continua por derecha y por izquierda en el punto a.

4.3. Continuidad en un intervalo

Definicion 4.3.1. Una funcion f es continua en un intervalo abierto (a,b) si es continua en todo
nimero del intervalo. También f es continua en un intervalo cerrado [a, b] si es continua en el intervalo

abierto (a, b) , continua por la derecha en a y continua por izquierda en b.

Nota 4.3.1. Se puede definir también la continuidad de f en intervalos de la forma (a, b] o [a, ), con

las modificaciones obvias.

Nos imaginamos una funcién continua en un intervalo como aquélla cuya grafica se traza sin

levantar el lapiz.

4.4. Propiedades de funciones continuas

Teorema 4.4.1 (Propiedades de las funciones continuas). Si f y g son continuas en a 'y ¢ € R

entonces las siguientes funciones son también continuas en a :
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1. f+g 2. fg 3. cf 4. g, si g(a) # 0.

De este teorema se deduce inmediatamente que todo polinomio es continuo en cualquier punto de
R y que toda funcidn racional es continua en cualquier punto de su dominio. También vale que si n
es un natural par entonces f () = /z es continua en [0, 00) y si n es un natural impar entonces [
es continua en (—o0, c0) . En efecto, observamos que si escribimos = = a + h, decir que z tiende a
a equivale a decir que h tiende a cero. Si a = 0, ¥/a+ h — {/a = V/h que tiende a cero cuando h
tiende a cero (por derecha si n es par).

Sea ahora a # 0 en el dominio de f. Recordamos que si u, v € R, vale la factorizacién
ut =" = (u—0) (u" U o+ L+ 0"

Como a # 0, entonces a + h # 0 si h es suficientemente chico. Si tomamos v = Va + hyv = {/a,

despejamos u — v en la férmula de arriba y obtenemos

h
(Vath)"" +(ath)" " Ya+..+(a)""

Vemos que si a es positivo y a + h también, (cosa que podemos suponer porque h es chico) el valor
({1/5)"_1’ , por lo tanto

Yarh— a—

absoluto del denominador es mayor o igual que

vVa-+h

[@N

y la afirmacién sigue del teorema del sandwich. Si a < 0, si a + h es negativo y si n es impar,

_a_

vVa-+h

y la afirmacién sigue de lo anterior.

El Teorema 3.7.1.dice que las funciones seno y coseno son continuas en cero. Veamos que de esto

se deduce que son continuas en cualquier punto a € R. En efecto,

sin(a + h) —sin(a) = sin(a) cos(h) + sin(h) cos(a) — sin(a)
= sin (a) (cos(h) — 1) 4 sin(h) cos(a),
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y esta dltima expresion tiende a cero cuando h tiende a cero (porque cos(h) — 1y sin(h) tienden a

cero cuando h tiende a cero) y entonces la funcién seno es continua en a. Similarmente,

cos(a + h) — cos(a) = cos(a) cos(h) — sin(h) sin(a) — cos(a)

= cos(a)(cos(h) — 1) — sin(h) sin(a)
tiende a cero cuando h tiende a cero y por lo tanto el coseno resulta continua en a.

Teorema 4.4.2 (Continuidad de la composicion). Si g es continua en a'y f es continua en g(a)

entonces [ o g es continua en a.
Ejemplo 4.4.1. Las funciones f(z) = cos 2, g(x) = 4/1 + sen x son continuas en R.

El siguiente teorema establece que si una funcién es continua en un intervalo que contiene a dos

puntos a y b, entonces la funcién toma todos los valores entre f(a)y f(b) en el intervalo (a, b).

Teorema 4.4.3 (Teorema del valor intermedio). Si f es continua en el intervalo cerrado |a,b] y N

es cualquier nimero estrictamente entre f(a) y f(b), entonces existe un niimero c en (a,b) tal que

f(c) = N.

Ejemplo 4.4.2. Veamos que la ecuacién z° + 3z — 1 tiene alguna raiz en el intervalo (—1,1).

En efecto, sabemos que f(x) = 2° + 3z® — 1 es continua en todo punto. Como f(—1) = =5y
f(1) = 3 tomamos N = 0 que estd estrictamente entre —5 y 3. Aplicamos el teorema anterior en el
intervalo [—1, 1] y obtenemos que existe ¢ € (—1,1) tal que f(c) = 0, lo que equivale a decir que ¢

es raiz de la ecuacion original.

Ejemplo 4.4.3. Veamos que existe un nimero a en el intervalo (0, 1) tal que cos a = a.

Para ver esto, consideramos la funcién f(x) = cos(x) —z. Esta funcién es continua en el intervalo
cerrado [0,1], f(0) = 1y f(1) = cos(1) — 1. Por el Teorema del Valor Intermedio, f toma todos los
valores entre f(0)y f(1).

Como 0 < f(0)y0 > f(1), entonces existe un a € (0, 1) tal que f(a) = 0, es decir que cosa = a.

El siguiente teorema establece que toda funcidn continua en un intervalo cerrado alcanza un valor

minimo y un valor méximo en dicho intervalo.

Teorema 4.4.4 ( Teorema de Weierstrass ). Si una funcion f es continua en un intervalo cerrado
la, b] entonces hay al menos dos puntos x1 y x5 pertenecientes al [a,b] tales que f (z1) < f(z) <
f(z2) para todos los x pertenecientes al intervalo |a,b|. (Dicho de otro modo, [ alcanza su valor

mdximo y su valor minimo en |a, b)).



elvio
Rectángulo

elvio
Rectángulo


4.4. PROPIEDADES DE FUNCIONES CONTINUAS 59

Observamos que la hipétesis de continuidad es esencial. Por ejemplo, la funcion

& |

siz e (0,1]
flz) = .

1 siz=0
estd definida en el intervalo [0, 1] y no alcanza nunca su valor méximo. Esto no contradice el teorema

porque f no es continua en x = 0.
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Ejemplo 4.4.4.

1. Sea f la funcion constante dada por f(z) = 2 en el intervalo [1, 3]. Entonces f alcanza su valor

maximo, 2, y su valor minimo, también 2, en cada punto del intervalo.

2. La funcién f(x) = cosx en el intervalo [—7 /2, 7| alcanza su valor minimo —1 en 21 = 7wy su

valor maximo 1 en x5 = 0.

3. La funcién h(z) = z* en el intervalo [—1, 3] alcanza su valor minimo 0 en z = 0 y su valor

maximo 9 en x = 3.

Si bien el Teorema de Weierstrass asegura que toda funcion continua en un intervalo cerrado
alcanza un valor maximo y un valor minimo, no nos da herramientas para determinar cudles son estos

> — r en el intervalo [—1, 1],e

valores. Por ejemplo, para las funciones f(z) = cosz —z o0 g(z) =z
no es obvio a priori cudles son estos valores ni en qué punto del dominio se alcanzan.

El préximo capitulo nos permitira resolver estos dilemas.



Capitulo 5

Derivada

5.1. Introduccion

En este capitulo introduciremos el concepto de derivada de una funcién f. Este concepto esta re-
lacionado con la velocidad de crecimiento o decrecimiento de los valores f () a medida que aumenta
x. Asi por ejemplo, si consideramos la funcién f(z) = z? y los intervalos [0,1] y [1,2], ambos de
igual longitud, podemos ver que en el primero f(z) crece una unidad (f(1) — f(0) = 1), mientras
que en el segundo crece en tres unidades (f(2) — f(1) = 3). Esto nos dice que la funcién crece con
mayor rapidez promedio en el intervalo [1, 2] que en el intervalo [0, 1], ambos con la misma longitud.

Gréaficamente, esto puede verse comparando la pendiente de la recta que pasa por los puntos
(0, £(0)) y (1, f(1) con la pendiente de la recta que pasa por (1, f(1)) y (2, f(2)): la primera tiene

pendiente 1, y la segunda pendiente 3.

La nocién de derivada intenta describir la tasa de crecimiento de la funcién a medida que nos
acercamos a un punto de la curva. Asi por ejemplo, para encontrar la tasa de crecimiento de f(z) = z*
en el punto (1, 1), calculamos la pendiente de las rectas secantes a la curva que pasan por el punto

(1, f(1)) = (1, 1), y por otro punto cada vez mds cercano a este.

61
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62 CAPITULO 5. DERIVADA

Observemos la siguiente tabla, donde hemos calculado estas pendientes aproximdndonos al punto

(1,1):

Puntos de la curva f(z) = 2* | Pendiente de la secante
(1,1) y (2,4) 2 g
(1,1) y (1,5, 2,25) % —25
(1,1)y (1,25, 1,5625) L2512 9 95
(1,1)y (1,01, 1,0201) LOU=I2 9
(1,1) y (0,99, 0,9801) L0951 g9
(1,1)y (0,9, 0,81) 0t g

Notemos que las pendientes se aproximan al valor 2, y esta es la pendiente de la recta que mejor
aproxima a la curva alrededor del punto (1, 1). Esta recta se denomina recta tangente a la grdfica de
f en el punto (1, f(1)).

Generalicemos esto a una funcién f cualquiera. Consideremos la curva que determina el grafico

de una funcién f, y tomemos un punto (a, f(a)) sobre esta curva.

Si queremos definir la recta tangente a la grafica de una funcién f en un punto (a, f(a)), comen-
zamos tomando puntos (a + h, f(a + h) cercanos al anterior, o sea con |h| chico y trazando las rectas
secantes que unen ambos. Esta recta tiene pendiente

fla+h) = f(a)
Y .

Si estas pendientes se aproximan a algin numero real m, este deberia ser la pendiente de la recta

buscada, por lo tanto si existe el
iy S0 = fa),
h—0 h
definimos la recta tangente a la grdfica de f en el punto (a, f(a)) como aquella que pasa por dicho

punto y tiene a este limite como pendiente. Recordemos que la ecuacién de la recta que pasa por un

punto (xg, 3o) y tiene pendiente m es

Yy — Yo =m(x — xp). y = m(x-x0) +y0

Ejemplo 5.1.1. Para dar la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f(x) = 2 en el punto (2, 1),

xT

observamos primero que para cualquier a en el dominio de f existe el

flath)—fla) =2

lim =
h—0 h a? ’
en particular si a = 2 este limite es la pendiente buscada m = —%. Por lo tanto la ecuacion de la recta

tangente pedida es
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O s€a

Figura 5.1: Recta tangente a f(x) = 2 por el punto (2,1)

Observamos que si escribimos © = a + h, decir que h tiende a cero equivale a decir que x tiende

a a. Entonces
o flath) = f@) L f@) — f(@)

h—0 h T—a r—a

A la cantidad = — a se la denota Az y pensando que y = f(z), a la cantidad f(x) — f(a) se la llama

Ay 6 Af. Entonces el cociente incremental

f(x) = fla) _Af

T —a Az

mide la razén de cambio de f con respecto a x. Este tipo de limites aparecen también si queremos
calcular la velocidad instantdnea de un movil que se mueve siguiendo una linea recta. Si f(¢), es la
distancia recorrida en el instante de tiempo ¢, la velocidad promedio en el lapso de tiempo entre ¢y y

to+ hes
f(to+h) — f(to)
h

y por lo tanto la velocidad instantdnea es

olty) = }g% f(to + h})L - f(to)7

si este limite existe.

Hay muchos otros ejemplos donde hay que calcular esta razones instantineas de cambio. En
quimica, por ejemplo, puede interesar la razén de cambio de la concentracién de algin reactivo con
respecto al tiempo (tasa de reaccion), en biologia la razén de cambio de una poblacién de bacterias

con respecto al tiempo, etc.
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5.2. Definicion y ejemplos

Definicion 5.2.1. Sea a un nimero tal que algin intervalo (a — §,a + ) C domf. La derivada de

una funcion f en el niimero a, denotada f’(a) es el

i L0 1) = ()
h—0

si este limite existe.

Si existe la derivada de una funcién f en un punto a se dice que f es derivable o diferenciable en

Ejemplo 5.2.1. Para determinar la derivada de la funcién f(z) = 2> — 3z + 1, en el niimero a = 5,

calculamos
fla+h)—fla) (a+h)?—3(@+h)+1—(a®—3a+1)
h N h
2 _
:2‘””2 034 h

por lo tanto
£(a) = lim (a+h)?—3(a+h)+1—(a®>—3a+1)

h—0 h =203

y f'(5)=T.

Podemos pensar en una nueva funcién, f’ (x), llamada funcion derivada de f, cuyo dominio es el

conjunto de puntos x tales que f es derivable en x.

Ejemplo 5.2.2. Si f(z) = y/2 (con dominio los nimeros reales mayores o iguales que cero), entonces
f(x) = ﬁ tiene como dominio los reales positivos.

En efecto

flx+h)—flx) Ve+h—yz Vr+h—zVo+h+z
h Tk h Vith+ye

h 1
S hWr+h+vz Vrth+T

entonces el
i JEFR @) ! -
h=0 h 0T+ h4 T 2V

Teorema 5.2.2. Si f es diferenciable en a entonces [ es continua en a.
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La reciproca de este teorema no vale. Hay funciones continuas en un punto que no son dife-
renciables en dicho punto. El ejemplo tipico es f(x) = |z|. Esta funcién es continua en cero pues

11’11(1) |z| = 0, pero no es derivable en cero. En efecto,
T—

lim f0+h) = £(0) = lim w: lim @: lim E:L
h—0+ h—0+ h r—0t h h—0t h
pero
lim fO+ 1) — f(0) — lm w: im @: lm __h:_L
h—0— h h—0— h h—0— h h—0t+ h

por lo tanto no existe el limite de los cocientes incrementales de f y eso dice que f no es derivable en
cero. Esto estd relacionado, en este caso particular, con que la grafica de esta funcién tiene una punta

o angulo en el punto (0, 0).

5.3. Recta tangente

Retomamos en este punto la nocidn de recta tangente a la curva dada por la grafica de una funcién
derivable f. Hemos visto que la pendiente de esta recta en el punto (a, f(a)) es f'(a), y por otro lado
esta pendiente estd determinada por el conciente entre la diferencia de las ordenadas y la diferencia
de las abscisas de dos puntos sobre la recta.

Por ende se cumple que

f’(a) _ Yy — f(a)’

r—a

y asi concluimos que la ecuacion de la recta tangente es

y=f(a)(z—a)+ f(a).

Ejemplo 5.3.1. Dada f(x) = 2® — x + 7, para calcular la ecuacion de la recta tangente a la grafica de

f, enel punto (1,7), primero calculamos f'(x) = 3z* — 1. Entonces f’(1) = 2y la ecuacién resulta

y=2(x—1)+7=2x+5.

5.4. Reglas de diferenciacion

En esta seccion daremos algunas reglas para derivar funciones, que facilitardn el calculo.
1) Si f es constante, su derivada es cero. O sea si f(z) = ¢ para todo x en un intervalo, entonces

f'(z) = 0. En efecto,
i JEHR) —F@) _e—c
h—0 h h—0 h,
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2)Sin € Ny f(z) = 2" entonces f'(x) = nz" . En efecto,
fath) = f@) @k -
h h
"+ (T) " h (Z) " RE 4 R — "
h
= na" 4 (g) 2" 2h 4 ... 4+ W

que tiende a nz" ! cuando h tiende a cero.

Teorema 5.4.1. Si f y g son diferenciables en a 'y ¢ € R entonces f + g, cf y fg son diferenciables
en a 'y valen las siguientes propiedades:

i) (f +9) (a) = f'(a) + ¢'(a),

i) (cf) (a) = ef'(a),

iii) (f9)' (a) = f'(a)g(a) + g'(a) f(a).

También, si g(a) # 0, £ es diferenciable en a y vale

iv)

1Y ) Flalgle) - ) (@)
( ) (@ 9(0)

g
Ejemplo 5.4.1. Para derivar la funcién h(t) = v/t (1 + t?), podemos considerar a h como producto
de dos funciones: f(t) = v/t y g(t) = 1 + t*. Entonces hacemos

S(viem) =2 (Vi) are)+ o

yy 7 yy ((1 +t2))\f— VNG

\/

Del Teorema 5.4.1 deducimos que sin € Ny f(x) = z" entonces f'(x) = —nz~""'. En efecto,

f(z) = #, por lo que

Vale el siguiente resultado general

Regla de potencias (general) Sea r cualquier nimero real, si f(z) = =" entonces

f/(l') — Txr—l
Ejemplo 5.4.2. Si f(z) = \5/—1371 entonces f'(z) = —1 \5/1;9 En efecto, \5/1;1 = 275 por lo tanto

fl(qj) —= —%ngl = —%x? = ——
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Ahora daremos una férmula que permite calcular la derivada de una composicién f o g si conoce-

mos las derivadas de f y de g.

Regla de la cadena. Sea F'(x) = (fog)(x) = f(g(x)). Si existen f'(g(x)) y ¢'(x) entonces

existe F'(x) y vale
F(x) = f'(9(x))g (x).
Uno puede acordarse de esta formula diciendo que la derivada de la composicién es el producto

de las derivadas, pero hay que evaluar cada una de ellas en el punto correspondiente.

i [ (z) moes f'(x))g'(x) 1!

Ejemplo 5.4.3. Si F(z) = (22 4 2z)" entonces F'(z) = 7 (2% + 2z)° (22 + 2) .

En efecto, a la funcién F' la vemos como la composicion de f(z) = z7 con g(z) = 2° + 2z.
Si derivamos f y g obtenemos f'(z) = 72%y ¢/(x) = 2z + 2, entonces f'(g(z)) = 7(g9(z))® =

7 (2 + 293)6, por lo tanto a regla de la cadena nos dice que

F'() = f'(g(2))g () = T (2> + 22)" (22 + 2).

5.5. Derivadas de orden superior

La derivada de una funcién f es una funcién f’, que puede ser derivable en algunos puntos. Esto
. ., / .
da origen a una nueva funcién, (f’)", que llamaremos derivada segunda de f 'y que denotaremos f”

o . Este proceso se puede continuar, obteniendo las derivadas de orden n de f denotadas (™.

Ejemplo 5.5.1. Si f(x) = 2* — 1, queremos calcular las derivadas de orden n de f.

P(z) = 425,

f"(x) = 1222,

fO(@) = 24a,

fW(z) =24

ysin > 5, f™(z) =0.

También se usa la notacién f(™(z) = ZZ—,{. Por ejemplo, si f(z) = 1, entonces % =—5,yla
derivada segunda es 327’; = 3%3

5.6.| Derivadas de funciones trigonométricas

Ahora ya estamos en condiciones de calcular las derivadas de las funciones trigonométricas. Vea-

mos primero que

— SenT = cos . 5.1
dx
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Sea f(x) = senu.
sen (z +1t) —senx

! — 1/
fi(w) = lim ;
, senxcost+ cosxsent —senx
= lim
t—0 t
, senz(cost— 1)+ cosxsent i cost — 1 , sent
= lim =lim |senz— | + lim | cosx
t—0 t t—0 t t—0 t
) cost —1 ) sent
=senzxlim| ——— | +cosxlim | —— | = cosx.
t—0 t t—0 t

Para obtener la dltima igualdad, usamos los limites notables vistos en el Teorema 3.7.2.

Con argumentos parecidos se obtiene que

i COST = —Senz. (5.2)

dx

También de (5.1), (5.2) y la férmula para la derivada del cociente tenemos que

_ — anp2
Iz tanxr = or sec” x.
Las otras se deducen en forma anéloga.
Ejemplo 5.6.1. Para calcular la derivada de
cotx
Jx) = 1+secx’

primero calculamos las derivadas de las funciones incolucradas.

Como cotx = 227,
d cost  —sen’zr —cos’w —1 9
—cotar = — = 3 = 5 = —CscT .
dx dx senx sen? x sen? x
también,
d d 1 sen x
—secrT = — = 5 = tanwsecz,
dx drcosx  cos’w
por lo que
2, 2
—sec”x = 2sec” xtanz,
dx
entonces
) d cotx (—csc?z) (1 4 sec® z) — cot z (2sec? x tan )
€Tr) = — =
dr 1+ sec?x (1 + sec? ;p)z

Nota 5.6.1. Como hemos demostrado que las funciones trigonométricas son derivables en todo punto

de su dominio, esto da otra forma de demostrar que son continuas en todo punto de su dominio.
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5.6.1. Derivada de funciones exponenciales

Ahora queremos estudiar la derivada de la funcién f(z) = a” con a > 0.

Vemos que el

h) — z+h _ x h _ 1 h 1
i LEEN = @) g 0 e Ty i S
h—0 h—0 h h—0 h h—0 h

Como el limite de arriba no es otra cosa que f’(0), mostramos que si f(0) existe, entonces la derivada
de una funcion exponencial de base a es la misma funcién multiplicada por una constante (su derivada

evaluada en z = 0). O sea

d
—a” = ca”,
dz
con
B a — 1
c=lim
h—0 h

Se puede demostrar que este ultimo limite existe y al a particular donde ¢ = 1 lo llamamos e. Entonces

2% sen .

Ejemplo 5.6.2. Calculemos la derivada de f(z) = ¢

Por la regla de derivacion del producto,

2x

(¢** sen :1:), = (e%), senz + (senx) e* = 2e* senx + ** cos 1.

5.7. Derivada de la funcion inversa

Recordemos que si tenemos una funcién f inyectiva, es posible definir su funcién inversa f~!
mediante f~'(y) = z siy s6lo si f(z) = y. Si una tal f es derivable en un punto a, resulta que su

inversa es derivable en el punto f(a). Concretamente, vale el siguiente

Teorema 5.7.1. Si [ es una funcion inyectiva, diferenciable en a con f'(a) # 0, entonces f~' es

diferenciable en f(a) y vale

Nota 5.7.1. Si f es inyectiva y derivable en todo punto z, y si la derivada de f es distinta de 0 en todo

punto, entonces f~! es derivable en todo punto y y la férmula anterior se lee

v
(F ) () = ) (5.3)
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5.8. Derivada de funciones trigonométricas inversas

La funcién f(x) = senx no es inyectiva, pero si restringimos su dominio al intervalo [—g, %}

si lo es. Recordemos que la funcién inversa del seno se denomina funcion arco seno 'y se la denota

arc sen z Entonces el dominio de arcsen es [—1, 1] y suimagen es [— 5 g} . Para calcular su derivada,

usamos el teorema anterior (0 mejor la féormula (5.3)). Entonces

1 1

/
arc sen = =
( ) ) sen’ (arcseny)  cos(arcseny)’

como arcseny € [—Z,2], cos(arcseny) = (/1 —sen? (arcseny) = /1 — y2. Volviendo a la
férmula anterior, siy € (—1,1),
(arcsen)' (9 1 1
arc sen = = :
Y= cos (arcseny) /1 — 2

De manera andloga, es posible definir la funcién inversa del coseno restringido al intervalo [0, 7] .

Esta es la funcion arco coseno, que se la denota arc cos, tiene como dominio el intervalo [—1,1] y

como imagen el [0, 7] . Procediendo como antes obtenemos paray € (—1,1),

! 1 1 1
(arccos) (y) = — = — = -
cos’ (arcsen y) sen (arcseny) 1—y?

También vemos que la funcién tangente, restringida al intervalo (—g, %) , resulta inyectiva. Su
inversa es la funcion arco tangente y se la denota arctan. Su dominio es el intervalo (—oo, c0) y su

imagen es (—%, %) . Vale

1 1 1 1
(tan)’ (arctany)  sec? (arctany) 1+ tan®(arctany) 1+ y2’

(arctan)’ (y) =

en la peniltima igualdad usamos la identidad sec?(z) = 1 + tan?(z).
Ejemplo 5.8.1. Para calcular la derivada de f(z) = x arc cos (z%) procedemos de la siguiente manera:
322 323

——— = arccos (353) -
\'/1_(%3)2 vV1—=x

5.9. |Derivada de las funciones logaritmicas

f'(z) = arccos (2°) —

Otra aplicacion del teorema anterior es el cdlculo de la derivada de la funcién log, y parauna > 0.

En el caso en que a = ¢, llamdbamos In a la inversa de e*, y entonces

d | 1 1 1
_ ny — = == —.
dy % (e)(Iny) ey y
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Iny

Para un logaritmo general, usamos la formula log, y = -2 y entonces
d 11
— (1 = ——. 54
gy 1ogay) W) = oo (5.4)

d
dx

inversa directamente para log, v, obtenemos

Por otro lado, recordamos que —-a” = ca®. Si usaramos la férmula de derivada de la funcion

d 1 1
ay 108 V) W) = Ty = o (5.5)
pero entonces de (5.4) y (5.5) resulta ¢ = In a, o sea
d xX CL’l
—a” =a"Ina.
dx

Ejemplo 5.9.1. Si f(z) = 3%1In (322 +5) .

xT

6.
3215 "

f(z) =3"In3In (32° +5) +

5.9.1. Diferenciacion logaritmica

Para derivar funciones complicadas, muchas veces es util tomar logaritmos en la férmula que
define f.

Ejemplo 5.9.2. Para determinar la derivada de la funcién

rivrZ+ 4

f(z) = (4x—2)4 :

sacamos logaritmo en ambos lados de la ecuacién obteniendo
5 1 9
In f(x) = Zlnx+§ln(x +4) —4ln (4z — 2),

ahora derivamos ambos miembros respecto de x

1 _51+1 2 16
Cdx 22244 4x—2

despejamos f'(x)

flz) = (51+1 2z 16 )f(a:)

4z 222+4  do—2
1 _ (5, 2 16\ xiva?+4
dr 222 +8 dxr—2 (495—2)4 '
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Entonces los pasos para diferenciacion logaritmica son:
1) Tomar logaritmos en ambos lados de la ecuacién y = f(z).
2) Derivar ambos lados de la ecuacién resultante respecto de .
3) Despejar f'(z).
Ejemplo 5.9.3. Para determinar la derivada de la funcién
f(z) = 2V
sacamos logaritmo en ambos lados de la ecuacion obteniendo

Inf(z) = Vadlnz = 23 Inz,

derivamos, .
%f’(x) = gzzcg Inz + 2—3 = 23 (glnx - 1)
y entonces
f(z) = 28 (glnx + 1) 2V,

5.10. Algo sobre el nimero ¢

Sabemos que In es la funcién inversa de la funcion exponencial de base e y que si f(z) = Inz,

1
/ — —
i) =
y por lo tanto f/'(1) = 1. Por otra parte,
fA4+h)—f@) . In(l+h) 1
/ _ — =
P = Ji T =l = i ()

= Inlim (1 + )7 .
h—0

Entonces

.

Inlim (1+h)" =1
h—0

y por lo tanto
lim (1 + h)’% =e.
h—0
Podemos aproximar el valor de e tomando A chicos, de la forma h = % con n € N. Entonces

hacemos una tabla de los valores de (1 + %)n tomando n como algunas potencias de 10.



5.10. ALGO SOBRE EL NUMERO E

n (1 + %)n

10 2,59374
1000 2,71692
10000 2,71814
1000000 | 2,718280
10000000 | 2,718281

y vemos que e es proximo a 2,7182.

73
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Capitulo 6

Valores maximos y minimos y graficas

6.1. Maximos, minimos y puntos criticos

Definicion 6.1.1. Una funcion f tiene un mdximo absoluto en un nimero c perteneciente al dominio
de fsi f(c) > f(x) para todo = del dominio de f. El nimero ¢ se llama punto de mdximo de f'y
f(c) se llama el valor mdximo de f. También una funcién f tiene un minimo absoluto en un nimero
c perteneciente al dominio de f si f(c) < f(z) para todo x del dominio de f. El nimero c se llama

punto de minimo de fy f(c) se llama el valor minimo de f.

Ejemplo 6.1.1. f(z) = z* + 2 tiene un minimo en x = 0, con valor minimo f(0) = 2, y no tiene

maximo.

Figura 6.1: f(z) = 2 + 2

Ejemplo 6.1.2. La funcién f(z) = — |z| tiene un maximo en x = 0, con valor maximo f(0) =0y

no tiene minimo.
Ejemplo 6.1.3. La funcién f(z) = (z — 2) (z + 1) no tiene maximo ni minimo.

75
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Figura 6.2: f(z) = —|z|

Figura 6.3: f(z) = (z — 2) (z + 1)

Definicion 6.1.2. Una funcién f tiene un mdximo local en un nimero c perteneciente al dominio de
f si hay un intervalo abierto I que contiene a c tal que f(c) > f(z) para todo = € I. El nimero ¢
se llama punto de mdximo local de f. También una funcién f tiene un minimo local en un nimero c
perteneciente al dominio de f si hay un intervalo abierto / que contiene a c tal quef(c) < f(z) para

todo z € I. El nimero c se llama punto de minimo local de f.

Si observamos la grafica anterior, vemos que la funcién tiene un maximo local en el intervalo
(—2,0) y un minimo local en el intervalo (0,2). Ya veremos mds adelante como encontrar esos

puntos de mdximo y minimo local.

Teorema 6.1.3 ( Teorema de Fermat ). Si f tiene un extremo (o0 sea un mdximo o un minimo) local

enx = cysi f esderivable en x = c entonces f'(c) = 0.

Demostracion. Por definicion,

f/(C) — lim f(C+ h‘) B f(C)

h—0 h ’

supongamos que ¢ es un punto de maximo local de f. Esto dice que f(c + h) < f(c) para h cercano
acero, y porlo f(c+ h) — f(c) < 0 para esos valores de h. Entonces si i > 0,

fle+h) = fle)
h

<0
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y por lo tanto el

fle+h) = fle)

Ii <
hg(rJl+ h =0
ysih <0,
fle+h) = 1) o
3 =z
y por lo tanto el
h—0~ h

Como sabemos que el limite existe, ambos limites laterales deben ser iguales y entonces ambos deben

ser cero y el limite también. 0

Nota 6.1.1. No vale la reciproca del teorema anterior, como lo muestra la funcién f(x) = 23, que no

tiene maximos ni minimos locales (es creciente) y sin embargo f/(0) = 0.

Definicion 6.1.4. Un punto critico de una funcién f es un nimero ¢ del dominio de f tal que f'(¢) =0

o f'(c) no existe.

Ejemplo 6.1.4. Si
f(z) =2 -2z +1,

como f es derivable en todo punto, para buscar los puntos criticos planteamos f’(c¢) = 0. Calculamos
f'(z) = 32" -2

Y — O v ella v 2 & 2 .
entonces f'(c¢) = 0siysélosic= \/; 0c= —\/; y estos son los dos puntos criticos de f. Sabemos
que si f tiene un maximo o un minimo local en algin punto, éste debe ser uno de los calculados. La

gréfica es aproximadamente asi.

6.2. Maximos y minimos en intervalos cerrados

Recordemos que el teorema de Weierstrass dice que si una funcidn es continua en un intervalo
cerrado [a, b] entonces tiene puntos de maximo y de minimo absoluto en dicho intervalo. Estos valores
pueden ser estar asociados a puntos criticos de f o a los puntos extremos de f. Entonces para hallarlos

hay que calcular los puntos criticos de f, comparar los valores que f toma en dichos puntos con f(a)

y con f(b).
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Figura 6.4: f(z) = 23 — 2x + 1

Ejemplo 6.2.1. f(z) = x? + 2, en el intervalo [1, 3] tiene méximo en x = 3, con valor maximo
f(3) = 11 y minimo en = = 1 con valor minimo f(1) = 3. Pero si tomamos f en el intervalo [—1, 3],

el valor maximo estd en z = 3, pero el minimo estd en z = 0.

El Ejemplo 6.2.1 muestra que cuando consideramos los puntos de maximo y de minimo de una
funcidén en un intervalo cerrado, puede suceder que éstos se encuentren en los extremos del intervalo.
Aunque f sea derivable en estos puntos, esa derivada no tiene que ser necesariamente igual a cero.

Esto no contradice el Teorema de Fermat, porque estos puntos no son extremos locales.

Ejemplo 6.2.2. Si f(z) = |z — 1| y [a,b] = [—1, 3] observamos que el tnico punto critico es z = 1
donde f no es derivable. Comparamos f(1) = 0, f(—1) = 2y f(3) = 2. El valor maximo de f es
entonces 2 y se alcanza en z = 3 y en x = 1 mientras que el valor minimo es 0 que se alcanza en

r=1.

Ejemplo 6.2.3. Para analizar los maximos y minimos de

en el intervalo [—1, 2] , primero calculamos los puntos criticos. Como f es derivable en todo el inter-

valoy
22+ 4x
flx) = ——3
(x +2)
observamos que f'(x) = 0 cuando 2 + 4z = 0, 0 seasiz = 0 6 x = —4. S6lo debemos considerar

x = 0 porque —4 no pertenece al intervalo [—1,2]. Comparamos ahora f(—1) = 1, f(2) = 1y
f(0) = 0. Concluimos entonces que f alcanza su valor maximo igual a 1 en los puntos extremos

= —1yx = 2y su valor minimo 0 en el punto critico z = 0.
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Problema 6.2.4. De entre todos los rectdngulos de perimetro fijo L, encontrar el de drea maxima.

Solucion. Sillamamos x de la base del rectangulo e y a su altura, sabemos que = puede variar desde
0 hasta /2, o sea = € [O, %} . Ademads la longitud esta dada por L = 2z + 2y, de donde podemos
despejar y y obtenemos y = % — 2x. Pensamos entonces en el drea (A = xy) dada como funcién de

A@)_x(g—x),

x por la férmula

conx € [O, %] . Como A(0) = A(%) = 0, el valor médximo buscado debe alcanzarse en un punto
critico. Calculamos :
Alr)y==-2
(0) =5 — 2
y vemos que A’(x) = 0 cuando x = %. Entonces el rectingulo que encierra area maxima es el
cuadrado de lado %. U

6.3. El Teorema de Rolle y el Teorema del valor medio

El teorema de Rolle afirma que si una funcién es buena en un intervalo cerrado [a, b] y toma el
mismo valor en a y en b entonces dicha funcién debe tener recta tangente horizontal en algin punto
intermedio de su grafica. Recordemos que si f es derivable, la pendiente de la recta tangente a la

grafica de f en el punto (c, f(c)) es f'(c), entonces decir que la recta tangente es horizontal es decir
que f'(c) =0.

Teorema 6.3.1 (Teorema de Rolle. ). Sea f una funcion tal que

i) f es continua sobre el intervalo cerrado [a,b];

i1) f es derivable en el intervalo abierto (a,b);

iii) f(a) = f(b).
Entonces existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demostracion. Llamemos k al valor que toma fenayenb,oseak = f(a) = f(b).

Si f(z) = k para todo x € [a,b] entonces f'(xz) = 0 para todo x € (a,b) y la conclusion del
teorema es verdadera. Si f no es constante en [a, b] entonces existe algin = € [a, b] tal que f(x) > k
6 f(x) < k. Como f es continua en [a, b], f alcanza su valor maximo y su valor minimo en puntos

de [a,b].Si f(x) > k, entonces el valor mdximo de f se alcanzard en algin punto ¢ del intervalo
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abierto (a,b) y ese punto serd entonces un punto de maximo local. El Teorema de Fermat asegura
que f’(¢) = 0. Andlogamente, si f(z) < k, entonces el valor minimo de f se alcanzard en algiin

punto ¢ del intervalo abierto (a, b) y ese punto serd entonces un punto de minimo local y por lo tanto

f'(c) =0. O

Nota 6.3.1. Aunque f no sea constante, puede haber mds de un punto ¢ en el intevalo (a, b) tal que
f'(¢) = 0. Por ejemplo si f(z) = 42° — 9z y [a,b] = [-2,3], como f(-3) = f(2) =0y

22
f es un polinomio, se verifican las hipétesis del Teorema de Rolle. Ademds f'(z) = 12z% — 9 =

(V122 — 3) (V122 + 3) , entonces si ¢; = =L y ¢y = %3, vale f'(c1) = f'(¢cz) = 0.

Nota 6.3.2. Si no se satisface la hipétesis i), puede ser falsa la conclusion del teorema. Es el caso de

r si0<zx<l1
f(z) =

0 siz=1

que no es continuaen z = 1y f'(¢) = 1 paratodo ¢ € (a,b).

Nota 6.3.3. Si no se satisface la hipétesis i) puede ser falsa la conclusion del teorema. Es el caso de

f(@) = V/lzl,
que no es derivable en z = 0. En efecto, para x # 0,

, 2 siz >0
filw) =

—Lzl~z siz <0,
Por lo tanto, f'(c) # 0sic # 0,y f'(0) no existe.

Nota 6.3.4. Si no se satisface la hipétesis iii) puede ser falsa la conclusion del teorema, por ejemplo

f(x) = z, en cualquier intervalo.

Aplicamos ahora el Teorema de Rolle para demostrar el siguiente resultado, que afirma que si f
es buena en algin punto intermedio de la gréfica, la pendiente de la recta tangente debe coincidir con

la pendiente de la recta secante que une los extremos (a, f(a)) con (b, f(b)).
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Teorema 6.3.2 (Teorema del valor medio (TVM) ). Sea f una funcion tal que

i) f es continua sobre el intervalo cerrado [a,b];

it) [ es derivable en el intervalo abierto (a,b) .

Entonces existe un ¢ € (a,b) tal que

RRRPLUEYIC
Demostracion. La ecuacion de la recta que une (a, f(a)) con (b, f(b)) es
v—1w=10" 1 )
v=tla)+ 1O g

Sea F'(x) la funcién que mide la distancia entre un punto (z, f(z)) de la grafica de f y el correspon-

diente punto sobre la recta secante dada arriba, o sea

Vemos que F' es continua en [a, b] y derivable en (a,b) (porque f loesy f(a) + W(z —a)

a

también). Ademas F'(a) = F(b) = 0, por lo tanto el Teorema de Rolle nos asegura que existe un

nimero ¢ € (a, b) tal que F”(c) = 0, o sea

: f(b) — f(a)
fle) - FE == =0
y esto es
oy S(0) = f(a)
Ejemplo 6.3.1. Sea ,
x4+ 4z
fla) = ==,

en el intervalo [2,6] . Se verifican en dicho intervalo las hipétesis del Teorema del valor medio. En-

contremos el ndmero c tal que
_J6) -2
4 5
Calculemos
2z +4)(x —7) —2* —4x
(x—17)

f'(x) =
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x? — 14x — 28
(=77

_12
5

segundo grado y obtenemos ¢; = /5 + 7y ¢; = 7 — /5. Como ¢; no pertenece al intervalo 2,6], el

entonces f'(c) = si'y sélo si > — 14¢ — 28 + 2 (¢ — 7)? = 0, resolvemos esta ecuacién de

numero buscado es cs.
Ahora enunciamos una generalizacion del Teorema del valor medio
Teorema 6.3.3 (Teorema del valor medio de Cauchy.). Sean f y g dos funciones tales que
i) [y g son continuas sobre el intervalo cerrado |a,b] ;
it) fy g son derivables en el intervalo abierto (a,b) ;
i11) Para todo x € (a,b), ¢'(x) # 0.

Entonces existe un z en el intervalo abierto (a,b) tal que

Nota 6.3.5. El Teorema del valor medio se deduce de éste tltimo, tomando g(x) = x.

6.4. La Regla de I’Hopital

C g . . , . lim f ()
Sabemos que si existen lim f(z) y lim g(z) entonces el lim L&) existe y vale =2~
z—a T—a z—a 9(T) th}l g(zx)

, con la
condicion de que lim g(x) # 0.
Tr—a
Si lim g(xz) = 0, y lim f(x) # 0, el cociente no es acotado cerca de a y por lo tanto no exis-
Tr—a r—a
f@) _

te el limite. (Podria ser en este caso, lim @) — 506 1im {®) = —x0 0 ninguno de ambos), pero si
T—a (x) r—a g(x)

lim f(x) = 0, puede existir el lim I®) "En este caso decimos que la funcién £ tiene una forma indeter-

T—a r—a g(x) g

minada del tipo 2. Por ejemplo, si f(z) = 2> —z—12y g(z) = 2® -3z —4, el lim (22 —2—12) =0

y 11'nr411 (2? — 3z — 4) = 0. Sin embargo, numerador y denominador pueden factorizarse y obtenemos
r—r

> —x—12  (z—4)(x+3)
2 —zx—4  (r—4)(z+1)

si x # 4, podemos simplificar el factor (z — 4) y obtener

mQ—x—12_x+3
2—r—4 x+1
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por lo tanto el

o —z—-12 . xz+3 7
lIm ——— = 1lim = —.
x4 2 —x —4 z—aqx + 1 5
Otro ejemplo de este tipo de indeterminacion el 2% o los cocientes incrementales de funciones
derivables.
Ahora damos un método para encontrar, si existe, el limite de una funcién en un nimero donde

tiene una forma indeterminada 8.

Regla de L’Hopital (caso 1). Sean f y g funciones derivables en un intervalo abierto I excepto

posiblemente en un nimero a en /. Supongamos que para todo x # a en I, ¢'(x) # 0. Entonces si

lim f(z) =0y lim g(x) =0y si
Tr—a Tr—a

!/
ttm L0 _
z—a g'(x)
se sigue que el
lim @ = L.
z—a g(x)

El resultado también vale si todos los limites son limites por derecha o si todos los limites son limites

por izquierda.

Ejemplo 6.4.1. Para calcular el
., 1—a+In(2)
lim ————~,
a—1 13 — 31+ 2
observamos primero que h’rq (1 —2+1In(x)) =0y que h’rr{ (z3 — 3x + 2) = 0. Entonces aplicamos
T—r Tr—r
la regla de L’ Hopital,
l—z+In(z) , —-1+1

lim ————2% = lim —%.
=1 3 — 3+ 2 z—=1 3722 — 3

Como lim (—1 + %) =0y lirri (322 — 3) = 0, aplicamos nuevamente la regla de L’Hopital y obte-
Tr—r

rx—1
nemos . .
—-1+-= —= 1
lim L = [lim % = ——.
z—1 312 —3 z—1 6x 6

La demostracion de la Regla de L’Hopital es una aplicacion bastante directa del Teorema del valor

medio generalizado.

Regla de L’Hopital (caso 2). Sea N > 0. Si f y g son funciones derivables para todo z > Ny
tal que paratodo z > N, ¢'(x) #0.Si lim f(x) =0y lim g(x) =0ysi
r—+00 r——+00
f'(z)

it =
maHJPoo g’(;c)




84 CAPITULO 6. VALORES MAXIMOS Y MINIMOS Y GRAFICAS

entonces
T C)

T——+00 g(aj’)

Este resultado también es valido si reemplazamos “x — 400 por “z — —o0”.

Ejemplo 6.4.2. El

ol 1 1
. sin(y) cos(3)(—2)
lim —% =1 T = lim cos(—) =1
T——00 = T——00 (——2) T——00 xT
€T x
1 .
. ’ s = ’ 3
Notamos que esto no es nuevo, ya que si llamamos u = 1, 1im )~ im sin(w) -y ya
Tz——co u—0— Y

sabemos que este limita vale 1.
Otras formas indeterminadas

Supongamos ahora que queremos determinar si existe el

2
i S @)
z—T sec?(3x)

No podemos aplicar el teorema del limite del cociente porque lim sec?(z) = 400 y lim sec*(3z) =
2 T=3

+00. En este caso decimos que la funcién tiene una indeterminacién de la forma (+32). También vale

la regla de L"Hopital para este tipo de indeterminaciones y también para indeterminaciones (==2),

o0

(£2), (£2). Tenemos los dos resultados siguientes (también conocidos como regla de L’Hopital).
Regla de L’Hopital (caso 3). Sean f y g funciones derivables en un intervalo abierto I excepto
posiblemente en un nimero a en /. Supongamos que para todo x # a en I, ¢'(x) # 0. Entonces si

lim f(z) = o0y lim g(x) = o0 y si
r—a

T—a
!/
TG
z=a g'(z)
se sigue que el
lim m = L.
z—a g(x)

El resultado también vale si todos los limites son limites por derecha o si todos los limites son limites

por izquierda.
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Ejemplo 6.4.3. El
lim —— =
z—0+ In(z)  2—0+
Regla de L’Hopital (caso 4). Sea N > 0. Si f y g son funciones derivables para todo z > Ny

tal que para todo z > N, ¢'(z) # 0. Si HT f(z) =+o0y h’rf g(x) = ooy si
T—r+00 T—r+00

D=

f@) g
T—+00 g (QL‘)
entonces
lim @ =L
T—+00 g(m)

Este resultado también es vélido si reemplazamos "z — 400 por "z — —00”.

Ejemplo 6.4.4. El
2 2 2
lim r_ h’m—x: Iim — =0
r—+o00 et r—+o00 et z—+o00 e¥

6.5. Funciones crecientes y decrecientes

Definicion 6.5.1. Una funcion f definida en un intervalo I se dice creciente sobre I si y sélo si

f(z1) < f(xs) cada vez que x1 < xo conx;y xoen I.

Por ejemplo, f(x) = x es creciente en cualquier intervalo I, en cambio f(z) = z? es creciente en

cualquier intervalo contenido en R, pero no es creciente por ejemplo en (—2, 1), en efecto —1 < 0
pero f(—1) = 1 > f(0) = 0. Las graficas de este tipo de funciones ascienden a medida que nos

movemos con la abscisa hacia la derecha.

Figura 6.5: Funcién creciente

Andalogamente tenemos la siguiente definicion:
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Definicion 6.5.2. Una funcion f definida en un intervalo I se dice decreciente sobre I siy sélo si

f(z1) > f(xq) cada vez que x1 < x5 conx; y zoen .

Por ejemplo f(z) = 2 es decreciente en cualquier intervalo contenido en R. Las graficas de

este tipo de funciones descienden a medida que nos movemos con la abscisa hacia la derecha.

Figura 6.6: f(x) = —In(x)

Si una funcién f es o bien creciente o bien decreciente en un intervalo I, decimos que f es

mondtona en 1.

Ya vimos que dada una funcién f, ella puede ser creciente en algunos intervalos y decreciente en

otros. Por ejemplo f(z) = 23 — 62 + 11z — 6 tiene una grafica aproximada asi

s Zh, 5 A = o 3 ~— a E

Figura 6.7: f(z) = 2® — 62° + 112 — 6

Nos interesa determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de funciones. Si miramos
las gréficas, vemos que en los intervalos de crecimiento, las pendientes de las curvas son positivas y

en los de decrecimiento, son negativas.

Teorema 6.5.3. Sea [ una funcion continua en el intervalo cerrado [a,b] y derivable en el intervalo

abierto (a,b) ;

i) Si f'(x) > 0 para todo x € (a,b) entonces f es creciente en [a,b],
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ii) Si f'(x) < 0 paratodo x € (a,b) entonces f es decreciente en [a, ).

Demostracion. Demostraremos la parte i), la i7) es andloga. Supongamos entonces que f'(z) > 0
para todo x € (a,b), sean x1 y x5 dos ndimeros en [a,b] con x; < z5. Entonces f es continua en

[x1, x5] y derivable en (x1, z3) . Del teorema del valor medio se deduce que existe ¢ € (z1, z5) tal que

f’(c) _ f(xz) - f(ilfl)

T2 —T1

Como z; < 9 resulta el denominador 25 — 1 > 0. También por hipétesis reulta f'(¢) > 0. Entonces
el numerador f(x2)— f(z1) debe ser positivo, o sea f(z2) > f(x;). Esto demuestra que f es creciente
en [a,b] . O

Nota 6.5.1. Sea f una funcion continua en [a, b], derivable en (a,b) y sea ¢ un punto cona < ¢ < b
tal que f'(x) > 0 si x pertenece a algtn intervalo de la forma (d, ¢) C [a,b] y f'(x) < 0 si x pertenece
a algin intervalo de la forma (c,e) C [a,b] . Del teorema anterior deducimos que f es creciente en

[d, c] y decreciente en [c, e] , por lo tanto f tiene un méaximo local en el punto c. Por ejemplo,

Figura 6.8: Maximo local

Si en cambio f'(x) < 0 si x pertenece a algin intervalo de la forma (d, ¢) C [a,b]y f'(z) > 0si
x pertenece a algun intervalo de la forma (¢, e) C [a,b], deducimos que f es decreciente en [d, | y

creciente en [c, e] , por lo tanto f tiene un minimo local en el punto c. Por ejemplo,

Ejemplo 6.5.1. Sea
f(z) =2xv3 — x,

El dominio de f es (—o0, 3|, por otro lado, lim f(z) = —oc por lo tanto f no tiene puntos de mini-
T—r—00
mo absoluto. Buscamos los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, y los puntos de maximos y

minimos locales.

N oA & 63z
fla) =23 V3i—z 33—z
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Figura 6.9: Minimo local

entonces f'(z) > 0siy solosi 6 — 3z > 0, 0 seax < 2. Por lo tanto, f es creciente en (—o0, 2]
y decreciente en [2, 3] lo que implica que x = 2 es un punto de maximo local de f, donde toma el
valor f(2) = 4. Como f(3) = 0, resulta z = 2 un punto de maximo absoluto de f. La grifica es

aproximadamente,

_20 4

—zn J

Figura 6.10: f(x) = 22v/3 — x

6.6. Concavidad y puntos de inflexion

Si una funcién es creciente en un intervalo puede tener esta forma

o esta forma

Para distinguir estos dos comportamientos, nos fijamos que en la primera, la grafica de f queda

por encima de las rectas tangentes en cada punto y en la segunda, queda por debajo.

Definicion 6.6.1. Sea f derivable en un intervalo /. Si la grafica de f estd arriba de todas sus tangentes
en un intervalo [, se dice que f es concava hacia arriba en 1. Si la grafica queda por debajo de todas

sus tangentes en un intervalo /, se dice que f es concava hacia abajo en 1.
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Figura 6.11: Funcién creciente

Figura 6.12: Funcidn creciente

Veremos que la segunda derivada nos aynda a determinar la concavidad en un jntervalo.

Prueba de concavidad Sea f con derivadas segundas en un intervalo .

a) Si f” (x) > 0 paratodo x € I entonces f es concava hacia arriba en I .

b) Si f”(x) < 0 paratodo x € I entonces f es concava hacia abajo en I.

Demostracion. Queremos ver que dado cualquier punto x( en el intervalo / entonces la recta tangente

a la gréafica de f en el punto (¢, f (x)) queda por debajo de la gréfica de f, o sea que

f(xo) + f (x0) (x — o) < f(x) (6.1)

para todo = en I, x # xy. Ahora, como f” (z) > 0 para todo = € I entonces f’ es creciente en .

Tomemos primero = > . El TVM aplicado al intervalo [z, ] dice que existe c en (zo, =) tal que
f(@) = f(zo) = f'(c)(x — x0) > f' (o) (z — o)

(pues (x —xg) > 0y f'(c) > f'(x0)). Por lo tanto, f(x) > f(zo) + f' (z0) (x — ). Si z < o,
aplicamos el TVM al intervalo [z, 2] y obtenemos nuevamente la desigualdad (6.1).

La demostracion de la parte b) es completamente andloga. [
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Definicion 6.6.2. Sea f continua en un intervalo /, y derivable en [ salvo quizas en un punto z, de
I. El punto P = (zo, f(x0)) se llama punto de inflexion de f si en €l la curva pasa de concava hacia

arriba a céncava hacia abajo, o viceversa.

Por ejemplo f(z) = 2? tiene un punto de inflexién en (0, 0) pues f”(z) > 0siz >0y f"(z) <0
siz < 0.

Figura 6.13: f(z) = 23

Si una curva tiene una tangente en un punto de inflexion, la recta tangente cruza a la curva alli.
De acuerdo con la prueba de la concavidad, hay un punto de inflexion en cualquier punto donde f”

cambia de signo.

Ejemplo 6.6.1. Sea f(z) = z* — 42? + 1. Determinemos donde es concava hacia abajo, donde es

concava hacia arriba y encontrar los puntos de inflexion.

fl(z) = 42° — 8z = 4x (yc2 — 2) =4z (m + \/§> (:U — \@) (6.2)

f'(x) = 1227 — 8 = 12 (:::2—;) _4<x+\/§> <x— g)

Entonces en el intervalo <—oo, —\/§> f" es positiva y por lo tanto f es concava hacia arriba, en el

intervalo (— \/g , \/g) f" es negativa y entonces f es concava hacia abajo y en el intervalo (\/g , oo)

1" vuelve a ser positiva y por lo tanto f es concava hacia arriba. Entonces los puntos (\/g ; %) y
<—\/g , %) son puntos de inflexion.

Ya vimos que una forma de detectar si un punto critico es maximo local o minimo local es estudiar
los signos de f’ a la izquierda y a la dercha del punto. Ahora veremos otra forma, que involucra a la

derivada segunda, f”.
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Teorema 6.6.3 (Prueba de la derivada segunda). Si f” es continua en un intervalo abierto que con-

tiene a c.

a) Si f'(c) =0y f"(c) > 0 entonces c es un punto de minimo local de f.

b) Si f'(c) =0y f"(c) < 0 entonces c es un punto de mdximo local de f.

Demostracion.  a) Si f”(c) > 0, como f” es continua en algin intervalo I que contiene a ¢, debe
ser f”(x) > 0 para todo x de dicho intervalo. La prueba de concavidad nos dice que entonces
f es concava hacia arriba en I, por lo tanto la grafica de f estd por encima de la recta tangente
por el punto (¢, f(c)), que es horizontal por hipétesis. Por lo tanto f(x) > f(c) para todo x de

I y entonces c es punto de minimo local de f.
b) se demuestra de manera andloga. [

Ejemplo 6.6.2. Sea f(x) = z* — 42% + 1, como en €l 6.6.1. Encontremos los méximos y minimos
locales. De (6.2) obtenemos que los puntos criticos de f son x = 0, -2 ,\/5. Como f"(0) = -8 <0
y f"(v/2) = f"(=v/2) = 16 > 0, resulta que = 0 es un punto de maximo local y los puntos —+/2

y v/2 son de minimo local.

Si f'(¢) = f"(c) = 0, hay que analizar la situacion caso por caso. Podemos estar en presencia de
un minimo local, como es el caso de f(z) = (z — 2)" y ¢ = 2, de un maximo local como por ejemplo
f(r) = —z* y ¢ = 0, o ninguna de las dos situaciones anteriores, por ejemplo f(z) = (x — 1)®y

c=1.
Ejemplo 6.6.3. Sea f(r) = x(z — 1)3. Para encontrar los extremos locales, primero calculamos
fl(@)=(z = 1% +3z(z - 1)* = (z — 1)*(4x — 1).

Los puntos criticos son entonces, ¢; = %, co = 1. Para saber si son maximos o minimos locales,

aplicamos el test de la derivada segunda. Calculamos primero
f(x) =2(x — )4z — 1) + 4(z — 1)? = (x — 1)(12z — 6),

como f”(c1) = —3, sabemos que ¢; = 1 es un punto de maximo local. Como f”(c;) = 0, hay que
analizarlo de otro modo. Observamos que f(0) = 0, ademds si0 < x < 1, f(z) < Oysiz > 1,
f(z) > 0. Entonces ¢, = 0 no es punto de maximo local ni de minimo local.

La grafica aproximada se muestra en la Figura 6.14.
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Figura 6.14: f(z) = x(x — 1)3.

Ejemplo 6.6.4. Dada f(z) = 2%° (4 — x)é, queremos realizar una grafica aproximada de f. En
primer lugar, vemos que el dominio de f es (0, 4). Esto es porque los exponentes fraccionarios estan
definidos so6lo si la base es positiva.

Observamos ademds que

lim f(x) =0, y lim f(x) =0,

z—0t T4~

pero f(x) > 0 paratodo x € (0,4). Luego f no posee minimos absolutos en su dominio.

Para x € (0,4), la derivada y la derivada segunda de f estin dadas por

2 _s3 1

1 8—3
fl(:[;) = gaj_g (4 — I’)g _ 51'2/5 (4 o x)fé _ Xz

5(4—1’)%95%

2 (322 — 162 + 48)

fi@) == 2525 (4 — x)%

Se puede ver que la expresion (3z% — 16x + 48) en el numerador de f” es siempre positivo, por lo
tanto el signo de f” es negativo en (0, 4). Por otra parte, f’ se anula en zq = % por lo cual f tiene un
maximo en ;. Se ve ademds que f’(z) > 0 ala izquierda de ¢ y f'(x) < 0 ala derecha, por lo cual
f es creciente en (0, 8/3) y decreciente en (8/3,4).

Ya tenemos todos los componentes necesarios para dibujar la grafica de una funcién f bastante

aproximada.

En general, al graficar una funcién a partir de una férmula debemos tener en cuenta los siguientes

puntos:

A) El dominio de f y las asintotas horizontales y verticales.

B) La posible paridad o imparidad de f.
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Figura 6.15: f(z) = 2/5 (4 — 2

C') La posible periodicidad de f.

D) La interseccion de la grafica de f con los ejes coordenados.

E) Los puntos criticos de f.

F) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

(G) Los intervalos de concavidad hacia arriba y de concavidad hacia abajo de f.
H) Los maximos y minimos locales de f.

I) Los puntos de inflexion de f.

Ejemplo 6.6.5. Sea
2?2 +1

Tracemos la grafica aproximada de f. Observamos que f es par, el domf = R—{—1,1}, f(0) = 1

y la gréfica de f no corta al eje x.Ademas

lim f(x) =400 y lim f(z) = —o0.
z—1- z—1+

por lo tanto las rectas z = 1 y x = —1 son asintotas verticales. Por otro lado

lim f(z) = lim f(z)=—1,

T—r0o0 T—r—00

entonces la recta y = —1 es asintota horizontal.

Calculamos ahora
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vemos que el tnico punto critico es = 0 y hacemos el cuadro de los intervalos de crecimiento y

decrecimiento

Intervalo 1 f

(—o0, —1) | negativa | decrece

(—1,0) | negativa | decrece

(0,1) positiva | crece

(1,00) | positiva | crece

entonces x = 0 es punto de minimo local de f.
Para estudiar la concavidad, calculamos
4 (322 +1)

/ (I> = (1 _ x2)3

entonces f no tiene puntos de inflexién y el signo de f” es el del denominador

Intervalo f" f

(—o0, —1) | negativa | concava hacia abajo

(—1,1) | positiva | concava hacia arriba

(1,00) | negativa | concava hacia abajo

Vemos que efectivamente f”(0) > 0y entonces z = 0 es punto de minimo local de f.

Entonces la grafica es aproximadamente (Ver Figura 6.16)

y\L/

Figura 6.16: f(z) = £+

1—x

Ejemplo 6.6.6. Dada
COS T

/()

- 2+senx

tracemos la grafica aproximada de f.
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En este caso el dominio de f son todos los nimeros reales, f es periddica, de periodo 27, por lo
tanto la dibujamos en el intervalo [0, 27| y después copiamos esta grafica en los intervalos congruen-
tes. Si f(z) = Oentonces © = 5 oz = 3%, ademds f(0) = f(2m) = L.

Calculamos ahora las derivadas

1+ 2senzx

f(@) = (2 + senz)?

Entonces f'(x) = 0siz = 2, = 7+ § 02 = 1y = 27 — %. Hacemos el cuadro de intervalos de

crecimiento y decrecimiento

Intervalo 1 f
(0,x1) | negativa | decrece
(z1,m9) | positiva | crece
(x9,27) | negativa | decrece

por lo tanto x; es punto de minimo local y x5 es punto de maximo.local de f.

Ahora
2(cosz) (1 —senx)

(2 +senz)’

() = -

I

que se anulaenzz = Sy x4 = 37”, entonces tenemos el siguiente cuadro

Intervalo 1 f

(0, g) negativa | concava hacia abajo

(g, %”) positiva | concava hacia arriba

(27”, 27r) negativa | concava hacia abajo

por lo tanto x3 y x4 son puntos de inlexion y verificamos que como f”(x1) > 0 7 es punto de

minimo local de f y como f”(z3) < 0 x5 es punto de maximo local de f.

Figura 6.17: f(x) = ;5=

2+4senx
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También se usa esta ténica de encontrar mdximos y minimos de funciones, para resolver diversos

tipos de problemas.

Ejemplo 6.6.7. Se va a construir una ventana Norman (un rectingulo rematado con un semicirculo).
Si el perimetro es de 3m., {qué dimensiones debera tener la ventana para admitir maxima luz?

Se desea maximizar el drea de dicha ventana. Si llamamos b a la base del rectangulo y A a su altura,
entonces b es el diametro del semicirculo, o sea b = 2r, donde con r denotamos el radio. Entonces el
area

2
m (b
A =bh Z=bh+—|=
+7r + 5 ( 2) )
como sabemos que el perimetro es de 3m, entonces

3:b+2h+7rr:b+2h+7r9

2
1 b
h=-3—-b—m=
2(3 b 7r2),

reemplazamos ahora este valor de i en la férmula del rea

1 b T b\’ o fm 1

Como queremos maximizar esta funcién de b, la derivamos

de donde despejamos h y obtenemos

1\ 3
A’(b):—2b<g+§)+§

por lo tanto A’(b) = 0 si

6
T rt4
Observamos que el b buscado debe estar en el intervalo [0, 3], donde la funcién A(b) es continua y por
lo tanto tiene méximo y minimo. Como A(0) =0 A(3) = —¥ <0y A (ﬂi%) = ﬁ, este dltimo

es el valor maximo del area buscado, por lo tanto la ventana debe tener una base de Wiﬂm y una altura

3
de W—+4m



Capitulo 7

Integracion

7.1. Introduccion

Uno de los problemas que fueron objeto de estudio en la matematica desde los comienzos de
la historia ha sido el célculo de dreas. Determinar el drea encerrada por un circulo, por una elipse,
o por una curva cerrada en general ha sido motivo de numerosas investigaciones e invenciones de

procedimientos de calculo que sirvieron al avance de esta ciencia.

La forma natural de aproximar un drea es descomponiendo la figura en formas geométricas mas
simples cuyas dreas sean conocidas yuxtaponiéndolas de forma de cubrir 1o mejor posible la superficie
a medir, y después integrarlas para determinar el drea total o al menos tener una buena aproximacion
de la misma. Este método de cdlculo fue utilizado para calcular el drea encerrada entre el grafico de
una funcidn positiva y el eje = y dio origen al llamado cdlculo integral. Asi, dada una curvay = f(x)
con f positiva, se trata de aproximar el drea en cuestion por rectdngulos de base cada vez menor con
base sobre el eje x y altura préxima al valor de la funcién en ese intervalo. Esta definicién puede
extenderse a funciones mas generales, dando lugar a lo que se conoce como integral definida de una

funcion.

Pero uno de los descubrimientos mads significativos de la matematica relativos al célculo integral
fue su intima conexion con el cdlculo diferencial, conexion que queda plasmada principalmente en el
Segundo Teorema Fundamental del Calculo: si F' : [a,b] — R es una funcion cuya derivada es f,

entonces la integral definida de f entre a'y b es F'(b) — F(a).

Iniciamos este capitulo definiendo la primitiva o antiderivada de una funcién, la integral indefini-
da, sus propiedades y algunas técnicas para el clculo de primitivas. Esto servird, juntamente con los

teoremas fundamentales, al calculo de integrales definidas y del area encerrada entre curvas.

97
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7.2. Antiderivada o primitiva de una funcion

En los capitulos anteriores hemos tratado la nocién de derivada de una funcién f. Asi por ejemplo,
sabemos que la derivada de f(z) = 322 + 1 es la funcién f'(z) = 6z, y que la derivada de f(z) =
sen(z) es la funcién f'(z) = cos(z).

Consideremos ahora el problema inverso: dada una funcién f, ;es posible encontrar una funcién

F tal que F'(x) = f(x)? Podemos encontrar varios ejemplos en que esto es posible:
» Si f(x) = 6z, entonces F(z) = 322 verifica F'(z) = f(x).
» Si g(x) = cos(z), entonces G(x) = sen(x) cumple G'(z) = g(x).
La existencia de estos ejemplos nos motiva a dar la siguiente definicién:

Definicion 7.2.1. Sea f una funcién definida en un intervalo /. Decimos que F' es una antiderivada

o primitiva de f si F'(x) = f(x) paratodo z en .

Nota 7.2.1. En esta definicién consideraremos la derivada a izquierda o derivada a derecha, segin

corresponda, en caso que el intervalo [ sea cerrado en alguno de sus extremos.

Ahora bien, sabemos que la derivada de una funcién es unica, lo cual se deduce de la unicidad del
limite. Sin embargo la unicidad de la antiderivada o primitiva de una funcién no es valida, como lo

demuestran los siguientes ejemplos:

» Si f(x) = 6z, entonces F(z) = 32? y G(x) = 32% + 1 son primitivas de f.
» Si f(x) = cos(z), entonces F'(z) = sen(x) y G(x) = sen(x) — 3 son primitivas de f.

» Si f(x) = €, entonces F'(z) = e* y G(z) = e” + e son primitivas de f.

Es fécil ver que si F' es una primitiva de f, entonces G(x) = F(z) + ¢ también es primitiva de
f cualquiera sea la constante c. Esto es porque la derivada de una funcién constante es 0, y por ende

G'(x) = F'(x) +0 = f(x). Los siguientes dos teoremas nos muestran la reciproca de esta propiedad.

Teorema 7.2.2. Si h es una funcion diferenciable en un intervalo 1, y h'(x) = 0 para todo x € I,

entonces existe una constante ¢ € R tal que h(x) = ¢ para todo = € 1.

Demostracion. Consideremos un punto zg en I, y sea c el valor de h en xg. Es decir, ¢ = h(zg).
Queremos probar que h(x) = ¢ para todo x en [. Si esto no fuera cierto, existiria un punto x; € I tal
que h(z1) # c. A su vez, como h es diferenciable, por el Teorema del Valor Medio existe un punto
en el intervalo [z, 2] tal que

W () = h(z1) — hzo)

1 — Zo
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Como la expresion del miembro derecho de esta igualdad es distinto de cero, esto dice que h'(x3) # 0,
lo cual contradice la hipétesis de que h'(x) = 0 en todo el intervalo.

Por lo tanto, para todo = € I se cumple que h(z) = c. O

El Teorema 7.2.2 muestra que si la derivada de una funcién es 0, entonces la funcién es constante.

Este resultado es util para demostrar el siguiente teorema:

Teorema 7.2.3. Si F' es una antiderivada de f en un intervalo I, entonces toda antiderivada G de f

en I es de la forma G(x) = F(x) + ¢, para alguna constante ¢ € R.

Demostracion. En efecto, consideremos F'y GG dos antiderivadas de f en /, es decir, F'(z) = f(x)
y G'(z) = f(x) para todo x € I. Entonces la funcién h(z) = G(z) — F(x) verifica h'(z) = 0 para
todo x € [ y por lo tanto, por el Teorema 7.2.2 debe ser h(x) = ¢ para todo = € I. Esto equivale a

decir que G(z) — F(x) = ¢ paratodo x € I, y en consecuencia

para todo z € [. [

Ejemplo 7.2.1. Si f(x) = cos(z), entonces F'(x) = sen(z) es una antiderivada de f y todas las
antiderivadas de f son de la forma G(x) = sen(z) + ¢ para alguna constante c.
Si f(x) = 6z, entonces F(x) = 3z es una antiderivada de f, y todas las antiderivadas de f son

de la forma G(z) = 32% + ¢, para alguna constante c.

Definicion 7.2.4 (Integral indefinida). Sea f una funcion definida en un intervalo /. Se llama integral

indefinida de f al conjunto de todas las antiderivadas de f, y se simboliza

/ f(z) da.

Si F' es una antiderivada de f, entonces [ f(z)dx es el conjunto de todas las funciones de la forma

G(z) = F(x) + ¢, con ¢ € R, y se denota

/f(x) do = F(z) + c.

Notemos entonces que | f(z)dz no es una funcién sino un conjunto infinito de funciones primi-
tivas de f de la forma F'(z) + c. Particularmente, si a € I y queremos hallar la primitiva G tal que

G(a) = b, planteamos F'(a) + ¢ = by concluimos
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Ejemplo 7.2.2. Sabemos que F(z) = 22 es una primitiva de f(x) = 2x. Para determinar la primitiva
G de f tal que G(1) = 3, planteamos F'(1) + ¢ = 3:

12 +c=3,

de donde resulta ¢ = 2. Luego G(z:) = 2? + 2 es la primitiva de f tal que G(1) = 3.

7.2.1.

Calculo de integrales indefinidas

En la siguiente lista calculamos algunas integrales indefinidas para algunas funciones mas cono-

cidas.

1.

$n+1
/x”dx: +c, paran # —1.

Esto se deduce de que para todo n # —1 la derivada de F'(z) = 2" es F'(z) = (n + 1)z

1
—dr =1 .
/x r=1In(|z]) + ¢

Esta propiedad se deduce de lo siguiente. Si consideramos la funcién F(z) = In(|z|) para

x # 0, entonces F' estd definida por la férmula

In(x) siz >0
F(z) =
In(—z) siz <0

Tenemos que F' es derivable para todo x # 0 y ademas

8] =

siz >0

S (A)=1 siz<0

)

1
es decir que F'(x) = — para todo = # 0. Por lo tanto F'(z) = In(|z|) es una primitiva de

X

3. Para las funciones exponenciales se cumple que:

/e“”dx:exjtc y /axd:v:a—
Ina

+c, a>0.

4. Para las funciones trigonométricas seno y coseno:

/sen(m) dx = — cos(z) + ¢ y /cos(x)

dx = sen(x) + ¢
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7.2.2. Propiedades de la integral indefinida

A partir de las propiedades de la derivada, podemos concluir varias propiedades de la integral

indefinida.

1. / 0dx = ¢, ya que la derivada de una constante es 0.

2 /u+m@mx:/j@mx+/¢@¢c

[t -owr= [ swis- [ gl

3. Si k es una constante, entonces /kf(a:) de =k / f(z)dx.

Estas propiedades nos permiten calcular integrales indefinidas de otras funciones. Veamos los

siguientes ejemplos:

Ejemplo 7.2.3. Por la propiedad de suma de integrales indefinidas, si tomamos f(z) = e” + z% + 3,

entonces
/(e$+x2+3) dx:/emdx+/x2dx+/3dx:ez+%3+3x+c.
Ejemplo 7.2.4. Dado que sen(z) es una primitiva de cos(x), entonces
/QCos(x) dx =2 / cos(x) dr = 2sen(x) + c.

Ejemplo 7.2.5. La integral indefinida de f(z) = % —4x + e* es

1 1
/(——41’4—6””) dq::/—da:—4/xdx+/exd:c:ln(\:c|)—2x2+ew+c.
€T T

7.2.3. Método de sustitucion
Al derivar una composicién de funciones aplicamos la regla de la cadena:
(fog)(z) = f(g(x)) g'(x).
Esta formula nos permite calcular la primitiva de una funcién que puede expresarse de la forma
h(z) = f'(9(z)) g'(2).

Teorema 7.2.5. Sean [ : (d,e) — Ry g: (a,b) — (d, e) funciones tales que g es diferenciable. Si F
una primitiva de f en (d, e), entonces F o g es una primitiva de h(z) = f(g(x)) ¢'(x). Esto es

/f@@»yumsz@u»+c
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Demostracion. Debemos demostrar que

% (F(g(@)) +¢) = f(g(x)) g'(x).

Pero esto se deduce de la regla de la cadena para la derivacion, y del hecho que F'(z) = f(x):
(Fog)(x) =F'(g(x) g () = f(g(x)) g'(x).
[

De esta manera, para calcular la integral indefinida de una funcién del tipo f(g(z))¢'(x) es sufi-
ciente con conocer la antiderivada de f, digamos F', y calcular F'(g(z)). Este método se denomina

frecuentemente método de sustitucion, ya que para calcular

[ o @ s

se sustituye

y resulta entonces

[ Ho@)g @ ds = [ s du=Fw) +c= Flgla)) + e
Los siguientes ejemplos ilustran la aplicacién de este método.
Ejemplo 7.2.6. Para calcular
/ 2 sen(z?)x dw

tomamos f(x) = sen(z) y g(z) = 2. Vemos que ¢'(z) = 2z, por lo cual se trata de calcular

[ f(g(z))g () dx. Asi aplicamos la sustitucion
u =122, du = 2x dx,

y resulta
/QSen(xz):c dr = /sen(u) du = — cos(u) + ¢ = — cos(z?) + c.
Ejemplo 7.2.7. Para calcular la integral indefinida
/ e du,
tomamos f(z) = e® y g(x) = 3x. Sustituimos
u = 3z, du = 3dzx,

y multiplicamos y dividimos por 3:

1 1 1
/e?“dx:g/e3x3dx:§/e"du:§e3x+c.
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Ejemplo 7.2.8. Para calcular [ cot(z) dz, notamos que cot(x) = COSEx>. Como sen’(z) = cos(x),
sen(x
hacemos la sustitucion
u = sen(x), du = cos(z) dz,

y entonces

/Cot(x) dx = /%du = In(Jul) + ¢ = In(| sen(z)|) + c.

7.2.4. Integracion por partes

Si f y g son funciones diferenciables en un intervalo /, entonces el producto de ellas f g es

diferenciable en [ y se cumple que

(f9)(z) = f'(z) g(z) + f(z) 4 (2). (7.1)

Esta férmula nos permite, en algunos casos, facilitar el calculo de la integral indefinida de una funcién
del tipo f(z) ¢'(z).

Teorema 7.2.6. Si 'y ¢’ son continuas, entonces
[ t@g @ ds = sy gla) + [ £ de 1.2)

Demostracion. En efecto, si f’y ¢’ son continuas entonces 'y g son diferenciables. Asi, de la férmula

(7.1) tenemos que
Juor@as= [ @@+ [ e

Como f g es una primitiva de (f g)’, y de las propiedades de la integral indefinida para suma de

funciones concluimos que

/ f(2) ' (x) do = f(z) glx) — / () o) de.
]

La féormula (7.2) es conocida como formula de integracion por partes, y se utiliza normalmente

siguiendo la siguiente notacion: Dada la integral

[ t@)g @,

llamamos
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Asi la formula (7.2) se traduce en

/udv:uv—/vdu.

En caso que [ v du sea una integral facil de calcular, esta férmula simplifica el célculo de [ u dv.

Los siguientes ejemplos ilustran la aplicacion del método de integracion por partes.

/ x cos(x) dz,

u=ux, v = sen(zx), dv = cos(x) dx, du = dx.

/xcos(a:)da::/udvzuv—/vdu:a: sen(x)—/sen(x)dx

Dado que — cos(z) es una primitiva de sen(z), concluimos que

Ejemplo 7.2.9. Para calcular

podemos tomar

Entonces

/xcos(x) dr = z sen(z) + cos(x) + c.
En efecto, si derivamos F'(z) = x sen(x) + cos(x), obtenemos

F'(x) = sen(x) + x cos(z) — sen(x) = x cos(x).

7.3. Integral definida

7.3.1. Introduccion

En esta seccion estudiaremos un método para calcular el area encerrada entre el grafico de una

funcién y el eje x.

Consideremos por ejemplo la funcién f(x) = z, y calculemos el drea encerrada entre el grifico
de f y el eje = en el intervalo [0, 3]. De la férmula del area de un tridngulo, un medio de la base por
la altura, obtenemos que este drea es % = % Si ahora consideramos un intervalo de la forma [0, x],
obtendremos que el drea es Z, y si es el intervalo [z, y], con 0 < z < y, el 4rea es vz

q 9 y yYls Y, 2 2 -

Ahora bien, si consideramos la funcién g(z) = 2% + 1, y queremos calcular el drea bajo la curva
en el intervalo [—2, 2], el cédlculo del drea no es tan simple. Una forma de aproximar el valor de esta
area es cubriendo la regién lo mejor posible con rectangulos, y estimar el drea como la suma de las

areas de dichos rectangulos.
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S,
SIS

7.3.2. Sumas de Riemann

Consideremos una funcién f : [a,b] — R continua, tal que f(z) > 0 para todo = € [a, b]. Por el
Teorema de Weierstrass, sabemos que f alcanza un valor minimo m y un valor maximo M en dicho

intervalo. Asi, si A es el drea bajo la curva de f es claro que

m(b—a) <A< M(@b-—a).

Si ahora subdividimos el intervalo [a, b] en dos subintervalos, digamos I, = [a,c|, I = [c,d],
nuevamente podemos asegurar que [ alcanza valores minimos m; y ms y valores maximos M; y My

en los intervalos I, 5 respectivamente. Esto nos permite tener una mejor aproximacion del area A,
mi(c—a)+me(b—c) <A< M(c—a)+ My(b—c)< A

Este procedimiento puede repetirse subdividiendo el intervalo en varios intervalos yuxtapuestos: de
manera de obtener aproximaciones al drea A cada vez mejores.

Asi, dado el intervalo [a, b], consideramos puntos zg, z1, ..., &, tales que

a=rg<r1<...<1; <...<xp, =0
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B /\

El conjunto P = {x¢, x1, . .., x,} se llama una particion de |a, b]. Denotamos con A (P) alalongitud
del k-ésimo intervalo: Ag(P) = z — xk_1, y denotaremos A(P) al maximo de estas longitudes. El
nimero A(P) se llama longitud de la particion P.

Si my, denota el valor minimo que alcanza f en el intervalo [z} 1, zx], y M) denota al valor
maximo en el mismo intervalo, llamamos suma inferior de [ con respecto a la particion P a la

cantidad

Andlogamente, llamamos suma superior de f con respecto a P a la cantidad
S(P) = MyAs(P) + MoAs(P) £ -+ MuAL(P) = 3" MuAL(P).
k=1
De esta manera tenemos que, si A es el area debajo de la curva de f, entonces
s(P) < A< S(P).

Definicion 7.3.1. Si f : [a,b] — R es una funcién continua tal que f(z) > 0 para todo x € [a, b], se

define el drea encerrada por la curva y = f(z), el eje x y las rectas v = a, x = b como

A= A(lga ) (Z mkAk(P)> . (7.3)
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La férmula (7.3) indica que el drea bajo la curva estd definida como un limite de sumas inferiores
de la funcién f, entendiendo por limite que la longitud de la particion es cada vez menor. Asi, diremos
que A es el drea bajo la curva f en el intervalo [a, b], si cualquiera sea ¢ > 0 existe una particién P tal
que

s(P)—e< A<s(P)+e

Figura 7.1: Suma inferior y suma superior de f

Se puede demostrar que si en la definicion se utilizan sumas superiores en lugar de inferiores, el

limite obtenido es el mismo nimero A.

Definicion 7.3.2 ( Integral definida). Sea f : [a,b] — R una funcién continua, tal que f(z) > 0 para
todo = € [a, b]. La integral definida de f en [a,b] se denota ff f(z) dx y estd dada por

[ rios- g, (Somnen).

k=1

Los ntimeros a y b se llaman limite inferior y limite superior de integracion.

Ejemplo 7.3.1. Sea f : [-2,3] — R dada por f(z) = 2. Entonces para cualquier particién P

tendremos que my = 2. Por lo tanto,

n

/Qf(x)dx: lm > (2) (2 — 2p1) = (2) (3= (—2)) = 10.

A(P)—=0
k=1

Ejemplo 7.3.2. Para calcular la integral definida de f(z) = 2% en el intervalo [0, 1], podemos tomar

particiones de la forma
1 2 —
I<—-<-<...<
n n n

<1,

es decir, xj, = % Asi tenemos que A(P) = %, y dado que f es creciente entonces alcanza el minimo

en el extremo izquierdo de cada subintervalo:

()
mp = .
n
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Luego se tiene que

s(P) = : (k;1>2% - % i(k— )2,

1
Si ahora tomamos el limite para A(P) — 0, es decir para n — oo, y usamos la férmula

n n—1

(n—1)n(2n—-1)
Sk 1 = Y- |
k=1 k=0 0
podemos concluir que
/lxzdx: i (= Dnrn-1 1
0 n—o0 6m3 3

La nocion de integral definida puede extenderse a funciones que tienen un nimero finito de dis-
continuidades en un intervalo [a,b] y son acotadas en dicho intervalo. La condicién de ser acotada

significa que existan nimeros M y m tales que
m < f(x) <M

para todo = € [a, b], sin que necesariamente f alcance los valores m o M. En tal caso, decimos que

M es una cota superior de f y m es una cota inferior. En particular, f puede tomar valores negativos.

Ejemplo 7.3.3. La funcién
- si—1<z<1

fl@)=qz+1 sil<az<2

1 si2 <z <3,
tiene dos puntos de discontinuidad, en z = 1y en x = 2,y estd acotada porm = —1y M = 3.
También podriamos decir que estd acotada por los valores m = —10y M = 10. Asi —1 y —10 son

cotas inferiores y 3 y 10 son cotas superiores.

4

M=COTA SUPERIOR

e

—

I
I
I
I
I
I
I
I
3 2 El 1 2 3 4 5 6 7
I
I

m= COTA INFERIOR
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Ejemplo 7.3.4. La funcién f : [—1, 1] — R dada por

six #0
0 siz=0

8 |=

fx) =

es discontinua s6lo en = 0, pero no estd acotada superiormente ni inferiormente.

Es claro que si una funcidn estd acotada superiormente en [a, b], entonces existe mas de una cota
superior. Sin embargo, se puede probar que existe una cota superior minima, y a este valor minimo
se lo llama supremo de f en [a,b]. Andlogamente, a la mayor de las cotas inferiores se la denomina
infimo de f en |a, b].

Si f es continua en [a, b], entonces el supremo y el infimo coinciden con el valor maximo y
minimo respectivamente. En cambio, si f tiene un nimero finito de discontinuidades y es acotada,
puede ser que no alcance un valor mdximo o un valor minimo, aunque siempre es posible determinar
un supremo y un infimo de f. Asi, en el Ejemplo 7.3.3, el infimo de f es —1 y el supremo de f es 3.

Notemos que f nunca alcanza el valor 3, aunque si alcanza el valor —1.

Consideremos entonces una funcién f : [a,b] — R, acotada y con un nidmero finito de dis-
continuidades. Sea P = {a = zo,x1,%2,...,T, = b} una particion del intervalo [a, b]. Para cada
subintervalo [zy_1, 2], sean my y M, el infimo y el supremo de f(x) en el subintervalo. Llamaremos

suma inferior s(P) y suma superior S(P) de f con respecto a la particién P a las cantidades

Con esta generalizacion de la definicién de suma inferior y suma superior también es posible probar

que

i Ag(P)= 1 M A (P
sl 2o AP = i D M AP

de donde tiene sentido dar la siguiente definicion de integral definida.

Definicion 7.3.3. Sea [ : [a, b] — R una funcién acotada y con un nimero finito de discontinuidades.

Llamamos integral definida de f en [a, b] al nimero
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7.3.3. Propiedades de la integral definida

La siguiente definicidn es conveniente para generalizar las propiedades de la integral definida:

Definicion 7.3.4. Sea f : [a,b] — R tal que f: f(z) dz existe. Entonces se define

/aaf(x)dxzo y /baf(x)dx:—/abf(x)dx'

Teorema 7.3.5 (Propiedades de la integral definida). Sean f y g funciones acotadas y con un niimero

finito de discontinuidades en |a, b|. Entonces se cumple que:
1. Si f(x) > 0 para todo x € [a,b], entonces f:f(x) dx > 0.

2. Si c es un nimero real, entonces

4. Si d es un nuimero real, entonces

[ rwar= [ s [ s

asumiendo que las dos integrales de la derecha existen.

5. Si f(z) < g(x) para todo x € |a,b|, entonces

/a " fla)dr < / gl de.

7.3.4. Teoremas Fundamentales del Calculo

La definicién de integral definida no da precisamente un método simple de calcularla, ya que seria
necesario tomar particiones cada vez mas finas y estimar el limite de las sumas inferiores.
Sin embargo, existe una interesante conexion entre la integral definida de una funcién f y las

primitivas de f que permite hacer el cdlculo de manera exacta. Veamos esto en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 7.3.5. Sea f(x) = z, y consideremos la funcién F(z) = [ f(t) dt, para z > 0. Esto es, F’
es la funcion que para cada = determina la integral definida de f en el intervalo [0, z|. Para esta f en

particular, notemos que F'(x) mide el drea de un tridngulo con base z y altura x, por lo cual

Una primera observacion es que esta funcion F’ resulta ser una primitiva de f.
Por otra parte, el drea bajo la curva f entre dos puntos a y b es la diferencia entre las dreas de los

correspondientes tridngulos, es decir

2

b ¥ ooa
/a f(t)dt:§_57

/f@ﬁ:F@—F@.

Asi, la integral definida resulta ser la diferencia entre los valores de la primitiva evaluada en los

y por lo tanto

extremos del intervalo.

El Ejemplo 7.3.5 ilustra lo enunciado por los siguientes teoremas:

Teorema 7.3.6 (Primer Teorema Fundamental del Célculo). Sea f : [a, b] — R una funcion continua,

y sea F' definida por

F(z) = /I f(t)dt, para todo x € [a, .

Entonces F' es una antiderivada de f en [a, ], esto es,

* / Cfe)dt = 1),

Teorema 7.3.7 (Segundo Teorema Fundamental del Calculo). Sea f : [a,b] — R una funcién conti-

nua, y sea G una primitiva de f en |a,b|. Entonces

/v@wzc@—a@. (7.4)

En el Teorema 7.3.6 entendemos que F”(a) y F’(b) corresponden a la derivada por derecha en a
y por izquierda en b respectivamente. A la férmula (7.4) se la denomina Regla de Barrow, y se utiliza

la notacion
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Ejemplo 7.3.6. La funcién G(x) = %3 es una primitiva de f(x) = z?. Por lo tanto,

2 .T3
t2dt = =
[ ra=5

Ejemplo 7.3.7. La funcién F'(z) = sen(x) + 1 es una primitiva de f(z) = cos(z). Luego

2 (D

-1

/7r cos(t)dt = (sen(x) 4+ 1)|" = (sen(m) + 1) — (sen(—m) + 1) = 0.

—T

Notemos que para aplicar la Regla de Barrow es requisito que f sea una funcién continua. En el
caso mas general en que f es acotada y con un nimero finito de discontinuidades, podemos aplicar el

siguiente teorema:

Teorema 7.3.8. Sea f : [a,b] — R una funcion continua, y sea g : [a,b] — R tal que g(z) = f(z)

para todo x excepto quizds en un punto ¢ € [a, b]. Entonces

/abf(x) iz = /abg(x) da.

Demostracion. Notemos que la funcién h(z) = f(z) — g(z) cumple que h(z) = 0 excepto quizds en
c. Ademads podemos suponer que i(z) > 0, o de lo contrario tomamos —h. Basta probar que entonces
que f; h(z)dz = 0.

En efecto, en cualquier particion P de [a, b] habra a lo sumo dos subintervalos a los que pertenece

¢, y en cualquiera de ellos el valor infimo de h(x) serd 0. Luego

Luego, como f(z) = g(z) + h(z) para todo = € [a, b] se sigue que

/abf(x)d:cz/abg(x)der/abh(I)dx:/abg(@dx'

]

Si f :[a,b] — R escontinuay f(z) = g(x) para todo = € (a,b), también se cumple que
f;g(x) dr = fab f(z) dx. En efecto, tomamos ¢ € (a,b) y por el Teorema 7.3.8 y la propiedad de

aditividad de la integral resulta

/abg(x)dx:/acg(x)dx+/cbg(x)dx:/acf(x)dx+/cbf(x)dx:/abf(x)dx'


elvio
Rectángulo
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Si f es acotada y tiene un nimero finito de discontinuidades en [a, b], podemos tomar una particion
P ={a=cy,c,...,cxy = b} de modo que los puntos de discontinuidad sean elementos de P. Por la

propiedad de aditividad de la integral definida tenemos que

/ab f(a)de = / f(@) do + / Py — /b f(o)da.

Supongamos ahora que para cada subintervalo [cj_1, ¢x] existe una funcién continua f;, que coincide

con f en el intervalo abierto (c;_1, ¢x). Entonces, por el Teorema 7.3.8 tenemos que

bf(x)dxz lel(x)dm CQfg(x>dx+---+ b fn () dz.
[ seta= [ s [ /..

La importancia de esta formula es que para cada subintervalo es posible aplicar el Teorema Funda-

mental del Célculo y asi facilitar el cdlculo de la integral de f en [a, b].

Ejemplo 7.3.8. Sea f la funcién del Ejemplo 7.3.3:

—x si —1<z<1
f(x): rz+1 sil<z<?2

1 si2 <x <3,

Para calcular la integral ffl f(z) dz tomamos los intervalos [—1, 1], [1,2] y [2, 3]. As{ f coincide con
las funciones fi(x) = —z en (—1,1), con fo(x) =z + len (1,2) y con f5(z) = 1 en (2,3). Como

f1, f2'y f3 son continuas en los respectivos subintervalos cerrados, tenemos que
3 1 2 3 5 7
/ f(a:)da::/ (—x)dx+/ x+1daz+/ ldr =0+ -+ 1= ~.
—1 —1 1 2 2 2

Hemos visto los métodos de sustitucion y de integracion por partes para determinar la integral
indefinida de determinadas funciones. Estos métodos, junto con lo enunciado por el Segundo Teorema

Fundamental del Célculo justifican los siguientes enunciados.

7.3.5. Meétodo de sustitucion

Teorema 7.3.9 (Método de sustitucion para la integral definida). Sean f : [c,d] — Ry g : [a,b] —

e, d] tales que f'y g’ son continuas en su dominio. Entonces

9(b)
f(u) du.

g(a)

/ flg(2))g () de =
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En particular, si F' es una primitiva de f entonces

/ F(9(2))g (x) di = F(g(b)) — F(g(a).

Ejemplo 7.3.9. Calculemos la integral
/3 dzx
S (x+2)3%

u=x+2, du = dx,

Haciendo la sustituciéon

y teniendo en cuenta que u : [—1, 3] — [1, 5], tenemos que

/3 dv  (fduw L] /1 1\ 24
(@+23 W 22|, \B50 2/ 50

Ejemplo 7.3.10. Para calcular la integral

2
2
/ 2$ dx,
1 e +1

u=2*+1, du = 2z dx.

aplicamos la sustitucion

Observamos que u : [1,2] — [2, 5], y por lo tanto

202 ° 1
/ 5 ‘ dx:/ —du=1In(5) —In(2) =In (§)
1 o 41 5 U 2

7.3.6. Método de integracion por partes

Teorema 7.3.10. Sean f y g funciones diferenciables en [a, b] tales que 'y ¢’ tienen un niimero finito

de discontinuidades en [a, b]. Entonces

/ f@g@)de = f@)g@)| — / f(2)d (z) da
b
— (b)gd) — f(a)gla) - / f(2)d(x) da.

Ejemplo 7.3.11. Para calcular la integral definida

1
/ re’dx,
-1
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podemos aplicar integracion por partes tomando

u=uz, du=dz, dv=e"dx, v=e".

1 1 1
1

/xe”ﬁdx = /udv:xeﬂ_l—/ e’ dx

—1 —1 —1

= e— (—6_1) — e””|1_1 —e+e !l — (6—6_1) = -

Entonces

Ejemplo 7.3.12. Para calcular la integral definida
/ In(z) dz,
1

u=In(z), du = —dz, v=ux, dv=dx.

tomamos

Asi resulta:

7.4. Areas entre graficas de funciones

Si f es una funcidn no negativa, entonces la integral definida f; f(z) dx nos permite calcular el

area encerrada entre la grafica de f, el eje x y las dos rectas verticales t = a 'y x = b:

Si quisiéramos calcular el area encerrada por una funcién g negativa en [a, b], el eje x y las rectas

verticales x = a 'y x = b, podemos considerar f = —g y calcular

/abf(x) i — /ab —g(a) da.
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Figura 7.2: Area para ¢ negativa

Si ahora consideramos dos funciones f y g, acotadas y con un niimero finito de discontinuidades
de [a, b], y tales que f(x) > g(z) paratodo = € [a,b], tiene sentido calcular el drea encerrada entre

las gréficas de f y gy las rectas verticales © = a 'y x = b: ver Figura 7.3.

Figura 7.3: Area entre dos gréficas

Si f(x) > g(x) en [a,b] y ni f ni g cambian de signo, pueden ocurrir alguno de los siguientes

Casos:

1. Sig(x) > 0en [a, b], entonces el area entre las dos graficas es la diferencia entre el area bajo f

[ 1w [ swae= [ 10 gt v

2. Sig(x) <0y f(x) > 0, entonces el drea entre las dos gréficas es la suma del drea entre el eje

y el area bajo g:

xy fyelareaentreeleje xy g:
b b b
/ f(x) dx—l—/ (—g(z)) dx:/ f(x) — g(z)dx.

3. Si f(z) < 0, entonces el drea entre las dos graficas es la diferencia entre el drea comprendida

entreelejexy gyel dreaentreeleje vy f:

[ cownar— [y ar= [ 1) gioya
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Si f o g cambian de signo dentro del intervalo [a, b], podemos subdividir el intervalo en subintervalos
donde se verifiquen algunas de las tres propiedades y luego aplicar la propiedad aditiva de la integral
definida.

Definicion 7.4.1. Sean f y ¢ funciones acotadas y con un nimero finito de discontinuidades en el
intervalo [a, ], tales que g(x) < f(z) para todo = € [a, b]. Entonces el drea comprendida entre los

graficos de f y gy las rectas verticales © = a 'y x = b estd dada por

[ 1)~ ot

Ejemplo 7.4.1. Para calcular el drea encerrada entre las graficas de las funciones f(x) = 2%y g(z) =

§ y las rectas x = —1 y = 1, observamos que en el intervalo [—1, 1] se cumple que f(z) > g(x)

SRS B 11\ 2
. \3 3 8§ 8) 3

(ver Figura 7.4). Luego el area es igual a

1
l’4

8

1 3 3
2 .CE

lf(m)—g(x)dm:/ x —?dx:§

-1

-1

9

Figura 7.4: Areaentre f(x) = 2 y g(x) = 2°/3 en el intervalo [—1, 1]

En algunos casos puede ocurrir que las graficas de f y g se intersequen en dos o mas puntos. En tal
caso se considera a y b como los puntos donde f y g coinciden: f(a) = g(a)y f(b) = g(b). Veamos

el siguiente ejemplo:

Ejemplo 7.4.2. Para calcular el drea encerrada entre las graficas de las funciones f(x) = «z, g(z) =

z? — x, notamos que las gréficas de estas funciones se cortan en los puntos (0,0) y (2,2). Esto es,
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f(0) =¢g(0)y f(2) = g(2). Ademds, en el intervalo [0, 2] se cumple que f(z) > g(z). Entonces, el

area encerrada entre ambas gréficas es

2 3
2 T~ 2 8 4
/f da:—/o2x—x2dx:x2|0—§|0:4—§:§.

Figura 7.5: Areaentre f(z) = ry g(z) = 22 —

Ejemplo 7.4.3. Sean f(x) = sen(z) y g(x) = cos(x) en el intervalo [— 2%, 5] Entonces f(z) < g(x)

(
en [-3, 2]y g(z) < f(z) en [%, 2] Por lo tanto, el drea A encerrada por estas curvas en dicho

intervalo es:

s
Il

7/4 5m/4
cos(x) —sen(x)) dx sen(zx) — cos(z)) dx
/3ﬂ/4<<> (@) +/ﬂ/4< () - cos(a))
= (sen(z )—I—COS( ))|7i/347r/4+ (—Cos(aﬂ)—selrl(:r,’))ﬁ:/rﬁ4

= (V2= (-v2)) - ((-v2) - v2) = 4v2

fl@) = sin(z)
_sr § N
1 1
El

Figura 7.6: Area entre sen y cos

El siguiente ejemplo muestra el célculo del drea comprendida entre el grifico de tres funciones.
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Ejemplo 7.4.4. Consideremos las funciones f(z) = 22 — 1, g(x) = x + 1y h(z) = 1. Para calcular
el drea encerrada por las graficas observamos que f y ¢ se cortan en el punto (—1,0), g y h se cortan
en (0,1)y fy h se cortan en el punto (1/2, 1), Asi, para determinar el drea entre las tres curvas

25

2

1.5

0.5

IN)
w

Figura 7.7: Area entre tres funciones

calculamos el 4rea entre f y g en el intervalo [—1,0] y luego el 4rea entre g y & en el intervalo [0, v/2],
notando que la grifica de f queda por debajo de las graficas de g y h en ambos intervalos. El area

comprendida entre las tres graficas es entonces

/O(x+1)—(x2—1)d:c+/oﬂ1_(x2_1)dxz/

-1 -1
ZE2 1'3 0 ZES

— (o — o —

(7o 5)l+ (%)

0 V2
x+2—x2dx—|—/ 2 — 2?dr =
0

ﬁ:—(1—2+1>+<2f—§\/§>:g+é\/§.

0 2 3 3






