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10.

11.

12.

Sean A={2: neN}x[0,1], B=({:: neN}U{0})x[0,1] y C =BU{(x,0) :

0 <z < 1} con las topologias relativas de la usual de R2.
a) Dar las componentes conexas de A, By C.
b) Determinar si A, B y C son localmente conexos o arco-conexos.
c) (Existe f:]0,1] x [0,1] — X continua tal que f|y =id, para X = A, B o C?

. Probar que si B es un subconjunto no vacio, abierto, cerrado y conexo de un espacio

topoldgico X, entonces B es una componente conexa de X.

a) ;Es R?\ Q? arco-conexo en R??
b) Probar que (RxQ)U{(z,x) : x € R} es arco-conexo y no es localmente conexo.

.Sean X; = {(0,y) : =1 <y < 1}y Xy = {(z,sin(1/z)) : > 0}. Consideramos

X = X, UX, con la topologia relativa de R%2. Demostrar que X es un espacio conexo
ue no es arco-conexo ue X; v X5 son las componentes arco-conexas de X-
)

a) Probar que la unién finita de subconjuntos compactos de un espacio topolégico,
es compacta.

b) Dar varios ejemplos mostrando que la unién infinita de subconjuntos com-
pactos, puede no ser compacta, en diferentes espacios topoldgicos.

¢) ¢Los conjuntos QN [2,3] y {(—1)"/n:n € N} U{0} son compactos en R?

d) Sea {x,}nen una sucesién en R que converge a z. Probar que K = {z, : n €
N} U {z} es compacto.

a) Todo subconjunto compacto y no vacio de R tiene méximo y minimo.
b) Si f: X — R es continua y X es compacto, entonces f tiene maximo y
minimo en X.

. Una funcién f : (X,d) — (X',d’) entre espacios métricos se dice uniformemente

continua siV e > 03 9 > 0 tal que si d(x,y) < d, entonces d'(f(x), f(y)) < e. Probar
que si X es compacto y f es continua, entonces f es uniformemente continua.

a) Sea (X, 7) un espacio topoldgico, compacto y Ty. Probar que no existe ninguna
topologia 7/ menos fina que 7 tal que (X, 7’) sea Ts.

b) Sea (X, 7) un espacio topolégico, compacto y Ty. Probar que no existe ninguna
topologia 7 mas fina que 7 tal que (X, 7’) sea compacto.

. Probar que la imagen de un espacio localmente compacto por una funcién continua y

abierta es localmente compacta. Mostrar que esto deja de cumplirse si la funcién no
es abierta.

Probar que las proyecciones de un espacio producto []..; X; sobre cualquiera de sus

espacios coordenados son funciones abiertas.

iel

Sean { X };cr espacios topoldgicos, A; € X; y X = [],.; X; con la topologia producto.
a) Estudiar la relacién entre [[, AT v ([ [, 4:)°.
b) Estudiar la relacién entre ], 4; y [, A:-
c¢) Probar quesi X = X; x Xo y 4; C X;, entonces Fr(A; x Ay) = (Fr(4;) x Ay)U
(A} x Fr(A)).

Sea I = I;Uly con I; NI, = () y sean X;, con ¢ € I, espacios topoldgicos. Probar que:

a) [liey Xi (Hj611 Xj) x <Hj612 X;).
b) Si X; ~ Y, para todo 7, entonces Hiel X; ~ HieIYi'
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13. Sean X e Y espacios topolégicos y f: X — Y continua. Probar que:
a) X es Ty sii A ={(x,z): x € X} es cerrado en X x X.
b) SiY es Ts, entonces {(x, f(z)) : x € X} es cerrado en X x Y.

14. Sean X = R con la topologia usual, ¥ = R con la topologia discreta y Z = R con la
topologia generada por {[a,b) : a < b}.
a) Decidir si X x Y y X X Z son espacios Tq, Ni, Ny, separables, conexos, com-
pactos.
b) Calcular A;, A5y Fr(Aj) en X XY y X x Z para j = 1,2, donde A; =
[0,1] x [0,1] y Ay = (—=1,1) x Q.

15.8ea z € [[,., Xiy D = {x €llig; Xi:3JClfinitoyx; =2 Vig J}. Probar que
D es denso.



