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1. Introducciéon: Modelos

Para resolver problemas reales, necesitamos antes que nada plantear el
problema. Esto requiere frecuentemente, de un modelo fisico que involucra
conceptos tales como trayectoria, velocidad, fuerza, etc. Estos conceptos sue-
len estar relacionados por leyes fisicas que rigen su comportamiento, como
por ejemplo la Ley de Newton. Para poder trabajar con estos modelos efi-
cientemente, una forma es escribirlos en lenguaje mateméatico. Asi, las tra-
yectorias pasan a ser funciones, las velocidades, derivadas, y las fuerzas, cam-
pos vectoriales. En este mismo sentido, muchas leyes fisicas se convierten en
ecuaciones diferenciales.

Ley de Newtone~s F' = mi(t)

De esta forma, las ecuaciones diferenciales sirven para darnos un modelo
matematico de un problema (fisico, econémico, biolégico, etc).

En este curso se intentard por una parte, dar una idea del planteo del
problema fisico y su expresion como modelo matemaético en términos de ecua-
ciones diferenciales. Por otro lado, se mostrarédn algunas técnicas usadas en
la resolucion de dichas ecuaciones, como asi también, resultados teéricos que
nos permiten decidir sobre la existencia y unicidad de las soluciones.

2. Ecuaciones diferenciales

Comenzaremos por algunos ejemplos sencillos:
En primer afno, ya se encontraron con alguna que otra ecuacion diferencial
y la resolvieron sin problemas usando integracion:

Ejemplo 1. La trayectoria x(t) de un mdvil sujeto a la ley de gravedad
satisface la ecuacion



i(t) = —g
Integrando ambos miembros obtenemos

¢ ¢
/ Z(s)ds = / —gds
to to

#(t) — i(to) = —g(t — to)

St repetimos estos pasos una vez mas obtenemos:

y usando el TFC

2(t) — w(ty) — (ko) (t — to) = _QLQ%)Q

que describe la trayectoria como funcion de t. Notamos que la solucion de-
pende de la posicion y la velocidad en el momento inicial.

2.1. Campos direccionales

Dada una ecuacion del tipo & = f(¢, x) una herramienta que ayuda a tener
idea del comportamiento de su solucion es graficar el campo de direcciones
correspondiente. Esto se hace dibujando pequenos segmentos de recta en el
plano ¢,z en puntos de una grilla del plano de tal forma que en en el punto
(t;,x;) el segmento dibujado tiene pendiente f(¢;,z;). Este conjunto tiene la
propiedad que las soluciones del problema seran curvas cuyas tangentes en
los puntos de la grilla contienen a los segmentos graficados.

Otra manera de graficar un campo de direcciones, mas acorde al uso
manual, es tomando distintos valores de ¢ y graficando primero las curvas
de nivel f(x,y) = c¢. Una curva de este tipo se lama isoclina, ya que en
cada uno de sus puntos la pendiente de la recta tangente a la soluciéon de la
ecuacion diferencial que pasa por dicho punto es la misma (igual a ¢). Por
esta propiedad, una vez graficada la isoclina podemos cortarla con tantos
segmentos paralelos como queramos. Realizando esto para varios valores de
¢, tendremos una buena idea del campo de direcciones.

2.2. Meétodo de variables separables

Ejemplo 2. La ecuacion (t) = ax(t) con un pardmetro conveniente a des-
cribe el crecimiento de una poblacion x(t) de bacterias, con suficiente comida
Y espacio.



En este caso ya no se puede usar el truco de integrar ambos miembros, pe-
ro podemos reducir al caso anterior si suponemos que la solucién no se anula
(x(t) # 0Vt). Para esto, dividimos ambos miembros por z(t) y observamos
que

d log(x(t)) T
dt - 2(t)

Integrando entre ¢y y ¢t ambos miembros y usando el TFC, tenemos:

log z(t) — log x(ty) = a(t — to)

de donde resulta
(1) — palt—to)
x(to)

. Qué hubiera pasado si la poblaciéon era nula en el instante 47

En tal caso la derivada en ese instante serfa también 0 y tendriamos que
la funcién constante 0 es una soluciéon. Notemos que las soluciones obtenidas
antes no se anulan para ningun valor de t.

. Tenemos suficientes soluciones? Es decir, dada la condicién inicial:
(to, 7o), tenemos una solucion que cumpla que o = x(ty)?. En este caso la
solucion z(t) = zoe*) cumple con dichas condiciones.

. Habra otras soluciones? La existencia de distintas soluciones para un
mismo dato inicial x(fp) = z¢ es un tema crucial ya que un modelo que las
admita no nos permite distinguir cuales son las que resuelven nuestro proble-
ma real. Por esto es muy 1til un teorema que nos garantice la unicidad de las
soluciones en caso que las funciones que definen la ecuaciéon cumplan ciertos
requisitos. En este caso la poblaciéon en todo momento queda determinada
una vez que sabemos su valor en un tiempo ty.

3 es satisfecha por

21\3/2
y(t):{(gt) t>0

Ejemplo 3. La ecuacion i = x'/

0 t<0

y también por la funcion nula. Ambas se anulan en t = 0, por lo cual el
problema no tiene solucion unica si la condicion inicial es x(0) = 0.

La ecuacién diferencial ordinaria de primer orden més general es de
la forma:



G(t,z,) =0

donde G : D C R?® = R.
Consideraremos ahora el caso en que = puede despejarse en términos de
tyx:
#(t) = F(x(t),t)
En estos casos, podemos integrar ambos miembros entre ¢ty y ¢ y obtener una
ecuacion integral equivalente:

t
z(t) — z(ty) = / F(x(s),s)ds
to
Una diferencia es que la nueva ecuacion permite despejar z(t) como
t
x(t) = z(tp) +/ F(x(s),s)ds
to

El miembro de la derecha no se puede calcular sin conocer x(s), pero si en
lugar de x(s) usamos una aproximacion, por ejemplo z(s) = zo obtenemos
una nueva funcion y tiene sentido preguntarnos si es una mejor aproximacion.
Esto es, definimos una sucesion

¢
xn(t) = x(to) +/ F(x,-1(s),s)ds
to
y nos pregntamos si convergera a la solucion.

Ejemplo 4. & = ax con condicion inicial x(0) = 1
Aqui la ecuacion integral es x(t) = z(0) + fot ax(s)ds y la recurrencia
resulta

wa(t) =1+ /0 t a1 (s)ds

Si tomamos como primera aprozimacion xy(t) = x(0) = 1, tenemos
t
x1(t) = 1+/ ads =1+ at
0

' £)2
$2(t)=1+/ a(1+as)d3:1+at+%
0
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Usando induccion vemos que

=0
. P . t
Como se vio en Andlisis I, lim,,_,o, x,(t) = €*

2.3. Unicidad

Supongamos que en el ejemplo anterior hubiese otra solucion y(t) con
y(to) = xo, entonces esta satisfaria

y(t) = xo + /t ay(s)ds

to

Tendriamos entonces
t t t
2(t) — y(t)| = | / az(s)ds — / ay(s)ds| < / laz(s) — ay(s)|ds
to to to

y esto a su vez implica que

(8) = y(8)] < [¢ — to] mix az(s) — ay(s)

0,

Entonces si tomamos h que cumpla 0 < hla] < 1 y llamamos a = hla|
llegamos al siguiente absurdo:
max z(t) —y(t)| <a max x(s) —y(s
te[tofh,to+h}| (1) =yl = se[tofh,to+h}| (s) = y(s)l
Esta idea puede usarse para tratar el caso general. Para eso usaremos la
siguiente:

Definiciéon 5. Una funcion f(x,y) definida en un dominio D satisface la
condicion de Lipschitz con respecto a la variable y para la constante L, si
para cada x,y1, Yo tales que (x,y1), (x,ys) estan en D

|f(x,y1) - f(x,y2)| < L|y1 - y2|
El siguiente teorema sera demostrado més adelante.

Teorema 6. Sea f(t,y) una funcion continua y Lipschitz con respecto a la
variable y, en un rectdngulo a < t < b,c < y < d que contiene al punto
(to,yo). Entonces para algin h > 0 existe una funcion y = ¢(t) definida en
I = (to—h,to+h) C (a,b) con ¢(t) € (¢,d)Vt € I que es la unica solucion
de

y:f(tay)a y(tO):yO tel



3. Factor Integrante

Consideremos ahora una ecuacién de la forma:

dy

Iy +p(z)y = q(7)

Esta es el caso méas general de una ecuacion diferencial de primer orden li-
neal. Es lineal porque cada término es lineal en y o dy/dz. Si q(z) = 0 la
ecuacion es homogénea. Por ser lineal, la suma de soluciones del proble-
ma homogéneo es también una soluciéon y cualquier soluciéon del problema
no homogéneo es suma de una soluciéon particular mas alguna solucion del

problema homogéneo.

Esta ecuacion es muy importante para la fisica y puede resolverse de
manera exacta. Para esto se busca el llamado factor integrante p(z) tal

que

p(e) % payp(e)y = pl)a()

pueda rescribirse en la forma

(] = u()ale)

que puede resolverse integrando y da

)y = p(wo)yo + /gg p(s)q(s)ds

zo

Volviendo a la ecuacion (2) tenemos que debe cumplirse

u(x);l—i + Z—gy = p(z)q()

y comparando con (1) se tiene que p(x) debe satisfacer:

W ()

Que ya sabemos resolver separando las variables p y x:

() = plo)elo "™

(1)



Reemplazando (4) en (3) y despejando y se obtiene:

y = o ffop(s)dS(yO +/ (efzso p(t)dt)q(s)dS) (5)

zo
Vemos que en el caso homogéneo ¢(z) = 0y (5) se reduce a

y=yoe 07" (6)
El truco del factor integrante permite resolver todas la ecuaciones lineales
de primer orden. Esta técnica puede ser combinada con el cambio de varia-
bles para resolver muchas otras ecuaciones como por ejemplo la Ecuacion de
Bernouille:

y = p(x)y + q(x)y"

en el caso en que n # 1 Para resolverlo dividimos ambos miembros por y" y
llamamos V = 1/y"~! entonces tenemos que la ecuacién se transforma en:

V/
n—1

= p(x)V + q(x)

que podemos resolver por factor integrante.

El cambio de variables z = y/t permite resolver las ecuaciones y = f(t,y)
cuando f es homogénea, es decir , f(t,y) = F(y/t) si t # 0. En este caso
usando y' = 2t + z, la ecuacion se transforma en en

Z = %(F(z) —2)

que es del tipo de variables separables.

3.1. Ecuacion diferencial exacta

La ecuacién
dy  Plx,y

dx Q(r,y)

se suele escribir de la siguiente forma:

P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0



Esta ecuacion se dice exacta cuando el miembro de la izquierda es una dife-
rencial exacta, esto es, existe una funcion F'(x,y) tal que

OF oF
dF == —dx + —dy = P(z,y)dr + Q(x,y)d
o oy Y (z,y)dx + Q(x,y)dy
En tal caso, las curvas de nivel, F'(x,y) = ¢ son soluciones de la ecuacion.
Esto se ve usando el teorema de la funcién implicita que nos dice que si F’
es continuamente diferenciable y %—5(3:0, Yo) # 0 entonces existe una funcion

y(z) definida en un entorno de xq tal que F(x,y(x)) = F(zo,y0) v ademés

oF

@ — _ Oz

= T or

dx By
Si Py () son continuamente diferenciables, una condicién necesaria para que
la ecuacion sea exacta es que %—I; = %. Si esta condicién se cumple en un

dominio simplemente conexo D entonces la ecuacion es exacta en D.

Ejemplo 7. La ecuacion ydz+xdy = 0 es exacta pues Py = 1 = Q,, podemos
resolverla tomando

F(z,y) = /FgcderC(y)
= yr+C(y)

donde C(y) debe satisfacer C'(y) +x = F,, = x. Luego C(y) = c es constante
y las soluciones de la ecuacion son las curvas integrales de xy = ¢ o sea
hipérbolas.

A veces la ecuacion no es exacta pero multiplicando a Py ) por un factor
conveniente u(x,y) se vuelve exacta.
Por ejemplo
rydx + 2*dy = 0

no cumple P, = z # 2z = (), pero multiplicando por 1/x se transforma en
la ecuaciéon anterior.

4. La ecuacién de segundo orden

Como mencionamos al principio, la ley de Newton en mecénica se traduce
como )
d°x
m—— = F(t,r,)
dt
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Consideremos el caso del oscilador armoénico, en él la fuerza viene dada por
un multiplo del desplazamiento, o sea, F' = —kx. Tenemos en este caso una
ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes. Veremos varias formas
de resolver estos problemas.

Una forma es observar que las funciones sen(v/kt) y cos(v/kt) satisfacen la
ecuacion, como asi también todas sus combinaciones lineales. Esto tltimo es
consecuencia de que la ecuacion es lineal y homogénea. Tenemos asi muchas
soluciones. ;Quedan determinadas si establecemos que en ¢ = 0 deben tomar
un valor z,? La respuesta es no, ya que por ejemplo sen(vkt) y 2sen(vVkt)
toman el mismo valor en ¢ = 0.

En el caso de la ecuacion de segundo orden hacen falta dos datos para
tener unicidad y asi poder identificar la solucion. Una forma es establecer el
valor de la solucion y el de su derivada en t = ty. Esto se llama problema a
valores iniciales. Otra es establecer los valores que debe tomar la soluciéon en
dos momentos distintos tg y t1, que es un tipo de problema con condiciones
de contorno.

Por ahora usaremos el siguiente teorema que probaremos més adelante:

Teorema 8. Sea F(t,y,7y) una funcion continua con derivadas parciales res-
pecto a las variables y,y continuas, en un rectingulo a < t < b,c < y <
d,e < y < f que contiene al punto (to,yo,Yo). Entonces para algin h > 0
existe una funcion y = ¢(t) definida en I = (ty — h,to + h) C (a,b) con

o(t) € (c,d),p(t) € (e, f)Vt € I que es la unica solucion de

J=F(ty,9) ylto)=wo ylto) =y tel

En nuestro caso F(t,y,y) = —ky, satisface las condiciones y hay unicidad.
Aplicacion a formulas trigonométricas:
La funcion y(t) = sen(t+t) satisface la ecuacion § = —y con condiciones

y(0) = sen(ty),y(0) = cos(ty). Por otra parte la funcion cos(tg) sen(t) +
sen(ty) cos(t) también satisface la ecuacion y cumple las mismas condiciones.
Luego por la unicidad dada por el teorema deben coincidir en un entorno de
t=0.

Otra forma mas general de resolver ecuaciones diferenciales lineales a
coeficientes constantes es pasar a la ecuacion caracteristica del problema que
consiste en reemplazar las derivadas enésimas por potencias enésimas. En este
caso pasamos de md?z/dt* = —kx a la ecuaciéon polinomial ma? = —kx°, es



decir, ma? = —k. Asi obtenemos dos soluciones:

N L
m m

Tenemos entonces que las funciones e*?, definidas por

Mo (A)”
¢ _Z n!

n=0

también satisfacen la ecuacion, al menos formalmente. Mas adelante proba-
remos que la formula de la exponencial se extiende a los nimeros complejos
y permite definir una funcion infinitamente derivable (mas atun analitica).

Observacion: el método que acabamos de ver, se justifica pensando a
las soluciones de una ecuaciéon diferencial como el ntcleo de un operador di-
ferencial. En el caso de una ecuacion diferencial a coeficientes constantes, el
correspondiente operador es un polinomio en el operador D = % y ademaés
es una transformacion lineal en el espacio de funciones infinitamente diferen-
ciables. Por ejemplo, la ecuacion & — x = 0, puede verse como Lz = 0 donde
L es el operador diferencial de segundo orden:

el cual puede descomponerse como producto de dos operadores diferenciales
de primer orden:
L=ILLy=(D—-1)(D+1)

El nticleo de L contiene al nicleo de L; y al de Lo, asi resulta que e' y e™
son soluciones de Lix = 0 y Lox = 0 respectivamente y por lo tanto son
soluciones de Lz = 0.

Mas generalmente, si tenemos la ecuacion Lx = 0y L = p(D) con p un
polinomio de grado n tenemos :

t

Proposicion 9.
p(D)e™ = p(a)e™

Demostracion. D"e™ = D" 1De = D" lae® = a D" 'e®. Luego se sigue
por inducciéon que D"e* = "~ leot

Como p(D) es combinacion lineal de potencias de D y p(«) es la mis-
ma combinacion lineal, pero de potencias de «a. Se tiene la igualdad de la

proposicion. ]
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Corolario 10. Las exponenciales e’ con X\ raiz de p son soluciones del sis-
tema homogéneo p(D)x = 0

Aplicacion: Podemos aplicar nuevamente la unicidad de la solucién para
ver que al ser e solucién del problema §j = —y con condiciones iniciales
y(0) = 1, y(0) = 4, que también es satisfecho por y(t) = cos(t) + isen(t) se
tiene:

e = cos(t) + isen(t)

De hecho, esto concuerda con el siguiente calculo usando que i? = —1 y
que las series albsolutamente convergentes pueden ser sumadas de cualquier
forma.

[e.e]

_— M
<= Z n!
n=0
oo ) t2n OO ) t2n+1
= 2 @rgy 2 i) 2+ 11

n=0 0

= cos(t) +1i sen(t):

4.1. Caso en que la ecuacion caracteristica tiene raiz
doble

Analicemos el siguiente ejemplo que corresponde a un resorte con amor-

tiguacion:
y=29—-vy.
En este caso la ecuacion caracteristica es y? = 2y — 1 que tiene una raiz doble
A = 1. Podemos verificar que al igual que antes e’ es una solucién. Por otra
parte ! no es solucién si 1 # 1 y una solucién no alcanza para cubrir todas
las condiciones iniciales posibles. En los casos en que hay una raiz doble A de
la ecuacion caracteristica se verifica facilmente que y = te™ es también una
solucion ya que:
y:ekt+t6>\t y:2€)\t+t6>\t

Para una ecuacion de la forma 4 — 2ay + o = 0, se tendra que e y
te* son soluciones. Estas soluciones son linealmente independientes, esto es,
ninguna combinacién lineal no trivial de ellas puede ser la funcién nula.

e +epte =0Vt = ¢ =cy=0

11



Basta valuar en ¢ = 0 para ver que ¢; = 0 y derivando y valuando en ¢t = 0
se tiene ¢y = 0.

Resumiendo, la ecuacion lineal de segundo orden con coeficientes cons-
tantes tiene soluciones:

At

n o eMt 4 cpeM?t s las raices \; son distintas.

n ¢ eMt 4 eoteM?t sila raiz Ay es doble.

El hecho que no hay otras soluciones se prueba viendo que si y(t) es otra
solucion podemos resolver el sistema:

1 1 C1 o y(O)

A1 Ao C2 y(0)
y por unicidad se tendrd y(t) = c;eM? + cpe??! en caso de tener dos rafces
simples. En el caso de una raiz doble «, resolvemos:

10 a ) [ y0)
a 1 2 )\ y(0)
y por unicidad se tiene: y(t) = ce™ + coe™.
El problema de orden n tiene una solucién similar:

Teorema 11. Toda solucion de la ecuacion diferencial lineal de orden n a

coeficientes constantes
n—1

d" d’
LT SR
dtr 7 dti
§=0
es combinacion lineal de las soluciones /e con 0 < j < k;, donde \; son

las raices distintas de la ecuacion caracteristica y k; es su correspondiente
multiplicidad.

Demostracion. Primero verificaremos que #/e*! son soluciones para 0 < j <
k;. Para esto usamos la siguiente relacion:

Lema 12.
p(D)eu(t) = e*'p(D + a)u(t)

12



Demostracion. Usamos induccion, verificamos primero que vale para D:
De®u(t) = ae®u(t) + e Du(t) = e (D + a)u(t)
y luego que si vale para D"~ ! vale para D" ya que

D"eu(t) = DD" 'e*u(t)
= De™(D + a)" tu(t) por hipotesis inductiva
= (D +a)(D+ o) tu(t)
= (D +a)"u(t)

Luego vale para cualquier polinomio p(D) por ser combinacion lineal de po-
tencias de D. 0

Corolario 13. Si j < multiplicidad de X entonces p(D)tier =0.

Demostracion. Tomando u(t) = ¢/ en el lema, vemos que si p(D) = (D —\)",
tenemos ‘ A
p(D)N =MD+ XN= A" =0 sij<n
U

Proposicién 14. Toda familia de funciones {e*'t7};, es linealmente inde-
pendiente.

Demostracion. Debemos ver que la tnica combinacién lineal que da la fun-
cion idénticamente nula es la trivial. Esto puede escribirse también como:

Ze)‘ktpk(t) =0 = p,=0VEk
k

donde py son polinomios (combinaciones lineales de ¢/). Para esto usaremos
induccion en N = méx; gr pg. Si N = 0 el resultado es cierto pues la matriz
cuadrada (e/**) es de Vandermonde con e* # e si k # I.

Supongamos cierto para N y probemos para N + 1. Supongamos primero
que hay so6lo un polinomio de grado N + 1 digamos el p,,. En este caso
aplicamos D y tenemos:

D eMp(t) =0Vt = Y eM(D+ \)pr(t) =0Vt
k k

13



restando A, Y, e'py(t) = 0 a ambos miembros de esta dltima igualdad se
tiene e** Dpp, (t) 4 324 (D + M = Am)pi(t) = 0 pero

rg;éxgr(D + X — Am)pk < N > gr Dp,,

y por inducciéon debe ser Dp,, = 0, esto es, p,, es constante pero esto es
absurdo ya que grp,, = N +1 > 0. En caso de haber £ > 1 polinomios de
grado maximo se hace el mismo argumento y se reduce al caso con k — 1
polinomios de grado méaximo. O

Dada cualquier condicién inicial %
ficientes ¢; ; tales que > )" Zfl:_ol a1 jt7eMt satisfacen las condiciones iniciales.

Luego debido a la unicidad, toda otra solucién coincidira con estas en su
intervalo de definicién. La existencia de los ¢; ; se debe a que queda planteado
un sistema lineal de ecuaciones con determinante no nulo. O

= bj, 0 < j < n podemos hallar coe-

En nuestro ejemplo, queremos buscar una solucion con y(0) = by, y(0) =
bi. Por otra parte tenemos

bo = 00706'5 + co,ltet(O) = Co,0 bl = 60706t + 0071(6t + t@t)(O) = Co,0 + Co,1

De donde despejamos cog = by y co1 = by — by. Esto quiere decir que

y(t) = boet + (b1 — bo)t@t

es la solucién buscada.

4.2. El caso no homogéneo

Para resolver una ecuacion diferencial lineal no homogénea puede usarse
el método de variacion de los parametros. Este método consiste en tomar
una familia de soluciones generales p.ej., t/e* con 0 < j < k; y en lugar
de formar combinaciones lineales con coeficientes constantes ¢; ;, considerar
a estos como funciones de t. A la ecuacion original se agregan ecuaciones que
facilitan el calculo y se obtiene un sistema de ecuaciones en las funciones
c,;(t) del tipo que ya sabemos resolver.

Ejemplo 15. Consideremos la ecuacion

d?y
Pl +w’y = F(t) (8)

14



Sabemos que las soluciones del problema homogéneo son combinaciones li-
neales de coswt y senwt proponemos soluciones para el no homogéneo de la
forma y(t) = a(t) coswt + b(t) senwt. Derivando una vez tenemos:

g(t) = —a(t)wsenwt + b(t)wcoswt) + a(t) coswt + b(t) sen wt

Aqui hacemos a(t) coswt 4 b(t)senwt = 0 y derivamos nuevamente usando
esta condicion

j(t) = —w?(a(t) coswt 4 b(t) sen wt) — a(t)w sen wt + b(t)w cos wt)
Usando ahora la ecuacion original queda

a(t)wsenwt + b(t)wcoswt) = f(t)
—a(t) coswt + b(t)senwt = 0

Que una vez resuelto el sistema lineal queda

Q(t) = w lsenwtf(t)
b(t) = w 'coswtf(t)

que se resuelve por integracion.

Una familia muy importante de problemas del tipo anterior es cuando la
funcion es de la forma F(t) = ¢* donde a puede ser un numero complejo.
En tal caso podemos resolver la ecuacion (8) de la siguiente forma:

Proposicion 16. Dada la ecuacion p(D)x = e*, si « no es una raiz del

. . at ., .
polinomio p, entonces pe(a) es una solucion particular del problema no homo-

géneo.

Prueba: Notemos que De® = ae™ y mas generalmente se prueba facil-
mente usando induccién que

Entonces tenemos que

y se satisface la ecuacion.
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Ejemplo 17. Hallar las soluciones de la siguiente ecuacion:
i —1—2x = e cost

En este caso p(D) = D> — D —2 = (D —2)(D+1), ademds podemos escribir

el cost como la parte real de eIt por lo cual o = 1 + i Entonces una
. . L e(1+i)t e(1+i)t
solucion particular serd la parte real de PSR Para encontrar la

parte real, multiplicamos y dividimos por —1 + 21 y tenemos

(=14 2i)e'(cost +isent) (=14 2i)e'(cost + isent)

(=14+2i)(=1-27) 5

Por lo cual la parte real es:—e'(cost + 2sent)/5. Verificar que es solucion.

En el ejemplo anterior usamos una técnica muy importante que es la
complexificacién del problema: dada la ecuacion 4+ Ay + By = ¢, buscamos
soluciones complejas de la misma: y(t) = yi(t) + yo(t) donde y;,y2 son
funciones reales.

¥ = 9+
Ay = Ay +iAy,
By = By, +iBy>
j+Ay+ By = 1+ Ay + By, +i(y2 + Az + Bys)

En el caso en que A y B son reales se tiene que y(t) es solucion de
j+Aj+ By = e
si y solo si y1(t), yo(t) son soluciones de

Uy + Ayy + By, = Re{e™}
Uo + Atjp + Bys = Smie™}

5. Sistema lineal de ecuaciones diferenciales

Dada una ecuacion diferencial de orden n
d™y d"_ly dky dy
T dg—T L tagy =0
dtn T n din—'n i W ek War ™Y

16



Podemos definir nuevas variables yo = y,y1 = v, ..

estas variables satisfacen las siguientes ecuaciones:

Yo = U1
Y1 = Yo
. d™y
Yn—1 = ar = —(an-1Yn—1+ -+ agyr +

Esto puede ponerse en términos matriciales como:

Y =AY Y = (yo, 1, ... Yn_

donde
0 1 0
0 0 1
A= : o
0 0o ... 0
—ag —Qy ... —Qp_o

- Yn—1 = y™ 1 entonces

o+ a1y1 + aoYo)

)7

1

—Qp—1

Una forma de resolver este sistema es buscar soluciones de la forma Y (t) =
e~z donde z es un vector de R™. En tal caso tenemos

Y =ae®z y AY = Ae®z = e Az

dividiendo por e* tenemos az = Az. Esta ecuacion se estudia en algebra
lineal y se llama problema de autovectores y autovalores. Fijado a s6lo hay
que resolver un problema lineal. S6lo para un conjunto finito de posibles

a existe una solucion z # 0. Esto se debe a que

en tal caso el nicleo de

A —al es no trivial y esto ocurre si y s6lo si su determinante es 0. Como este
determinante es un polinomio de grado n en « esto solo puede ocurrir para a
lo sumo n valores distintos de «.. Aqui hemos usado que el sistema Az = az
es lo mismo que Az = alz y podemos restar a ambos miembros alz y sacar

factor comin z obteniendo (A — al)z = 0.
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6. Comportamiento de las soluciones de un sis-
tema lineal con coeficientes constantes

Ejemplo 18. Veamos como se modela la evolucion del presupuesto de de-
fensa de dos naciones rivales. Podemos proponer un modelo de la forma:

/

r = axr+by
y = cx+dy

Segin los valores de los parametros a, b, ¢, d que se tomen, obtendremos
distintos comportamientos. En realidad el comportamiento quedaréa determi-
nado por los valores de a + b y ad — be, que son los coeficientes del polinomio
caracteristico correspondiente.

Ejemplo 19. Caso a = 1,b = 2,¢c = —1,d = 4 en este caso el polinomio
caracteristico es N> — 5\ + 6 = 0 el cual tiene raices 2 y 3. Buscamos los
correspondientes autovectores vy y v3 resolviendo

2 = laz+2y

2y = —lox+4y

v = lo+2y
Jy = —lx+4y

De donde obtenemos va = (1, 3)" yvs = (1,1)" Las soluciones son de la forma

x _ 1 2t 1 3t
(3)=el(3)erely)e

Para graficar las soluciones conviene comenzar con los casos particulares
c1 = 0,c0 = 1 y ¢y = £1,c0 = 0 En estos casos las correspondientes
trayectorias de las soluciones son las semirrectas {tvs }i=o, {tvs}i<0, {tvs}iso
y {tvs}i<o. Para otros valores de ¢ y ca vemos que para valores de t grandes

1 62t+02 ! e3t = 1 } e*t+02 1 et ~ Co 1 e3t
1 5 1 1

N[ =



En este caso el equilibrio es un sumidero, toda soluciéon cercana al origen
evoluciona hacia el origen.

Ejemplo 20. Caso a = 1,0 = 2,¢ = 4,d = 3 en este caso el polinomio
caracteristico es \2 — 4\ — 5 = 0 el cual tiene raices 1 y -5. Buscamos los
correspondientes autovectores vy y v_5 resolviendo

T+ 2y
= 4dxr+ 3y

—br = x+2
by = 4z + 3y

De donde obtenemos vy = (1,0)" y v_5 = (1,—3)" Las soluciones son de la

forma
S P B +c LY e
y ) P\ o 2\ -3

Para graficar las soluciones conviene comenzar con los casos particulares
c1 = 0,c0 = 1 y ¢y = £1,c0 = 0 En estos casos las correspondientes
trayectorias de las soluciones son las semirrectas {tvy }4=0, {tv1 }i<0, {tv_5}i=0
y {tv_s}i<o. Para otros valores de c¢1 y ¢y vemos que para valores de t grandes

1 1 1
cl<0)et+02<_3>e5t~02<0)et

En cambio para valores de t muy negativos tenemos

1 1 1
cl<0)et+02<_3)6_5t~01<_3)e_5t

En este caso el equilibrio es un punto de silla, toda solucion cercana al origen
puede evolucionar hacia el infinito o hacia el origen.

Si tomamos los ejemplos dados por las matrices opuestas a los considera-
dos, obtendremos las mismas trayectorias pero recorridas en sentido inverso.
En el primer caso tendremos un nodo fuente, ya que toda soluciéon evolu-
cionard hacia el infinito. En el segundo caso serd un nodo silla. Un caso
esencialmente distinto es el siguiente:
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Ejemplo 21. Caso a = —1/2,b = 1,¢ = —1,d = —1/2 en este caso el
polinomio caracteristico es \> + 1\ +5/4 = 0 el cual tiene raices —1/2 % .
Buscamos los correspondientes autovectores vy y v_ resolviendo

(=1/2+i)x = —1/2x+y

(—1/2+i)y = —z—1/2
Y

(—1/2—i)z = —1/2z+y

(~1/2- i)y = —a—1/2y
De donde obtenemos vy = (1,i)! y v_ = (1, —14)" Las soluciones son de la
forma

< x ) — ¢ < 1 )6(1/2+i)t + ey ( 1} ) o(—1/2=0)t
Y 1 —1

En este caso no hay trayectorias rectilineas en el plano real. La parte
real y la imaginaria de v,e(=Y/2t9 son soluciones que se pueden escribir
como e /% (cost, —sent)” y e V/?(sent,cost)?. Estas son espirales, como
asi también cualquiera de sus combinaciones lineales.

6.1. Caso de autovalores repetidos

Coémo hallar dos soluciones independientes cuando tenemos una raiz doble
del polinomio caracteristico sin un par de autovectores independientes.

Si el autovalor es 0, sea v un autovector y u tal que Au = v entonces
x = u+ tv es solucion ya que 2’ = vy A(u+ tv) = Au = v. Si el autovalor
es A con autoector v consideramos la matriz B = A — Al que tiene autovalor
cero con autovector v por lo visto y = u + tv resuelve el problema y' = By
luego & = ey cumple 2’ = A\ + eMv y Az = e*(v + \y) que son iguales!

2

Ejemplo 22. Sea A = < 0 2

) tiene autovalor 2 con autovector (1,0)7,

consideramos B = A — 21 = < 8 (1) ) y resolvemos Bu = < (1] ) Ast

obtenemos u = (0,1)T y tomamos

:c(t):e%(i).
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Podemos verificar que x es solucion del sistema:

o' =2e*(t, )T + e*(1,0)" = e* (2t + 1,2)" = Ax.

Notemos que podriamos haber tomado como solucion del sistema u + av
para cualquier a ya que v esta en el nicleo de B pero esto solo hubiera agre-
gado a la solucion obtenida un miltiplo de la solucion e*v que ya teniamos.

6.2. La férmula exponencial de la solucién general

Consideremos el sistema X’ = AX con A una matriz constante n X n y
X una matriz n X n cuyos coeficientes son funciones de t. Para matrices vale
la regla de Leibniz para derivar el producto:

(AX) = AX + AX' = AX'
En la segunda igualdad usamos que la derivada de una matriz constante es
0. Si anadimos la condicion inicial X (0) = I, donde [ es la matriz identidad,
podemos intentar resolver el caso general por aproximaciones sucesivas, de

la misma forma que para n = 1.
Transformamos la ecuacion X’ = AX en la ecuacion integral

X(t) = X(0)+ /t AX(s)ds
0

y definimos la recurrencia

X,(t) =1+ /t AX,_1(s)ds

0

Si tomamos como primera aproximacion Xo(t) = X (0) = I, tenemos

X (¢) :[—l—/tAds:[—l—At

0

t
Ag(t):I+/ A(1+As)ds:1+At+@
0

Usando induccién vemos que




Esta es una sucesion de sumas de matrices y para ver su convergencia,
usaremos la norma de matrices que corresponde a pensarlas como vectores
n? . 2 _ 2
de R™, esto es: |[(zi|[* = X, ; [wi5]%.
Recordemos dos propiedades muy importantes de esta norma

Lema 23. St X,Y son dos matrices n X n

|X + Y]]
|| XY]]

X[+ (Y] (9)

<
< [IXIIIYT- (10)

Demostracion. La primera inecuacion es la desigualdad triangular en R™.
Para la segunda definamos f* = la i-ésima fila de X y c}/ la j-ésima columna
de Y. Entonces por la desigualdad de Schwartz en R"

| < > < A

< fX > < (AR
2

1<i.j<n 1<i.j<n
Yool P < YR Y e 1P
1<i.j<n 1<i<n 1<i<n

XY < [IXIPYP

O

0o || At[[*
k=0 Kl

Ahora bien, como la serie e/l4l = $7 converge, para todo € > 0

se puede encontrar un NN tal que

(e}

=1 || At||*
Z” P ce vmsn

k=m

En conclusion et = >°7° 0 k, define una funcién de R en R™ que

satisface la ecuacion diferencial X' = AX, con condicién inicial X = I.
Una vez probada la unicidad de las soluciones para sistemas lineales,
podemos probar la siguiente

Proposicion 24. Dadas dos matricesnxn, A y B que satisfacen AB = BA

6(A—f—B)t _ 6AteBt Vit cR
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Demostracion: Veamos que ambas son soluciones del sistema Y = (A +
B)Y con condicion inicial Y (0) = I. derivando el miembro de la izquierda
tenemos Y = (A + B)e B! mientras que el de la derecha nos da Y =
AeAteBt 4+ At BePt usando la conmutatividad de A v B se tiene

AeAteBt | AtBeBt — AeAteBt | BeAteBt — (4 1 B)eAteBt

como ambas satisfacen la misma ecuaciéon diferencial y el valor en ¢ = 0 es el
mismo (= I), se tiene la igualdad para todo tiempo t.

Corolario 25. Para toda matrizn x n, A, se tiene que e

<€A>71 — efA

es tnversible y

Demostracion. Notar que A conmuta con —A y entonces

A-A _ A _—A

I=e"=¢ e‘e

Corolario 26. Para toda matriz n x n, A, se tiene que det et > 0 Vt.

Demostracion. La funcion det e4* no se anula nunca por el corolario anterior
y es continua ya que det es una funcién polinomial y et es derivable. Como
para t = 0 vale 1 debe ser positiva para todo t. O

Definicion 27. La matriz fundamental del sistema Y’ = AY con condiciones
imiciales en ty es una matriz cuyas columnas son soluciones de la ecuacion y
ent =ty es igual a la identidad.

A(tfto

Corolario 28. La matriz e ) es la matriz fundamental del sistema.

Teniendo la matriz fundamental es muy sencillo resolver el problema y' =
Ay con condiciones iniciales y(0) = yo. La solucion debe ser una combinacion
lineal de las columnas de e4*. Es decir que puede escribirse como y = eftc
donde ¢ es el vector de coordenadas c;. Para averiguar cuél es el ¢ que se
necesita, valuamos en ¢ = 0 y obtenemos y(0) = e*%c = Ic = c. Es decir que
debemos tomar la combinacién lineal que viene dada por las coordenadas de

la condicion inicial yp.

Corolario 29. La solucion del problema y' = Ay con condiciones iniciales
y(to) = yo viene dada por

y(t) = ey,
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6.3. Calculo de et

Un caso en que es sencillo calcular e4* es cuando A es diagonal . En este
caso todas las potencias son diagonales y la serie es una matriz diagonal
donde los elementos de la diagonal vienen dados por e%i?,

et () 0

0 0 eonnt
Si la matriz A fuese diagonalizable, es decir que existe una matriz inversible
P (de cambio de base) tal que D = P~*AP es diagonal podemos usar que

-1 _
eAt _ 6PDP t__ PeDtP 1

para calcular la exponencial de A. Otro caso en que puede calcularse facil-
mente es cuando la matriz A cumple A7 = 0 con j pequefio, ya que en tal
caso so6lo contribuyen a la serie los primeros j términos y las coordenadas de
eA? resultan polinomios.

Un teorema muy famoso del algebra lineal atribuido a Jordan dice que
toda matriz n x n A se puede descomponer como suma de una matriz dia-
gonalizable Sy una matriz nilpotente N (N™ = 0) que conmutan entre si.

A=S+N SN =NS.

Asi tendriamos una forma de calcular la exponencial, pero encontrar la des-
composicion de A implica resolver el problema de autovectores y autovalores
de A. En el caso de matrices 2 x 2 es posible calcularla usando la féormula

A? = AtrA — I det A
Si consideramos el caso en que trA = 0y det A # 0, podemos escribir
A _ N (A"
© T kz Kl
=0

_ i (At)% +Ai A2kt2k+1

£~ 2! £~ 2k + 1!

2. (— det A)kg2* 2. (— det A)kg2kt1
= ~ T4+ A

]; o kz 2h+ 11

senh v —det At
= hv—det At)I + A
(cos e ) =
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En caso que det A = 0 = trA se tiene e = I + tA.
Si trA # 0 tomamos B = A — %I que tiene traza nula y podemos
calcular entonces e por la féormula y luego

oAt — BT _ Bt AT Bt
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6.4. Variacion de los parametros

Para resolver ' = Az + r(t) con condiciones iniciales z(ty) = zo pro-
ponemos = = eA0)¢(t) entonces 2/ = AeAtt0)c 4 eAl0) /tenemos que
resolver r(t) = eAt=%)¢/ con condiciones iniciales c(ty) = o de donde ¢/ =
e~ At=10)r(¢) o bien ¢ = o + ft’; e~ Al=t)r(s)ds Luego una solucién particular
del problema es :

t
z(t) = etz 4 eAt/ e 51 (s)ds

to

7. Transformada de Laplace

Veremos ahora un método para resolver el problema no-homogéneo de
una ED lineal con coeficientes constantes con condiciones iniciales.

p(D)y = ft) yP(0) =y 0<k<grp

Para este método necesitamos la nocion de transformada. A diferencia de
un operador que manda funciones en funciones de la misma variable, una
transformada manda funciones en funciones de otra variable.

Ejemplo 30. Las sucesiones {a,}:°, pueden pensarse como funciones a :
Ng — R y a cada una de ellas podemos asociarle una funcion A : R — R
definida por

[e.e]
A(z) = E anx"
n=0
Por ejemplo, si {a,}32, es la sucesion constante 1 tenemos

1
1—=zx

an:1VnwA(x):Z:c": 0<z<1
n=0

La transformada de Laplace viene a ser un anélogo continuo de esto. Para
ello debemos reemplazar {a, }5°, por una funciéon f : R — R y la suma por
una integral entonces tendremos:

F0) = Plo) = [ pioata
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en realidad para entender mejor la formula conviene escribir a x' como

et v tomar 0 < = < 1 para que tenga sentido integrar. Si llamamos
s=—Inz, 0<s< ooy tenemos la Transformada de Laplace:

[t~ F(s)= [ f)ear

t=0

También la denotaremos por L( f ft ot Je~stdt. Veamos algunos ejem-
plos:
Ejemplo 31. Si f(t) = 1 = [Z, f)estdt = [Z e *tdt = limp_o =5—
limy o = = 1
Ejemplo 32. Si f(t) = e*h(t) =[5, f(t)e~stdt = [ = e®h(t)e *'dt =

[ 2 h(t)e™m)idt = H(s — a)
Asi por ejemplo la transformada de e® es L(e™1)(s) = L(1)(s—a) = —=.

sS—a
Para qué funciones estd definida la transformada de Laplace? Las si-
guientes condiciones garantizan que L(f(t)) esta definida para s > a:

Proposicion 33. S f satisface:

1. f es continua a trozos.

2. Existen constantes a, K y M tales que
If()| < Ke™ Vt>M

Entonces L(f(t)) estd definida para s > a.

Para resolver un problema del tipo y” +ay’+by = f(t) la idea es aplicarle
la transformada a ambos miembros. Para ello necesitamos saber como es la
transformada de y®) en términos de la transformada de y.

Proposicién 34.
L(f'(t))(s) = sLIf (1)) — [(0)

Demostracion. Integrando por partes se tiene:

C(F D)) = / T petat

— t —st t oo / f —stdt

= —f(0)+s f(t)e*stdt

t=0

= sL(f(t) — f(0)
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Aplicando dos veces la regla se tiene:
Corolario 35.
L(f"(1)(s) = sL(f'(t)) = f'(0) = s*L(f(t)) — sf(0) — f'(0)
Ejemplo 36. Si f(t) =t sL(f)— f(0) =L(f) =L(1) =1. Luego

Ahora podemos ver en que se transforma el problema y” + ay’ + by =
f(t) y(0)=1wyo ¢'(0)=y;. Transformando tenemos

Y (s) = syo — y1 — alsY (s) — o) + Y (s) = F(s)

Esta es una ecuacion algebraica en Y !l Observemos también la necesidad de
incluir las condiciones iniciales. Una vez despejado Y debemos saber como
invertir la transformada, esto es dada F'(s) encontrar f(t).

Ejemplo 37. Resolver
y' =2 +y=e" y(0)=0 y(0)=1

Primero transformamos en

1
sV (s) = syo —y1 — 2(sY (s) — o) + Y (5) =
s+1
Despejamos Y (s):
1+ =
Y — s+1
(5) s2—2s+1
La solucion serd una y(t) tal que su transformada sea ﬁéﬂ)

Para resolver los problemas deberemos saber como invertir la transforma-
da, esto es dada Y'(s) encontrar f(t) tal que L(y(t))(s) = Y (s) . Para esto es
muy util la descomposicion en fracciones simples. En nuestro caso debemos
encontrar constantes A, B 'y C' tales que:

s+ 2 A B C

GADG—17 (=17 s-1 ' s+1
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Asi la solucién buscada seré
Ae't + Be! + Ce ™,

Para encontrar A, B 'y C multiplicamos por(s — 1)? y tomamos limite para
s — 1 tenemos 3/2 = A. Multiplicando por s + 1 y tomando limite para
s — —1 tenemos 1/4 = C. Finalmente valuando en s = 0 tenemos 2 =
3/2— B+ 1/4 de donde B = 1/4.Por lo tanto la solucién es

3 1 1
§6tt + Zet + Ze_t.

7.1. La funciéon de transferencia

Dada una ecuacion diferencial lineal no homogénea, por ejemplo

Y +ay +by = f(t)

con condiciones iniciales y(0) = vy, ¥'(0) = y;, aplicamos el método de
Laplace y obtenemos la ecuacion:

s2Y (s) — syo — y1 + asY (s) — ayo + bY (s) = F(s)
despejando tenemos

(s +a)yo+u F(s)

Y =
(5) s2+as+b s2+as+b

Llamamos H(s) = (s* + as + b)~! y tenemos
y(t) = L=1(y(t)) = L7 (H(s)(s + a)yo +y1)) + L7 (H(s)F(s))

Notemos que y"(t) = L7 (H(s)(s + a)yo + v1)) es una soluciéon del problema
homogéneo que satisface las condiciones iniciales y por otra parte y"(t) =
L7Y(H(s)F(s)), es una solucién del problema no homogéneo con condiciones
iniciales yp = 0 = y;.

La funcion H(s) se llama funciéon de transferencia y puede verse que
h(t) = L7Y(H(s)) es la respuesta del sistema a un impulso unidad aplicado
en t =0, por lo cual h(t) se llama respuesta a impulso.
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7.2. La convolucion de funciones

En la seccién anterior vimos que es conveniente saber invertir un producto
de transformadas esto es, dados L(g(t)) y L(h(t)), queremos encontrar f(t)

tal que L(f(t)) = L(g(1))L(h(1)).

Ejercicio 38. Encontrar {c,} en funcion de {a,} y{b,} tal que

Z cpx’t = Z anx" Z b,z"

n>0 n>0 n>0
El andlogo continuo es muy parecido.

Proposicion 39. Si G(s) = L(g(t)) y H(s) = L(h(t)) existen para s > a >
0, entonces se cumple

donde .
£(t) = / g(u)h(t — u)du.

La funcion f(t) se llama convolucion de g y h.

Demostracion.

co)e = [ / GOh(t — u)du)e*dt

= / / g(u)h(t —u)e *'dtdu v=1t—u
0
= / / g(u v)es“ﬂdvdu
0

g(u s”du/ h(v)e **dv
0
(s)H

8

[e=]

Il
S~
3

I
)

O

La convolucion de funciones satisface reglas similares a las de un producto,
por lo cual se lo llama producto de convolucion y se lo denota por gxh. Puede
verse que es conmutativo y distributivo respecto a la suma de funciones.
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7.3. Forma de pensar la convolucién: Problema de los
desechos radiactivos

Una fabrica o planta nuclear produce residuos nucleares y los va acumu-
lando en un basurero. Hay una funciéon f(t), que da la velocidad con que se
producen los desechos, esto es dados dos tiempos t; y t5 con intervalo 6t lo
desechado es aproximadamente d(t) ~ f(t)dt

El problema es el siguiente: si se comienza a contar en ¢ = 0 jcuanto
desecho se acumula al cabo de un tiempo ¢?.

Debemos tomar en cuenta que segin la ley de decaimiento radiactivo, lo
que queda de una cantidad inicial Ay al cabo de un tiempo t es Age .

Si dividimos el intervalo [0,¢] en n subintervalos de longitud Au = t/n
con nodos uq,...,u, la cantidad desechada en el i-ésimo intervalo es aproxi-
madamente f(u;)Au

Al pasar un tiempo ¢ quedara:

f(ug)(Auje )

(por el tiempo que estuvo en la pila).
Sumando sobre ¢ tendremos la cantidad D(t), acumulada en el tiempo ¢

= Z f(ui)e_k(t_“i)Au
i=1

Cuando Awu tiende a 0 la cantidad tiende a

/t f(u)e_k(t_“)du = f(t)x e H
0

Esto es la convoluciéon de la velocidad de producciéon de residuos por la tasa
de decaimiento radiactivo del mismo.
Si no hubiese decaimiento (k = 0) tendriamos

1= [ o

que es la ley de acumulacién cuando se conoce la tasa de produccién.

En el caso en que lo acumulado tendiera a crecer linealmente con el tiempo
en lugar de decaer, tendriamos: f(t) x ¢ Por ejemplo esto podria dar el peso
acumulado por la produccién en una granja avicola. Se producen pollitos a
una cierta tasa y el peso de estos crece linealmente con el tiempo.

31



Ejemplo 40. Sabemos que L(1) = 1/s t L(e') = 1/(s — 1) ;Cudl serd la
inversa de 1/(s(s —1))?.
S calculamos la convolucion:

t
et*lz/ eldu = e"["=h = -1+ €'
0

También habriamos podido calcular la inversa descomponiendo en frac-

ciones simples:
1 1 1

s(s—1) _g+ s—1
de donde L7Y(1/)s(s —1))) = —1 + €.

7.4. Funciones de escaléon y la inversa de la transforma-
da de Laplace

Al estar definida mediante una integral la transformada de Laplace se
comporta bien con respecto a funciones no muy discontinuas como lo son
las funciones de escaléon. Estas son funciones que toman un niimero finito de
valores y son discontinuas en un niimero finito de puntos (o méas generalmente
en un conjunto discreto de puntos).

La funcion bésica u(t) a partir de la cual el resto puede escribirse como
combinacion lineal de traslaciones de u(t) es la llamada funcion de Heaviside:

u(t):{o sit<0

1 sit>0

Notemos que la transformada de Laplace de u(t) es 1/s para s > 0 idéntica
a la transformada de la funcion constante 1. Esto pone en evidencia que los
valores que toma f(t) para t < 0 no son tomados en cuenta por la transfor-
mada de Laplace y por lo tanto no hay posibilidades de que una inversa los
recupere. Para evitar problemas de definiciéon de la inversa tomaremos

L7 (F(s) = u(t)f(1)

donde f(t) es cualquier funcion cuya transformada es F'(s) y u es la funciéon
de Heaviside.

Notacion: denotaremos con u, a la trasladada de u por ¢, esto es, u.(t) =
u(t — ¢). Vale 0 antes de t = ¢ y 1 después.
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La transformada de u, con ¢ > 0 se calcula facilmente:

cohanzié eswxwﬁ:i/ estdt = &

S
Mas generalmente tenemos

Teorema 41. Si F(s) = L£(f(t)) existe para s > a >0 y ¢ > 0 entonces
Luc(t)f(t —c)) = e “L(f(t)) = e F(s)
Reciprocamente si f(t) = L71(F(s)) entonces
ue(t)f(t —c) = L7 (e F(s))

Demostracion. Ejercicio para el lector. O

Ejemplo 42. Encuentre la transformada inversa de F(s) = 2’§;3t

Sabemos que L(t) = % y por el teorema anterior e~ /s* es la transfor-
mada de uz(t)(t — 3) luego usando linealidad tenemos

F(t) = L7(F(s)) = 2t — us(t)(t — 3).

Esto se puede escribir también como:

ft) =

2t si0<t<3
t+3 sit>3

8. Series de Fourier

Supongamos que tenemos una ecuacion lineal a coeficientes constantes
y consideramos el problema no homogéneo, por ejemplo y"” +y = f(t), ya
hemos visto como resolverlo en el caso en que f(t) = sen At o f(t) = cos A\t
con soluciones y3, y§ respectivamente. Si f(¢) fuese una combinacion lineal
de funciones de la forma sen Ayt y cos A\it podriamos resolver el problema
usando el principio de superposicion: La combinacion lineal

y(t) = awys, + Y by,
k k
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serd solucion del problema

y' 4y = Zak sen A\t + Zbk cos A\t
k k

El anélisis de Fourier trata sobre cuales funciones pueden escribirse de esta
forma como se calculan los coeficientes ay y bg.

Para simplificar tomaremos A\, = k£ k € Nj. Supondremos que f(t)
puede descomponerse como serie de la forma:

f(t) :a0+Zaksenkt+Zbkcoskt
k=1 k=1

y trataremos de encontrar los ay y bx. Esto es similar al problema de algebra
lineal que consiste en encontrar los coeficientes ¢; que permiten expresar a
un vector v como combinacién de elementos de una familia w;. Recordemos
que si los w; no generan el espacio el problema puede no tener solucién. Por
otra parte si los w; no son linealmente independientes la solucién en caso de
existir no sera tnica. Un caso en que uno se asegura la independencia lineal
y puede hallar facilmente los ¢; es cuando los w; son no nulos y ortogonales
entre si con respecto a un producto escalar <, >. En tal caso los ¢; vienen

dados por
< v,w; >
g = ————

< Ww;, w; >
En nuestro caso podremos hacer exactamente lo mismo una vez que probemos
el siguiente

Teorema 43. Las funciones {cosnt}>2 . {sennt}°, son ortogonales entre
st respecto al producto escalar

< f000) >= [ foear

Ademds |" cos?ntdt = [" sen®ntdt = 7w para todo n > 0
—T —T

Demostracion. Daremos una demostracion que usa el hecho que las funciones
cosnt y sennt satisfacen la ecuacion diferencial y” 4+ n?y = 0. Sea u, una
solucién de dicha ecuacién y v, una solucién de y” + m?y = 0 con n? # m?

entonces . .
/ N2y (t) 0, (1) dt = —/ U dt

—Tr —Tr
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pero integrando por parte tenemos:

m ™

" o ’ ™ ’or

—/ Uy Uy dt = —unvm|_7r+/ w, v dt
—T —T

Ahora bien, —u! v,,|™.. se anula si v,, = senmt y también si u,, = cosnt,

méas aun, cuando u, = sennt y v, = cosmt tenemos que u, (m)v,,(7) =

ul (—m)vm(—7) v se tiene —u) vy, |". = 0 Luego

/n2un(t)vm(t)dt:/ u, vl dt

s —T

2 2

si hubiéramos comenzado con w,m*v,, y usdbamos v, = m=v,,:

™ ™

mQun(t)vm(t)dt:/ w,vr dt

—Tr —Tr

como supusimos m? # n? u, y v, deben ser ortogonales. Queda solo por

considerar el caso
4 T sen 2nt
/ senntcosntdt:/ 5 dt =0

—Tr —T

que queda como un simple ejercicio. O

Corolario 44. Si
ft) = % +;aksenkt+ ;bkcoskt

entonces

1 [7 1 [7
ay, = —/ f(t) cosntdt b, = —/ f(t) sinntdt
), TJ

Demostracion. Multiplicar ambos miembros por sinnt o cosnt e integrar
entre —m y 7. 0

Ejemplo 45. Consideremos la funcion

f(t):{l si —m<t<0

-1 si0O<t<m
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En este caso la funcion es impar por lo cual sélo debemos considerar los
términos correspondientes a sinnt, mds aun, para calcular los coeficientes
basta integrar entre 0 y m y multiplicar por 2. Tenemos entonces

2 [T 2 [T 9
= —/ f(t) sin ntdt = —/ sin ntdt = _(1 _ (_1)11)
TJo ™ Jo ™
La serie de Fourier queda entonces:

4 sin nt
DD

n impar

Nos preguntamos si la serie serd igual a la funciéon de la cual partimos.
Usaremos el siguiente teorema que no demostraremos:

Teorema 46. Si [ y f' son continuas a trozos (con un nimero finito de
discontinuidades en [—m.x]), y se cumple f(t) = f(t + 27) Vt € R se tiene

T - tH) + f(ty
§0+;aksenkt+;bkcoskt:w

donde e e
= —/ f(t)cosntdt b, = — f(t) sinntdt
TJ TJ .

fltg) = lim f(t) f(ty)= lim f(t)

t—to t>to t—to t<to

Otras formas en que podemos escribir la serie € + >°°  ajsenkt +

Y pey by cos kt.
Si tomamos by = % y escribimos (an,by) en coordenadas polares de tal
forma que (r, cos ¢, r, sin ¢,) := (an, b,) teneos la igualdad:

Z’T’nSIH kt + ¢r) = §0+Zaksenkt+2bkcoskt

. . ix —ix . ir_ ,—
Si usamos las formulas cos z = %, siny = <~

1T
y reemplazamos
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tenemos:

" 0o § 00 ) o ao > ekt _ p—ikt * ; eikt+€—ikt
5+;aksen t+; L COSkt = EJF;%TJFZ Ty

k=1
_ R T e S T
S
k=1 k=1
_ Z ckeikt
k=—o00
donde ¢;, = b’“*%, k>0yc, =c_ Vk.

Notemos que ™™ y ¢ son ortogonales en [—, 7] para m # n:

s
/ emMe™dt =0 m#n
Ejemplo 47. Aplicacion: Si tenemos un anillo con una distribucion inicial
de temperatura T'(x) jcdmo cambia con el tiempo?. Llamemos u(z,t) a la
distribucion de temperatura en el punto x en el instante t. Se sabe que u(x,t)
satisface la ecuacion del calor:

ou  Ju

ot 0x?
Para resolverla, planteamos una solucion de la forma

oo

u(zx,t) = Z cp(t)e?mike

k=—o00

asumiendo que la derivada de la serie es la serie de las derivadas tenemos se
debe cumplir que

i ack (t)e2m'kx i 82ck <t>€27rikm

2
fa ot fa Ox
Z C; (t)e2m'k:v _ Z — 42 kQCk <t>€2m‘km
k=—0oc0 k=—o00

De aqui obtenemos que ¢}, (t) = —4m2k?cy(t) por lo cual cx(t) = cx(0)e—4m2k?t.
Para determinar ¢(0) notamos que al valuar en t = 0 se obtiene

(e o]

T(x) = u(z,0) = Y cx(0)e*™*

k=—o00
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por lo cual

1
cx(0) :/ T(x)e ™ dy Yk e€Z
0

Entonces tenemos

(e o]

1
u(z, t) = Z (/ T(y)e_%““ydy)e—‘lﬂ%gte%rikw
0

k=—o00

que bajo ciertas hipotesis podemos escribir como:

[e.9]

1
u(a:,t) _ /O T(y)( Z 6727riky€f47r2k2t€27rikm>dy

k=—o0
00

1
_ / T(y)( Z 627rzlc(ac—y)6—47r k t)dy
0

= /0 T(y)g(x —y,t)dy

= Txg(x,t)

donde fxh(zx) = fol f()h(z—y)dy es el producto de convolucion y g(z,t) =
S e2mik(e—y) =47kt go [lama el nicleo de calor o la solucion fundamental
de la ecuacion del calor o la funcion de Green para la ecuacion del calor.

8.1. Transformada de Fourier

La extension del analisis de Fourier a funciones no periédicas se conoce
con el nombre de transformada de Fourier. Para esto vemos a una funciéon f
definida en toda la recta real como limite de funciones f; que coinciden con
f en el intervalo [—L, L] y se extienden peridédicamente fuera de él, es decir

fr(z+2L) = fr(z) Vo € R.

Asi tenemos que si f tiene derivada continua a trozos, la descomposicién

en serie de Fourier de fr, es

o0

fr= Z e’ T

k=—o00
donde
_1/Lf<>-“f’“yd
Ck—2L 7LLy6 Yy
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Definimos el espectro de frecuencias correspondiente a L que es el conjunto

{...-% - -2 0, Z, 2L’T, ?’L’T, b donde wip = 5T es la k-ésima frecuencia.
rk
Si definimos F f( f f fr(y)e "1 ¥dy tenemos que

= 1, [t -k -k
fulx) = ﬁ(/LfL(y)e"fydy)e’T

k=—00
%

1 r —iZk iZhy
- Z %(/ fu(y)e™ t¥dy)e™s ™ (wii1 — wi)
~L

k=—o00

Al hacer tender L a oo manteniendo & = * la serie Y ;0 Ff (%)ei%“f

aproxima a una suma parcial correspondiente a la integral

/_ FE)emde

s
LSG

y definiendo Ff (% f f1(y)e" ¥dy Tenemos que

Dada una fun(31 Fourler fue el primero en usar estas series para resolver
la ecuacion del calor y otras ecuaciones diferenciales. El suponia que toda
funciéon podia expresarse como serie de Fourier. Hubo varias demostraciones
falsas de este resultado hasta que Paul Du Bois. Reymond probé:

Teorema 48. (Du Bois- Reymond)Existe f : R — C continua y periddica
(de periodo 27) tal que limsup > ¢ f(k) = oo.

Sin embargo, los coeficientes determinan la funcion:

Teorema 49. (Fejér) Sea f : R — R continua y periddica (de periodo
n n+1—lk|
2m), entonces y ,_

i F(k)e*t converge puntualmente a f(t) en [—, 7
cuando n — 00.

Algunos resultados acerca de las convergencia de las series de Fourier:

Teorema 50. Sea f : R — R continua y periddica (de periodo 2m). Si
S | f (k)| converge entonces Y __ f(k)e™ converge uniformemente a f(t)
en [—m, ] cuando n — oo.

Teorema 51. Si >." |ax| converge entonces " ape™*
mente a una g(t) continua con §(k) = ay.

converge uniforme-
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Teorema 52. Sea f : R — R continua y periddica (de periodo 27). Si.
Y% |k f(E)| converge entonces f es continuamente diferenciable y > 7 _ ik f(k)
converge uniformemente a f'(t) en [—m, | cuando n — oc.

eikt

Finalmente Carleson en 1964 di6 una respuesta final al problema de la
convergencia:

Teorema 53. Sea f : R — R € L'([—, 7)), entonces S f(k)e* con-
verge a f(t) para casi todo t € [—m,].

Para entender el enunciado del teorema necesitamos saber que es L' ([—, 7])
y que quiere decir para casi todo t € [—m, 7). Esto altimo quiere decir que
vale para todos los puntos excepto un conjunto de medida nula y un conjunto
de medida nula es uno tal que dado cualquier ¢ > 0 puede ser encerrado en
una unioéon de intervalos [ay,, b,] con > |b, — a,| < €.

En un intervalo [a.b] se puede definir una nueva nociéon de integral que
extiende a la integral de Riemann. Por ejemplo, la funcion f : [0, 1] — R:

) lsizeqQ
f@)_{O siz € R\Q

llamada funciéon de Dirichlet, no tiene integral de Riemann ya que sus sumas
inferiores son siempre 0 y sus sumas superiores son siempre 1, independien-
temente de la particion que se tome. En cambio su integral de Lebesgue vale
0, ya que coincide con la funcién constante 0 a excepcién de un conjunto de
medida nula.

9. Teorema de existencia y unicidad

En esta seccion probaremos el teorema de existencia y unicidad para la
ecuacion ' = F(z,t) con condiciones iniciales z(ty) = zo donde z : R — R”
y F : R"!R" es una funcién que satisface la condicién de Lipschitz:

|F(z,t) = Fy, )| < Klz —yl[ 2,y cD
para cierta constante K.

Teorema 54 (Unicidad). Sea I = [ty —a,to+a]l y Q2 = {y € R" : ||y —
yo|| < b}. Sea F : I x Q — Q una funcion continua y Lipschitz respecto
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de las n ultimas variables con constante K. Supondremos que F' esta aco-
tada en I x € por una constante M. Dado el problema de valores iniciales
y = F(t,y(t), y(to) = yo si existe una solucion y(t) definida en alguin
subintervalo cerrado de (tg — K1, to + K1), esta debe ser tinica.

Demostracion. Sean z(t) e y(t) dos soluciones que satisfacen la misma con-
dicion inicial z(ty) = o = y(to). Sabemos también que satisfacen la ecuacion
integral:

u(t) =z + / F(u(s), s)ds

to

Por lo tanto

lz(t) =y (@Il = H/t F(%(S),S)ds—/ F(y(s), s)ds]|

to

< / IF(2(s), 5) — F(u(s), s)|ds
< / K|a(s) — y(s)||ds

y esto a su vez implica que si [t — o] < K1

() = yOIl < |t = tol K méx [|z(s) = y(s)l| < max [[x(s) = y(s)ll

SE[to,t]
Lo cual es absurdo,pues t puede ser cualquier elemento en el intervalo. [

Teorema 55 (Existencia). Sea I = [tg—a,to+a]l y Q2 ={y € R": |ly—yo|| <
b}. Sea F : I x Q — Q una funcion continua y Lipschitz respecto de las
n ultimas variables con constante K. Supondremos que F esta acotada en
I x Q por una constante M. Dado el problema de valores iniciales y =
F(t,y(t), y(to) = yo existe una solucion y(t) definida en el intervalo J =
(to — d,tg + & donde 6 = min{a,b/M}.

Demostracion. Sea yo(t) = yo y definamos la sucesion

)=t [ Fla(s) s

to
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Dejemos por un momento la verificaciéon de que esta sucesion esté bien defi-
nida y veamos que converge. Para esto la podemos escribir de manera teles-

copica:
Zyk =10

de tal manera que
y(t) = limy,(t) —y0+zyk — yr-1(t)

Para ver que esta serie converge uniformemente en el intervalo .J, probaremos
por inducciéon que

5l+1

142 (t) — y()H<MK’u<M 1 0
" l I+1 T K [+ 1!

. . . . ., . 1
lo cual implica por el criterio de comparacion con la serie % L= =0 szé

que nuestra serie es uniformemente convergente en .J. Veamos que y(t) =
1im,, 00 Yn () es solucion del problema: Claramente cumple con la condicion
inicial y para ver que satisface la ecuacion integral basta ver que

F(s,yn(s))ds — /t F(s,y(s))ds

t
lim
n—oo t
0
esto se sigue de:

] / F(5,ya(s))ds — / Fs,y(s)ds|] < / (5, yn(s)) — F(s,y(s))]lds

IN

Kllyn(s)) — y(s)llds

to
< Kt =tolsup [lyn(s)) = y(s)]
se
< Kosup|lyn(s)) —y(s)ll
seJ
Como y,, tiende uniformemente a y(t) este ultimo término puede hacerse
arbitrariamente pequeno y se tiene el resultado.

Para ver que la sucesion y,(t) estd bien definida hay que probar que

(t,yx(t)) cae siempre en el dominio de definicién de F'. Probaremos por in-
duccion que si § = min{a, %

[t —to] <6 = |lyk(t) —wol| <b si(t,y(t) € T xQ
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En efecto, vale para £k = 0 y suponiendo que vale para k > 0 veamos que
valdra para k + 1: sea t tal que |t — | < J entonces,

b
M
O

t t
o=l = | | Flosmu(sdsl] < [ 1P (s,mu(sDllds < Mle—to] < M7 < b
to to

10. Funciones analiticas

Si f(2) es una funciéon de la variable compleja z = x + iy, definida en un
entorno del punto zy, definimos:

. , +iyo + Az + i1Ay) — f(xo + 1yo)
! — 1 f(xO
f'(wo + o) (Am,ALI)ri)(QO) Ax + 1Ay

cuando este limite existe lo llamamos la derivada de f'(z) en 2y y decimos
que f es diferenciable en zj.

Definicion 56. Una funcion f es analitica en el punto zy si existe un entorno
de zy tal que f es diferenciable en todos los puntos del entorno.

Ejemplo 57. La funcién f(z) = 2z? es analitica en todo punto.

2 .2
7 Z - Z 7
f'(20) = lim O — lm 2z + 2z = 22
zZ—20 % — ZO Z—20

Ejemplo 58. La funcion z = x — iy no es andlitica en ningin punto.

f/<20) = lim

z=20 2 — 20

zZ— %

pero si hacemos tender z a zy por puntos de la forma z = x + 1o, ['(20) =

£ T—To __
lim, ., e =1

—i(y—yo) __

En cambio haciendo tender por z = xo+iy tenemos: f'(zo) = lim,_,, 0 =

—1, por lo tanto no eziste el limite f'(z) para ningin z.

La existencia del limite implica que existen los limites cuando hacemos
Yy = Yo y variamos z y también cuando hacemos x = xy y hacemos variar y:

f/(ﬂfo + iyo) —  lm u(l‘o + Al', yo) — U(ZL‘Q, yo) + i(v(:po + Al‘, yo) — v(xo’ yO))
Az—0 AZL‘
= 'LL:B(.TO, y0> + iUm (.Io, yo)

43



f/<~r0 + Zy(]) _ lfm U($07 Yo + Ay) - U({Eo, yO) + Z(U(i‘o, Yo —+ Ay) — 'U(:L'O’ yO))
Ay—0 ZAy

= —iuy(xo, Yo) + vy(xo, Yo)

En todos los puntos en que la funcion f = wu + iv sea diferenciable vale
la igualdad de estos limites, que se conoce como Ecuaciones de Cauchy-
Riemann:

Uy =Vy Uy = —Vy.

Corolario 59. Una funcion analitica f en un dominio D que toma sdlo
valores reales debe ser constante.

Si f =u(x,y)+iv(z,y) la hipotesis dice que v = 0 en D y las condiciones
de C-R implican que u, = 0y u, = 0 en D esto dice que u debe ser constante
en D.

Teorema 60. Sea f(x +y) = u(z,y) + iv(z,y) una funcion definida en un
dominio D C C de tal forma que u y v son diferenciables con continuidad
y satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann en su dominio. Entonces f
es analitica en D.

Demostracion. Tenemos que ver que dado cualquier punto zy = xg+iyy € D
existe la derivada f’(zp). Para ello formamos el cociente incremental

f(@o + 1y + Az +iAy) — f(x0 +iyo) _
Az + 1Ay
_ u(zo + Az, yo + Ay) — u(xo, yo) + i(v(o + Ax, yo + Ay) — v(20, Y0))
Az + 1Ay

y usamos la siguiente igualdad de calculo vectorial

w(zo + Az, yo + Ay) — u(xo, Yo) = us(T0, Yo) Az + uy(z0, Yo) Ay + mi(z,y)
v(xo + Az, yo + Ay) — v(xo, yo) = vx (20, yo) Az + Uy(%, Yo) Ay + m2(x, y)

donde 7z /+/(Ax)? + (Ay)? tiende a 0 cuando (z,y) — (o, Yo)
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f(zo +iyo + Ax + iAy) — f(xo + 1yo) B

Az + 1Ay
_ Ua(%0, Yo) AL + uy (X0, Y0) Ay + M (2, y) + i(Va (0, o) A2 + vy (0, Yo) Ay + 72(2, )
Az + 1Ay
_ Ua(To, Yo) (Ax + iAy) + iva(z0, y0) (Az + iAy) + (2, y) + m2(7, y))
Az +iAy

nl(l‘a y) + 7)2(35, y))
Ax +iAy

= u, (o, Yo) + 10z(x0, Yo) +

Donde hemos usado las ecuaciones de Cauchy-Riemann para reemplazar v,
por u, y u, por —v,. Finalmente tomamos limite y obtenemos

: , f(wo +iyo + Ax +iAy) — f(wo + iyo)
/ — 1
f'(wo + o) (A:):,ALI)IL(O,O) Ax + iAy
= Ug(0,Y0) + 102 (0, Y0)

O

Definiciéon 61. Una funcion u(x,y) es armonica en un dominio D si satis-
face ugy + uyy = 0. Dada una funcion armonica u(z,y), decimos que v(x,y)
es conjugada de u si f(x +1y) = u(z,y) +iv(z,y) es analitica.

La conjugada v esta definida a menos de constante aditiva. Si f(z+iy) =
u(z,y) +iv(z,y) y f(r +iy) = u(z,y) +i0(z,y) son analiticas su diferencia

también lo es y v — 0 = —i(f — f) seria una funciéon analitica que toma sélo
valores reales. Luego debe ser constante.

Ejemplo 62. Dada la funcion u(z,y) = z* — y* encontrar sus conjugadas.
Primero derivamos respecto a x y planteamos la ecuacion v, = u, = 2.
Para resolver esta ecuacion integramos respecto a y y obtenemos:

v = /vydy = /Q:L’dy = 2zy + ¢(x)

Donde c¢(x) es una funcion que solo depende de x. Para hallarla derivamos
respecto a x y resolvemos

dc_d(v—ny)_ oy — o — 0
dr dx U Y=l y=

Es decir que v = 2xy + ¢ con ¢ una constante arbitraria y la correspondientes
funciones analiticas son f(z) = z*> +d con d un nimero complejo arbitrario.
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10.1. Las condiciones de Cauchy Riemann en coordena-
das polares.

Para encontrar las ecuaciones de Cauchy-Riemann podriamos haber plan-
teado las siguientes ecuaciones:

of _0fo= _0f
or 0z0r 0z

y
of _ogo: _ o1
dy 020y 0z
obteniendo o7 o7
Uy + 'iUm = % = —Z% = —Z<Uy + ivy)

que traducido en términos de u y v corresponde a las ecuaciones de C-R.
De la misma forma podemos obtener relaciones entre u,. y vy si escribimos

f(z) = f(re®) = u(r,0) +iv(r,0).
Tenemos
of _ 00z _ udf

8r_828r_6 0z

of _0f0z . 0f
00 0-00 ' o

y por lo tanto:

, af 10f 1 .
Up F W = —— = —=~ = —(Ug + W
or  ir 00 zr( 0 2
Esto da las siguientes ecuaciones para u y v:
1
Up = —Vg Ug = —TUr,
r

Que son las Ecuaciones de C-R en coordenadas polares.

10.2. Algunos ejemplos de funciones analiticas

Puede verse que la misma demostraciéon empleada en anéalisis real muestra
que si f, g son analiticas en dominios Dy y Dy respectivamente entonces:

1. ¢f 4+ g es analitica en D N Dy
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2. f.g es analitica en Dy N Ds.
3. f/g es analitica en D; N Do\{z € Dy : g(z) = 0}.
4. h(z) = f(g(z2)) es analitica en g~*(D;y) N Dy.

5. Si f es analitica y f’(z9) # 0, entonces existe una funcion analitica h
definida en un entorno de f(zy) tal que f(h(u)) = u en ese entorno y
h(f(z)) = z en un entorno de z.

Para ver esta tltima usamos el teorema de la funciéon inversa en dos variables
las condiciones de C-R y el hecho que analitica implica derivadas continuas,
que probaremos més adelante.

Ejemplo 63. f(z) = z analitica, implica que 2" es analitica y que todo
polinomio es analitico en todo el plano.

Ejemplo 64. Si P y ) son polinomios, entonces g es analitica en todo el

plano menos los puntos que son raices de @ (de cardinal menor o igual al

grado de Q).

Ademés de los polinomios, las series de potencias centradas en zy son
analiticas dentro del circulo dado por su radio de convergencia.

Ejemplo 65. ¢ = >~ zn—r,L es analitica en todo el plano. Esto puede verse

también usando la formula de Euler: e = e*(cosy + isiny) y viendo que
satisface las condiciones de C-R.

. z —z . Z_p,—2 L, -

Ejemplo 66. coshz = % y sinhz = £=— son analiticas por ser
. . . L, . P ., iz —1iz

combinaciones lineales de analiticas, como asi también, cosz = %

eiz_e—iz

24

sin z =

Ejemplo 67. La inversa de e* llamada log z es una funcion multivaluada ya
que por ejemplo e*"™ = 1¥n € Z y por lo tanto log1 = {2nmi},ez. Pero se
puede elegir una funcion analitica definida en {z =reif : 7 > 0;—w < 0 < 7}
que es inversa de e*. Es facil ver que la derivada de logz es 1/z.
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11. Integrales

Nuestro proposito es definir integrales de funciones complejas sobre el
plano complejo. Recordemos que en Analisis 3 vimos la siguiente definicién
de integral de linea de un campo vectorial:

Definicion 68. Sea F un campo vectorial continuo definido sobre una curva
suave C' dada por una funcion v(t),a < t < b. Entonces la integral de linea
del campo F a lo largo de vy es

/abF dy= /abF(V(t)) -y (t)dt = /yF - Tds

donde T(t) =~ (1)/|7(t)| es el tangente unitario y ds = |'(t)|dt corresponde
a la longitud de arco.

Comenzamos por definir una integral para una funcion f : [a,b] — R
donde a y b son reales y f(t) = u(t)v(t).

/abf(t)dt = /abu(t)dt +i/abv(t)dt
%e/f t)dt = /Sﬁef t)dt Jm/f t)dt = /Jmf(t)dt

Mas en general consideremos una curva 7(t) : [a, b] — C en el plano complejo

y definamos:
b
/ f(2)dz = / Fr )Y (1)t

Notemos que en la definicion se usa el producto de ntimeros complejos (que da
otro complejo) a diferencia de la definicion en R? donde el producto (escalar)
de dos vectores nos daba un nimero real.

Asi

Ejemplo 69. Sea f(z2) = 2z y v : [a,b] — C cualquier curva del plano
complejo, entonces



Ejemplo 70. Tomemos v(t) = e" para t € [a,b] y f(z) = 2". Entonces

b b b
/ f(t)dt = / V()Y (t)dt = / e"ietdt = / iVt g
Y a a a

Asisia =0y b= 2w tenemos

ie(ntDit jop :
F=0sin# -1

21
~ 0 2w sin = —1

Si definimos la integral con respecto a z como

/yfd:c:%(/vfder/vfd_z)
[ stn= gt [ gz [ s

Si escribimos a f como f(z + iy) = u(z,y) + iv(x.y) tenemos

/fdz:/ud:c—vdy—l—i/udy—l—vdx
Y v v

que separa las partes real e imaginaria de la integral.
Un caso destacado es cuando las integrales de linea de f dependen sélo de

podemos definir

. : _ P(0)—*(a)
los extremos de la curva . Por ejemplo hemos visto que fﬂ/ zdz = 51>,
Recordemos el siguiente teorema de Analisis 3:

Teorema 71. La integral de linea f,ypda: + qdy, definida en la region D,

depende sdlo de los extremos de vy si y sdlo si existe una funcion U(z,y)
definida en D que satisface:

ov_
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Demostracion. Si existe una tal U tenemos

boU oU
[raarady = [ Gratn+ Sy

_ / %U(z(t),y(t))dt: U((b) — U(x(a))

donde se ve que s6lo depende de los extremos de 7. Reciprocamente, si la
integral depende so6lo de los extremos fijamos un punto (xg, yo) € D y defini-
mos U(z,y) = fﬂ/ pdx + qdy donde 7 es cualquier curva que une (xg,yo) con
(x,y). Para calcular la derivada de U respecto a x podemos tomar una curva
7 que en su parte final llegue a (z,y) mediante un segmento horizontal con
y constante, esto hara que la U pueda escribirse como

Ulz,y) = Cte+/ pdx

xr1

donde z; es un punto a partir del cual y es constante. Derivando respecto a
x es claro que OU/0x = p. De la misma forma, si nos aproximamos al final
con una vy que sea vertical, vemos que 0U/Jy = q O

Notemos que en la demostraciéon no usamos que p,q y U fuesen reales,
pudiendo por lo tanto ser complejos.

Corolario 72. La integral f,y fdz de una funcion continua f, depende sdlo
de los extremos de v si y solo si f es la derivada de una funcion analitica en
D.

Demostracion. f,y f(z)dz = f,y f(z)dxz+if(z)dy solo depende de los extremos
de v si y solo si existe F(z) que satisface 0F (2)/0x = f(z) y 0F (2)/0y =
if(z). En tal caso F satisface las condiciones de Cauchy-Riemann y como f
es continua por hipotesis, F' debe ser analitica. Es decir f tiene una primitiva
analitica. La reciproca es trivial. O

Este resultado es muy importante y permite concluir que f,y(z—a)”dz =0
para toda curva 7 si n es un entero no negativo, ya que F(z) = (z—a)" ™ /(n+
1) es una primitiva analitica. Mas ain, si n es un entero negativo distinto
de 1 y la curva no contiene a a, la integral sigue siendo cero, ya que la F
sigue siendo una primitiva analitica en C\{a}. Por otra parte, para n = —1
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la integral puede no ser nula. Por ejemplo si tomamos la curva v(t) = a+re'
con 0 <t < 27 tenemos:

d 27
/ z :/ idt = 2mi.
72—(1 0

Este ejemplo nos muestra que serd imposible definir una rama analitica del
log z — a que este definida en un anillo alrededor de a, ya que en tal caso la
integral calculada daria cero.

Ejemplo 73. Se quiere calcular la integral de z'/? sobre una curva que une

los puntos 3 y -3 tal que Jmy; > 0 salvo en los extremos y sobre o que
une los mismos puntos y satisface Jmyy, < 0. Para v, retiramos del plano la
semirecta iR_g y en ese conjunto F(z) = 323/2 esta bien definida y es una

primitiva de z*/%. Por lo tanto

/ zl/Zdz — 2z3/2|g3 — 233/2(€3i7r/2 . 1)
. 3 3

Para vy extraemos del plano la semirecta iR~q y en ese conjunto F(z) = §z3/2

esta bien definida y es una primitiva de z'/%. Por lo tanto
2 2 , .
/ 20, — §z3/2|§3 _ §33/2<e37m/2 — €8T

"2

11.1. El teorema de Cauchy

Teorema 74. Sea R un dominio rectangular y OR el rectangulo que lo limita.
Si la funcion f(z) es analitica en R entonces

f(z)dz=0
OR

La demostracion que daremos se debe a E. Goursat, quien logré quitar la
hipotesis de continuidad de f/(z) que requeria la demostracion de Cauchy.

Demostracion. Suponemos que R tiene sus lados paralelos a los ejes y lo
subdividimos en 4 rectangulos congruentes R, R® RGyR® . Sillamamos
I(v) = f,y f(2)dz, tenemos:

I(OR) = I(ORW) + I(dR®) + I(OR®)) 4+ I(ORW)
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La orientacion positiva de todos los rectangulos involucrados hace que los
lados que aparecen dos veces, lo hagan con direcciones opuestas y su suma se
cancele, siendo los lados que pertenecen a OR los tinicos que son recorridos
una sola vez.

La igualdad implica que no todas las integrales pueden ser menores a 1/4
de I(OR) y por lo tanto debe haber al menos un k € {1,2,3,4} tal que

1
[1(OR®)] = JT(OR)|

Si hubiese més de uno tomamos el primero que cumpla la desigualdad con-
siderando primero los dos de la izquierda y luego el superior antes que el
inferior. Llamamos a este rectangulo R; y repetimos el procedimiento con Ry
en lugar de R obteniendo R, y asi sucesivamente. Se cumple

Lirom) (1)

I(OR,)| > —
1(0R,)| > —
Esta sucesion de rectdngulos encajados debe converger a un punto z*.
Tomaremos una bola centrada en z* de radio 0; tal que f(z) sea analitica en
ella. Dado € > 0 existe d tal que
z)— f(&"
2 — 2" < = |—f( ) f*( ) —f(z")| < e
z—2z
Podemos tomar § < d; y suponer que R, C Bs(z*).
Ahora bien, usando que [, dz =0= [, 2dz podemos escribir

I(Ry) = | f(z) = f(z") = ['(2x)(z — 2")dz
ORy,
Como R,, C Bs(z*) y para |z — z*| < d vale | f(2) — f(2*) — f(2%)(z — 2")| <
€|z — z*| se tiene:

I(R)) < e/ 1z — 2*||d=]
OR,,

Pero |z — z*| < %" donde d,, es la longitud de la diagonal de R,,. Si L, es
el perimetro de R,, tenemos entonces I(R,) < ed,L,. Como d, = 27"D
y L, = 27"L con D y L la longitud de la diagonal y el perimetro de R
respectivamente, vale

II(0R,)| < 4 "DLe
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y usando (11):
I(OR) < DLe

como esto vale para cualquier € debe ser I(OR) = 0.
O

Para probar la féormula integral de Cauchy necesitaremos la siguiente
extension de este resultado:

Teorema 75. Sea f analitica en R\{z1,...2x} y supongamos que satisface:

lim (2 — 2,)f(2) =0 1<k<N.

Z—Z

Entonces [, f(z)dz = 0.

Demostracion. La demostracion basta hacerla para el caso de un tinico punto
z1. Tomamos € > 0 y trazamos 2 rectas paralelas horizontales y 2 paralelas
verticales de tal forma que z; quede encerrado en un pequeno cuadrado cen-
tral C' donde suponemos que vale |(z — 21) f(2)| < €, es decir |f(2)| < —

lz—z1]
Luego
€

[ s < [ el < [ ) <

En la dltima desigualdad hemos usado que |z — 21| < % Y [oe ldz| = 4L,
donde L es la longitud de un lado de C'. Como la desigualdad vale para
todo € > 0 tenemos [, f(z)dz = 0. Por otra parte, la integral original es la
suma de las correspondientes integrales sobre los nueve rectangulos formados.
Ahora bien, en ocho de ellas podemos aplicar el teorema anterior para ver
que son nulas y en el central acabamos de ver que es también cero.

O

Ahora extenderemos el teorema de Cauchy a integrales sobre curvas ce-
rradas arbitrarias de una funcién analitica en un disco.

Teorema 76. Si f(z) es analitica en un disco abierto A, entonces
/f(z)dz =0 (12)
gl

para toda curva cerrada 7y contenida en A.
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Demostracion. Definimos una funcion F(z) en el disco por [ f(z)dz donde
o es la poligonal que consta de dos segmentos: uno que une xy + iyy con
xo + 1y mientras el otro va de xg + 1y a = + iy. Por el teorema de Cauchy
para rectangulos podriamos haber definido la misma funcién integrando sobre
curvas que unen xg + g con r + iyg vy T + 1y con x + 1y. Es claro que de
la primera definicién obtenemos que 0F/0y = if(z), mientras que con la
segunda definicion obtenemos 0F/dx = f(z), por lo cual F' es analitica en
Ay su derivada es f(z). Esto implica que la integral sobre cualquier curva

cerrada es nula.
O

También vale la siguiente extension:

Teorema 77. Sea [ analitica en A\{z1,...zx} y supongamos que satisface:

lim (2 — 2,)f(2) =0 1<k<N.

Z— 2L
Entonces fﬂ{ f(2)dz = 0 para toda curva cerrada vy C A.

Demostracion. La demostracion es la misma que para el teorema anterior.
Solo hay que tener en cuenta que en la definicion de la primitiva dada alli
puede darse que alguno de los puntos z; caiga en el rectangulo con vértices
(x0,%0) v (x,y) en tal caso podemos evitarlos tomando un camino de tres
segmentos paralelos a los ejes (en lugar de dos) si es que no hay puntos z; con
primera coordenada xy o segunda coordenada yg. Si los hubiera necesitaremos
cuatro segmentos paralelos a los ejes para llegar a (z, y) evitando todos los z;.
Es claro que dos caminos de esta forma definen el mismo valor de la integral
por el teorema 75 y que la funcién asi definida es una primitiva de f por lo
cual la integral deberé ser nula. O

12. Férmula integral de Cauchy

12.1. Elindice de un punto respecto a una curva cerrada

Lema 78. Sea 7 : [a, ] — C una curva suave a trozos que no contiene al
punto a, entonces

d
/ ° _onin para algin n € Z
yZ—a
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Demostracion. Definimos

h(t) = /a %dt.

Esté bien definida y es continua en [«, 5]. Mas atn es derivable salvo en un
namero finito de puntos y su derivada vale

7'(t)
V() —a

en todos los puntos en que +/(t) es continua. De aqui se sigue que la derivada
de e7"® ((t) —a) se anula en casi todo punto y por ser una funciéon continua
debe ser constante. Como v(8) = v(a) # a, tenemos e ¥ = ¢~ = 1 por
lo cual h(B) = 2min, n € Z. O

B () =

Definicion 79. El entero n dado por el lema anterior se llama indice del
punto a respecto a la curva v y se denota por n(7y,a).

( ) 1 / dz
n(v,a) = —
7 2mi ),z —a

12.2. Férmula integral de Cauchy

Asi se tiene:

Teorema 80. Sea f(z) analitica en un disco abierto A y sea v una curva
cerrada en A. Para cualquier punto a que no pertenezca a vy vale

n(y,a).f(a) = 1 [ f(e)dz

271 v Z—a

: (13)

donde n(v,a), es el indice de a con respecto a 7.

Demostracion. Consideramos la funcion:

Py - 1) = 1@

Z—a

Esta funcion es analitica para z # a y para z = a satisface:

lim F(2)(z —a) = lm(f(z) — f(a)) =0

zZ—a zZ—a
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Bajo estas hipotesis podemos aplicar el teorema de Cauchy a F' y tenemos

/ 7"?(2) — fla) dz = /F(z)dz =0
¥ c—a ¥
Esta ecuacion se puede escribir en la forma:

1), [ e

,YZ—(J, ,YZ—CL

dz = f(a)2mn(v,a).
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