Modelos y Simulacién Primer cuatrimeste de 2013 UN.C

Ejercicio 7c - Practico 4.

1 Introduccion

Nos proponemos resolver el siguiente problema:

Suponiendo que 0 < A,, < A, para todo n > 1; considerar el siguiente algoritmo para generar una variable
aleatoria con tasas dicretas de riesgo {A, }:
Paso 1: S =0

Paso 2: Generar U, Y =Ent [M} +1
log(1—A)
Paso 3: S =S5 +Y
Paso 4: Generar U
Paso 5: Si U <A;/A, tomar X = S y terminar. Caso Contrario, ir a Paso 2.

Probemos que X resulta una variable aleatoria con tasas discretas de riesgo {A,}.

2 Distribucion de Y

Dado n € N, se tiene que

PlY =n]=P [Em <1n(lil—l—]x)) +1 :n} =P [Ent (log)_,U)=n—1]=Pn—1<log,_,U <n]=

—P[(1-A)"<U<(1-A)" 1= (1-0)" = (1—A)" = (1-2)" 1A

y por lo tanto

Y ~ Ge(A)

3 Armado del problema

Dada la v.a. I que cuenta la cantidad de interaciones realizadas hasta que finaliza el algoritmo; las v.a.
U, Us,...,Uriid. U(0,1);las v.a. Y1, Ys,..., Y7 id.d. Ge(A);lasv.a. S;, conie {1,2,...,1}, como el valor
que toma S en la i-ésima iteracién; y la v.a. X dada en el algoritmo, consideremos para cada n € N y cada
ke{l1,2,...,n},

A(k,n) ={I =k,S;=n}

y n
B(n) = [ JA(k,n).
k=1
C . . . An )
Como X = n si, y s6lo si, el algoritmo para en k < n iteraciones, Sy =ny Uy < a2 se tiene que

o= () (wsmnfuc =},

Por la independencia existente entre las v.a. definidas, podemos decir que
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L An i Ao Ay
X =n]= ];P[A(k,n)]P [vk < 71 = ;P[A(k,n)]r = 7P[B(n)]. (1)

4 Probabilidad de los A(k,n)

Debido a que A(1,n) = {Y; =n},
PIA(1,n)] = (1—A)"""A. (2)

Dados 2 < k < n, se puede ver que

A(k,n) = 'YDII (A(k—l,j)ﬂ{vj > %}H{Yk:n—j}>

y por ende

P[A(k,n)] = "fl (P[A(k— 1, /)] (1 - %) (1 —x)n—f—lx) (3)

==

Afirmacion: Para cada 2 < k <n, y cadan > 2, se verifica

= ¥ E () (1)

Jk—1=k=1jro=k=2  j1=1

Dem.
Probemos la afirmacién por induccion sobre k.
Para k = 2, de (3) y considerando n tal que k < n, se tiene que

A(2,n)] = jg (P[A(l,j)] (1 = %) (1 —x)"flx)

PIA(2,n)] = :lg ((1 —A)/ (1 — %) (1— k)”‘f‘1k>

luego por (2),

=1 —x)"—zxzj_i‘; (1 — %)

verificindose la afirmacion para k = 2.
Supongamos que vale la férmula para k > 2, y veamos que vale para k- 1. Para ello consideremos n > k+1,
y veamos que por (3)

PA(k+1,n)] = nil (P[A(k,j)] (1 — 7%) (1— k)”‘f‘1k>

=

luego por hip6tesis inductiva,
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PlA(k+1,n)] :n._l ((1 —A)IRak il ]kt 1 1221 < ) . (1 — A‘j}il) ( _ %) (1 —Mn—j—ﬁ»)

j=k Jk—1=k—1 jr_o=k—2 ji=1
— Je—1—1 ja—1 L A y
=(1- —(k+1)pk+1 ( _i>...(1_ Jkl)(l__])
JZka 121 ljk;k—z jlz_’l A A A

lo cual es exactamente lo que deseabamos, si simplemente reemplazamos j por ji. Por lo tanto la Afirma-
cion queda demostrada.

[ |
Utilizando una notacién equivalente, podemos decir que dados 2 < k < n,
A A
P[A(k,n)] = (1 —A)"Fak Y TERAY I D AV ST (4)
1<j1<j ; _ A A
<j1<ja<o<Jg—1<n—1
5 Probabilidad de los B(n)
Como
Aj A A
=2 ) (=22 ) (=2 ) =
(-3 (-%) (-4
7\'] 7\'1 7\'] 7\’]r 7\’]1 7\.1 }\4]( 1
=1- 4“‘ T Ty “‘_1_(_1)/{—2 1 N k,z_l_(_l)k_] ..._ _
1<r <k—1 A 1§r1<zrz"§k 1 7\'2 1<r <..<rp_o<k—1 A2 Akl
k=1 AioN
=1+ Z (=)™ Z Jry o er>
m=1 1<n<.<rm<k—1

se tiene que

PIB(n)) = kép[A(k,n)]
g, 5 (5

(Nota: De ahora en més, para simplificar notacion, consideraremos que cuando los indices de las sumatorias
no tengan sentido, e.d., cuando se este sumando sobre un conjunto vacio de indices, la suma da igual a 1.)

& A A
= (1—A)"kak (l_i)..(l_L)I
/;1 [ 1§j1<j2<2jk1§n1 A A
k-1 Aioo A
VB (g )]
m=1 1<r<..<rm<k—1 A

" k) My -,
-y {(1 — )Rk y y ((_1)'” y 'x—m> }

1<j1<jp<...<jp—1<n—1 m=0 1<r<...<rp<k—1

— i {(1 _x)n—k}\lk

1<ji<ja<e.<jg—1<n—1
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n k—1 Ao
=Y {(1 DY (<—1>’" )3 )3 —) }
k=1 m=0 1<j1<jp<...<Jr1<n—1 1<n<.<rp<k—1 A
n k—1 1 Ao
- 1 m Jr Jr,
_ (1 _x)n k}\{k [(_l)m ( n > %] }
I;I { m;o k—1—m 1<r<.<rm<n—1 A
no k=117 1 Y
1 m - — Jr Jr
= (_1>m( n )(1—7\,)’1 k?uk 1 %
k;l mZO L k=T1—m 1<r1<..§rm<n—l A
4 k=l [ n— 1 —m kn k
-2y ¥ (—1)'"( o )(1—x)n R S VR v
k=1 m=0 | —lom 1<r<..<rm<n—1
L n—1-m
=2y Y Y {(_1)%-,1 L, < 1 ) (1 —x)"—kxk—l—m}
k=1 m=0 1<r<..<rm<n—1 —imm
n—1 n r
—1—m
—2 (=)™, ...\, < i ) (1 —x)"kx“m}
mZO k=m+1 1<n<..<rp<n—11 n ! k—1—m
n—1 n—m—1 r n—1-—m '
-2y Y (_1)mxj,1...xj,m( p )(1—x)"m1x1
m=0 k=0 1<n<.<rp<n—11L
n—1 n—m—1 n—1—m nk
=1) (=D, N Y ( ' )(1_x>n—m_ A
m=0 1<r<..<rp<n—1 k=0
n—1 :
Y (=1, g, (L= R+ A }
m=0 1<r<..<rp<n—1
n—1
Y {0, 2, )
m=0 1<r<..<rp<n—1
A=) (1= A2) . (1= At) (5)

6 X es una variable aleatoria con tasas discretas de riesgo {\,}

Por (1) y (5), se tiene que

PIX =n] :m—xl)(l—xz)...u—x,,_l)% = (1=A)(1 =) ... (1= A1)

y por lo tanto X resulta una variable aleatoria con tasas discretas de riesgo {A, }.



