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ResumenEl estudio de la 
orre

ión de los sistemas es de suma importan
ia debidoa que las fallas en estos sistemas pueden tener 
onse
uen
ias 
atastró�
as.Este trabajo 
ontribuye a extender la té
ni
a de Model Che
king Cuantita-tivo desarrollada en [dA97℄, el 
ual presenta un algoritmo para 
al
ular laprobabilidad máxima de que una propiedad expresada en LTL sea satisfe
hapor un sistema 
on 
omponentes probabilísti
as y/o no determinísti
as. Estealgoritmo redu
e el problema del 
ál
ulo de la probabilidad máxima a unproblema de al
anzabilidad. Utilizando un enfoque similar, hemos desarro-llado un algoritmo para el 
ál
ulo de la probabilidad mínima.Además, hemos 
reado una herranienta para el 
ál
ulo de di
ha proba-bilidad en un sistema bajo estudio. Esta herramienta se basa en la imple-menta
ión de nuestros resultados y la integra
ión de estos 
on otras apli-
a
iones ya existentes, entre ellas, Rapture [JDL02℄, un model 
he
ker deprobabilidad 
uantitativa.
Clasi�
a
ión: D.2.4 Software/Program Veri�
ation.Palabras 
laves: Model Che
king, Model Che
king 
uantitati-vo, teoría de autómatas, veri�
a
ión formal, SSS Redu
er, Rap-ture, ltl2dstar.
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Capítulo 1Introdu

ión1.1. Los ProblemasLa intera

ión 
otidiana 
on sistemas basados en 
omputadoras es unhe
ho inevitable y se presenta en 
ualquier ámbito. No sólo eso, 
ada díalos distintos sistemas se interrela
ionan más 
on el entorno en el que seen
uentran y deben rea

ionar en fun
ión de los estímulos re
ibidos, de aquíla denomina
ión de sistemas rea
tivos. Es más, luego de realizar la a

iónprede�nida para un estímulo en parti
ular, el sistema tiene que estar listopara seguir intera
tuando. Este 
omportamiento, idealmente, nun
a termina.Un sistema rea
tivo puede presentar distintos niveles de 
omplejidad, porejemplo, tanto una máquina expendedora de 
afé 
omo un programa para el
ontrol aéreo son sistemas rea
tivos, ya que estos intera
túan en fun
ión delo que o
urre en su entorno. Mientras que el entorno de la máquina de 
afées simplemente un usuario que desea tomar 
afé, el entorno de un programapara el 
ontrol aéreo es mu
ho más 
omplejo, pues este in
luye los avionesque desean despegar, los aviones que desean aterrizar, el tiempo estimado dedespegue y aterrizaje, el total de pistas en el aeropuerto, et
.Así 
omo la 
omplejidad varía, tambien varía la importan
ia de un 
o-rre
to fun
ionamiento. Si bien es 
ierto que el usuario de la máquina de
afé sufrirá un gran disgusto si al pedir un 
afé re
ibe un té, este mal fun-
ionamiento dudosamente resultará en una tragedia. En 
ambio, este no esel 
aso del programa para el 
ontrol de vuelo. Un mal fun
ionamiento en estepodría resultar en la muerte de 
ientos de personas. Este tipo de sistemas,
on 
ara
terísti
as 
ríti
as, deben proveer un servi
io 
orre
to y e�
iente.La veri�
a
ión de di
hos sistemas es más difí
il a medida que la 
ompleji-dad de los mismos aumenta, debiéndose re
urrir a diferentes té
ni
as parala veri�
a
ión de su 
orre
to fun
ionamiento.La 
omplejidad de los sistemas rea
tivos no sólo está en fun
ión de la
antidad de variables que deben manejar. Además, se suman otros fa
tores:el no determinismo y/o la aleatoriedad de 
iertas a

iones y la ne
esidad de9



10 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓNno �naliza
ión de las eje
u
iones. Estos fa
tores a ve
es se introdu
en paragarantizar el logro del resultado deseado, 
omo es el 
aso de los a
uerdosbizantinos donde la 
omponente no determinista se mez
la 
on la aleatoria,o en el 
aso de un sistema operativo, este fun
iona inde�nidamente, satis-fa
iendo los requerimientos de las apli
a
iones y el usuario. En otros 
asos,se deben al no determinismo generado por el entorno en el 
ual las 
ompo-nentes del sistema deben intera
tuar. Estos 
asos se presentan en situa
ionestales 
omo la pérdida de un mensaje en la red o el mal fun
ionamiento deun sensor. Luego, los fa
tores que in
iden sobre la 
omplejidad del sistema,ha
en imposible realizar veri�
a
iones basadas en pre y pos 
ondi
ión.En 
onse
uen
ia surge el problema de 
ómo representar este tipo depropieadades, en la 
ual entra en juego el tiempo. Supongamos que se de-�ne el predi
ado �se envía un mensaje 
on destino d en el momento t� 
omoenvia(d, t) y el predi
ado �se re
ibe un mensaje en d en el momento t� 
omore
ibe(d, t). Luego una posible forma de representar el predi
ado antes men-
ionado es:
∀d,∀t(envia(d, t) ⇒ ∃t′ > t : re
ibe(d, t′))Si bien es posible expresar la propiedad en términos formales, se apre
iaun nivel de 
omplejidad 
onsiderable para la representa
ión de un propiedadsimple, la 
ual, no será fá
ilmente manipulable al momento de querer realizaralguna veri�
a
ión formal automáti
a.Otro problema que surge es la 
onsidera
ión de probabilidades dentro del
omportamiento de los sistemas. Esta 
onsidera
ión impli
a que el 
onjuntode propiedades aso
iadas a estos sistemas se sale de la lógi
a usual. Por estarazón no podemos utilizar predi
ados 
omo �el programa termina�, en su lu-gar deberemos utilizar �el programa termina 
on probabilidad 1�. Otras ve
esel estable
er que una propiedad es falsa es muy débil y a la vez estable
ersu vera
idad es imposible. Un ejemplo de esto son los proto
olos de retrans-mi
ión a
otada, donde uno no puede asegurar que todo mensaje se re
ibepero si puede analizar la validez de lo siguiente �todo mensaje se re
ibe 
onprobabilidad 0,99�Resumiendo, es de suma importan
ia la veri�
a
ión de los sistemas 
on
ara
terísti
as 
ríti
as, pues un mal fun
ionamiento de estos pueden llevara una tragedia. Sin embargo, al momento de querer realizar esto surgen lossiguientes in
onvenientes:1. Di�
ultad para expresar propiedades, en donde el tiempo juega unpapel importante, de forma simple y automáti
amente manipulable.2. Imposibilidad de demostrar, de forma tradi
ional, propiedades rele-vantes para sistemas de gran 
omplejidad.3. El no determinismo y las probabilidades de los sistemas ha
en imposi-



1.2. LAS SOLUCIONES 11ble hablar de la total validez o invalidez de las propiedades.1.2. Las Solu
ionesLos problemas men
ionados en la se

ión anterior se empezaron a analizaren las últimas dé
adas, dando 
omo solu
ión la lógi
a temporal y las té
ni
asde model 
he
king.Lógi
a TemporalLa lógi
a temporal fue sugerida por A. Pnueli para la espe
i�
a
ión for-mal de propiedades sobre el 
omportamiento de un sistema en 1977 [Pnu77℄.Estás están espe
i�
amente disenãdas para la espe
i�
a
ión de propiedadesdel 
omportamiento del sistema a través del tiempo. La nota
ión es 
lara,simple y muy intuitiva, pero siempre en presen
ia de un fuerte formalismo.Por ejemplo, la fórmula �F llueve� (�nalmente llueve), representa el predi
a-do �en algún momento en el futuro lloverá�. En este trabajo nos enfo
aremosen la lógi
a temporal lineal (LTL), la 
ual permite estable
er propiedadessobre las eje
u
iones del sistema bajo estudio.Model Che
kingEl model 
he
king es un té
ni
a tal que dado un modelo de estados �ni-tos del sistema y una propiedad lógi
a sistemáti
amente veri�
a, de modoautomáti
o, si la propiedad es válida o no en el modelo [Kat99℄.Los algoritmos utilizados, para veri�
ar si la propiedad es válida en elmodelo, genereralmente se basan en una búsqueda exhaustiva en el espa
iode estados posibles del modelo; a esto se debe la ne
esidad de una 
antidad�nita de estados. En otras palabras, el algoritmo debe re
orrer todos losposibles estados y determinar si la propiedad se 
umple para 
ada posiblese
uen
ia de estados. Veamos esto 
on un ejemplo:Ejemplo 1. Supongamos un sistema que manda mensajes inde�nidamente,el 
ual se ini
ializa listo para madar un mensaje. Cada vez que manda unmensaje, este puede ser mandado 
on problemas o sin problemas (no deter-minismo). En el primer 
aso el mensaje llega. En el segundo 
aso, no. Sinimportar el 
aso, luego de esto el sistema vuelve a estar listo para mandarotro mensaje. Este sistema se en
uentra modelado en la �gura 1.2.Supongamos que deseamos veri�
ar que, para todo 
omportamiento posi-ble, es válida la propiedad: �siempre que se manda un mensaje, el mensaje sere
ibe�. El algoritmo de model 
he
king utilizado debería reportar la invalidezde la propiedad. Esto se debe a que un posible 
omportamiento del modelo esABC, donde en B se manda un mensaje y en C no se re
ibe.
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mensajelisto para mandar
enviando mensaje

re
ibido
A C

E

on problemasB
enviando mensajesin problemasD

mensaje nore
ibido
mensaje

Figura 1.1: Modelo del sistema representado en el ejemplo 1Si bien el uso de Model Che
king permite la veri�
a
ión de propiedadesen sistemas 
omplejos, donde puede entrar en juego el no determinismo, note-mos que no posee una forma de veri�
ar propiedades en sistemas 
ompuestospor 
omponententes probabilísti
as. Por esta razón, en los años 90, empiezael estudio de las primeras té
ni
as de Model Che
king Cuantitativo. En estasté
ni
as se veri�
an propiedades tales 
omo �todo mensaje llega 
on una pro-babilidad de 0,99�. Este tipo de propiedades re
ibe el nombre de propiedades
uantitativas y están presentes en los sistemas donde juegan un papel im-portante el no determinismo de 
iertas a

iones, 
omo ya men
ionamos, yasea para lograr el objetivo deseado o por la intera

ión 
on 
omponentesaleatorios del entorno del sistema. El Model Che
king Cuantitativo, ademásde lidiar 
on los mismos problemas que el Model Che
king, debe afrontarnuevos. Entre ellos, el de 
ómo rela
ionar el no determinismo 
on las proba-bilidades. Por ejemplo, si una persona tira una moneda al aire se sabe quela probabilidad de que salga 
ara es de 0,5. Pero si no estamos seguros sila persona va a arrojar la moneda, ¾
uál es la probabilidad que salga 
ara?.Y la 
omplejidad de los modelos aumenta. Para ilustrar esto, estudiemos elsiguiente ejemplo:Ejemplo 2. En una panadería hay 2 hornos que se utilizan para 
o
inartortas. Uno fun
iona 
orre
tamente y el otro no. El que anda bien siempre
o
ina la torta a punto, en 
ambio, el otro la deja 
ruda 
on una probabilidadde 0,1. El pro
eso de 
o

ión de 
ada torta se ini
ializa 
on la ele

ión delhorno. Una vez que la torta sale del horno es envasada. En 
aso de que latorta esté 
ruda, esto se puede dete
tar 
on una probabilidad de 0,5; si es el
aso, se la vuelve a meter al horno, 
aso 
ontrario, es envasada. Una vez quela torta está envasada, se repite el pro
eso de 
o

ión 
on la siguiente torta.



1.3. OBJETIVOS 13
ele

ión dehorno hornobueno

torta 
rudaenvasada
envasadatorta a punto

torta
rudahornomalo tortaa punto
0.1 0.50.50.9

Figura 1.2: Pro
eso de 
o

ión - Ejemplo 2En este ejemplo se podría estar interesado en una propiedad 
uanti�
ada
omo �al menos el 95% de las tortas salen 
o
idas�. La té
ni
a de model
he
king 
uantitativo permite, de forma automáti
a, la veri�
a
ión de estapropiedad.1.3. ObjetivosEl objetivo de este trabajo es presentar y extender la té
ni
a de ModelChe
king Cuantitativo desarrollada en [dA97℄. En [dA97℄ se presenta unaté
ni
a para el 
ál
ulo de la probabilidad máxima de que una propiedad,expresada en LTL, se satisfaga en un sistema 
on 
omponentes no determin-istas y/o probabilísti
as. Basados en esta té
ni
a, presentaremos una nuevaté
ni
a para el 
ál
ulo de la probabilidad mínima.La té
ni
a se basa en redu
ir el problema de veri�
ar la propiedad LTLa un problema de al
anzabilidad 
uantitativo. Para ello la propiedad LTL setransforma en un autómata que des
ribe la misma propiedad (en términosde 
o-lenguajes). Este autómata, a su vez, se sin
roniza (se interse
a) 
onel modelo bajo estudio (el 
ual 
ontiene probabilidades) para obtener unnuevo autómata que sólo 
ontiene la parte del 
omportamiento original quesatisfa
e la propiedad, es de
ir, sólo 
ontiene las eje
u
iones en las 
ualesla propiedad LTL es válida. En el autómata resultante de la interse

iónse bus
a un sub
onjunto de estados espe
iales, estos nos garantizan que los
onjuntos de eje
u
iones que satisfa
en la propiedad 
on probabilidad mayorque 0 ne
esariamente deben lleguar a algún elemento de estos. Enton
es elproblema se ha redu
ido a 
al
ular la probabilidad de al
anzar elementosen los sub
onjuntos espe
iales, es de
ir, se ha redu
ido a un problema de
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anzabilidad. En la siguiente �gura vemos un esquema del pro
eso:
autómata dela fórmula
omposi
ión della fórmulamodelo 
ontransforma
ióna un problemade al
anzabilidad
ál
ulo enRapture

propiedad LTL

Esta té
ni
a ha sido implementada, en la 
ual, el problema de al
an-zabilidad es resuelto por Rapture, un model 
he
ker 
ono
ido, que ha sidodesarrollado para resolver este tipo de problemas. Se presentarán los resul-tados obtenidos en distintos 
asos de prueba.1.4. Organiza
ión de la TesisEl trabajo se en
uentra organizado de la siguiente forma:En el 
apítulo 2 se presentan 
on
eptos bási
os sobre teoría de autómatas�nitos para lenguajes in�nitos (de�ni
ión, lenguaje, determinismo, repre-senta
ión grá�
a). Nos enfo
amos en autómatas de Bu
hi y en autómatas deRabin. Además presentamos un algoritmo para generar un autómata de Ra-bin determinísti
o que a
epta el mismo lenguaje que un autómata de Bu
hino determinísti
o.En el 
apítulo 3 se presentan la sintaxis y la semánti
a de la lógi
a tempo-ral lineal (LTL). Con
eptos bási
os (lenguje de la fórmula, operadores auxil-iares). En la útima se

ión del 
apítulo se presenta un algortimo para generarun automata de Bu
hi no determinísti
o que a
epte el mismo lenguaje de
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apítulo 4 se presentan los sistemas no determinísti
os probabilís-ti
os (SNP). Los sistemas bajo estudio se modelan a través de un 
onjuntode SNP puestos en paralelo o sin
ronizados (que resulta en un nuevo y másgrande SNP). De�nimos el modo de trabajar 
on probabilidades en ellos.Además presentamos 
iertas propiedades útiles sobre los estados de los mis-mos.En el 
apítulo 5 presentamos un método para sin
ronizar un SNP 
onuna fórmula LTL. También se expli
an los algoritmos para el 
ál
ulo de laprobabilidad máxima y mínima de que la propiedad bajo estudio se satisfaga.En el 
apítulo 6 se realiza una breve expli
a
ión de la implementa
iónrealizada, de su arquite
tura y de 
ómo se utiliza la misma.En el 
apítulo 7 se presentan los resutados de 
orrer la herramienta de-sarrollada sobre distintos 
asos de prueba. La herramienta se probó ini
ial-mente 
on 
asos fá
iles para testear el 
orre
to fun
ionamiento y luego 
onejemplos más interesantes.En en 
apítulo 8 se presentan nuestras 
on
lusiones y las posibles 
on-tinua
iones a este trabajo.El trabajo adjunta un CD, 
on la implementa
ión del algoritmo que sedesarrolló y la do
umenta
ión del mismo. Además se in
luyen las apli
a
ionesne
esarias para la realiza
ión total del pro
eso.
Re
ono
imiento: Matias Lee agrade
e la be
a del plan ConCien
ia,otorgada por la Agen
ia Córdoba Cien
ia, para la realiza
ión de este trabajo.
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Capítulo 2Autómatas �nitos paralenguajes in�nitosEn estStreetta se

ión presentaremos algunos 
on
eptos sobre teoría deautómatas. Un autómata es un modelo matemáti
o que representa un dispos-itivo de tamaño �jo, el 
ual utilizaremos para pro
esar entradas de tamañoin�nito. Estas entradas son generalmente denominadas palabras.Prin
ipalmente nos 
on
entraremos en autómatas �nitos sobre palabrasde longitud in�nita, también 
ono
idos 
omo ω-autómatas. Formalmente, unautómata se de�ne 
omo sigue:De�ni
ión 1. Un autómata �nito es una 5-upla 〈Σ, Q, δ, q0, C〉 tal que:1. Σ es un alfabeto �nito.2. Q un 
onjunto �nito de estados.3. δ : Q× Σ → 2Q una fun
ión de transi
ión par
ial.4. q0 ∈ Q un estado ini
ial.5. C un 
riterio de a
epta
ión.Un autómata de di
e determinísti
o si la fun
ión δ es tal que para todo
σ ∈ Σ y para todo q ∈ Q vale que |δ(q, σ) |≤ 1.Notemos que un autómata puede representarse por medio de un grafo,en el 
ual, las transi
iones poseen una etiqueta. En 
aso de que el autómatasea determinísti
o, de 
ada nodo a lo sumo saldrá una transi
ión por 
adaelemento de ΣEjemplo 3.

  
A

A

A

A

A

A

A

A

GFED@ABCs0
b

++

a,b

66 GFED@ABCs1

b
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18CAPÍTULO 2. AUTÓMATAS FINITOS PARA LENGUAJES INFINITOSRepresenta al siguiente autómata:1. Σ = {a, b}2. Q = {s0, s1}3. δ(s0, a) = {s0}

δ(s0, b) = {s0, s1}

δ(s1, b) = {s1}4. q0 = s0Claramente el autómata no es determinísti
o, pues |δ(s0, b)| = 2.El 
riterio de a
epta
ión C aún no lo hemos de�nido ya que este deter-mina la 
lase de autómata sobre el que estamos trabajando.De�ni
ión 2. Sea v ∈ Σω una palabra in�nita, una eje
u
ión de v sobre unautómata �nito A = < Σ, Q, δ, q0, C > es un mapeo ρ : N0 → Q tal que:1. ρ(0) = q02. ρ(i+ 1) = q donde q ∈ δ(ρ(i), vi).Una forma simple de representar el mapeo de ρ es mediante palabras de
Qω, donde el i-esimo elemento se aso
ia a ρ(i). Usaremos la nota
ión ρi pararepresentar ρ(i).Cabe re
al
ar que si el autómata no es determinísti
o diferentes eje
u-
iones pueden 
orresponder a una misma palabra, y que una eje
u
ión puede
orresponder a varias palabras, sin importar si el autómata es o no es deter-minísti
o.De�ni
ión 3. Una palabra v es a
eptada por el autómata A = < Σ, Q, δ, q0, C >si existe una eje
u
ión ρ de v satisfa
e el 
riterio de a
epta
ión C.De�ni
ión 4. El lenguaje del autómata A, L(A) ⊆ Σω, es el 
onjunto detodas las palabras a
eptadas por A.De�ni
ión 5. Diremos que un autómata no determinísti
o A es determini-zable si existe un autómata determinísti
o A′ tal que L(A) = L(A′)De�ni
ión 6. Dada una eje
u
ión ρ sobre el autómata A, inft(ρ) es el
onjunto de estados que apare
en in�nitamente en ρ. Más formalmente,inft(ρ)= {s : ∀i ≥ 0 : ∃j ≥ i : s = ρ(j)}
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A

A

A

A

A

A

A

A

GFED@ABCs0
b

++

a,b

66 GFED@ABCs1

b

TTEn el siguiente autómata, dada la palabra v = bω, una posible eje
u
ión ρ de
v está dada por ρ = s0s

ω
1 . Pero notemos que ésta no es la úni
a eje
u
iónposible, ya que las eje
u
iones de v in
luyen a todas las eje
u
iones de laforma s+0 sω1 . Para todo ρ′ de esta forma, inft(ρ′) = {s1}. Por último, notemosque otra posible eje
u
ión de v es la de la forma sω0 , la 
ual es a su vez laúni
a eje
u
ión de aω.2.1. Autómatas de Bu
hi sobre palabras in�nitasDe�ni
ión 7. Un autómata de Bu
hi (AB) sobre palabras in�nitas es unautómata 〈Σ, Q, δ, q0, B〉 en el que el 
riterio de a
epta
ión B está de�nidode la siguiente manera:Sea B ⊆ Q el 
onjunto de estado �nales, la palabra v ∈ Σω es a
eptadasi existe una eje
u
ión ρ de v tal que inft(ρ) ∩B 6= ∅.Ejemplo 5. Tomemos el automáta del ejemplo 1 y de�namos el 
riterio dea
epta
ión 
omo B = {s1}.

  
A

A

A

A

A

A

A

A

GFED@ABCs0
b

++

a,b

66 GFED@ABC?>=<89:;s1

b

TTLuego tenemos un autómata de Bu
hi que a
epta palabras de la forma
(a+ b)∗(b)ω. Es de
ir, todas las palabras 
on una 
antidad �nitas de a. Note-mos que la palabra v = aω no es a
eptada pues la úni
a eje
u
ión posible de
v es ρ = sω0 , luego inft(ω) ∩B = ∅.Es importante remar
ar que el autómata de este último ejemplo no esdeterminizable utilizando el 
riterio de a
epta
ion de Bu
hi. El problema segenera al momento de tratar de 
apturar, usando transi
iones determinísti-
as, el he
ho de que se han 
onsumido todas las letras a de la palabra, sinsaber previamente 
uantas a tiene la misma. En 
ontraposi
ión a esto, en
aso de tener una 
ota N para la 
antidad de a, si se podría generar un ABdeterminísti
o que a
epte este lenguaje. A 
ontinua
ión un AB determinís-ti
o 
on N = 3.



20CAPÍTULO 2. AUTÓMATAS FINITOS PARA LENGUAJES INFINITOSEjemplo 6. Un AB determinísti
o que a
epta palabras 
on una 
antidad dea's menor o igual a 3.
GFED@ABC?>=<89:;s0

b

�� a
++ GFED@ABC?>=<89:;s1

b

�� a
++ GFED@ABC?>=<89:;s2

b

�� a
++ GFED@ABC?>=<89:;s3

b

�� a
++ GFED@ABCs4 a,b

ll2.2. Autómatas de Bu
hi generalizadosUna variante de los autómatas de Bu
hi, son los autómatas de Bu
higeneralizados.De�ni
ión 8. Un autómata de Bu
hi generalizado(ABG) es un autómata
〈Σ, Q, δ, q0, BG〉 donde el 
riterio de a
epta
ión BG está de�nido de la si-guiente manera:Sea BG = {B1, B2, ..., Bn}, donde B1, B2, ..., Bn ∈ 2Q. Luego, lapalabra v ∈ Σω es a
eptada si existe una eje
u
ión ρ de v tal queinft(ρ) ∩Bi 6= ∅ para i = 1, ..., n.Si bien el 
riterio de a
epta
ión es distinto, el 
onjunto de todos loslenguajes que se pueden generar es el mismo. Notar que un autómata deBu
hi es, en parti
ular, un autómata de Bu
hi generalizado donde |BG| = 1.Para obtener un autómata de Bu
hi a partir de un autómata de Bu
hi gene-ralizado, el 
ual a
epte el mismo lenguaje, se apli
a la siguiente 
onstru

ión:Dado un autómata de Bu
hi generalizado A = 〈Σ, Q, δ, q0, {B1, B2, ..., Bn}〉,de�nimos el autómata de Bu
hi A′ = 〈Σ, Q×{0, ..., n}, δ′ , q0×{0}, Q×{n}〉.La rela
ión de transi

ión δ′ esta 
onstruida de forma tal que (〈q, x〉, a, 〈q′, y〉) ∈
δ′ si (q, a, q′) ∈ δ y x e y 
umplen las siguientes reglas:Si q′ ∈ Bi y x = i− 1 enton
es y = i.Si x = n enton
es y = 0.De otra forma, x = y.El esquema de prueba para la 
onstru

ión es el siguiente: Si v ∈ L(A),luego existe una eje
u
ión ρ de v tal que inft(ρ) ∩ Bi 6= ∅ para 1 ≤ i ≤ n.Esto impli
a que existen j1 < · · · < jn tales que ρji ∈ Bi. Por 
omo estánde�nidas las transi
iones podemos demostrar que existe una eje
u
uión ρ′de v en A′ tal que ρ′jn es de la forma (q, n) y ρ′jn+1, de la forma (q′, 0)donde q, q′ ∈ Q. Usando este razonamiento y el he
ho de que siempre existen
jtn+1 < · · · < j(t+1)n tales que ρjtn+i

∈ Bi para t ≥ 0 y 1 ≤ i ≤ n, podemosver que inft(ρ′) ∩ (Q× n) 6= ∅ para alguna eje
u
ión ρ′ de v en A′.



2.3. AUTÓMATAS DE RABIN DETERMINÍSTICOS 21Si v ∈ L(A′) luego existe una eje
u
ión ρ′ de v tal que inft(ρ′)∩(Q×n) 6=
∅. Para que la eje
u
ión pase in�nitas ve
es por algún estado (q, n) tiene quepasar in�nitas ve
es por estados (q, i) 
on 1 ≤ i < n y q ∈ Bi. Usando estehe
ho y 
omo están de�nidas las transi
iones se puede demostrar que existeuna eje
u
ión ρ de v en A tal que inft(ρ) ∩Bi 6= ∅ para 1 ≤ i ≤ n.2.3. Autómatas de Rabin determinísti
osA 
ontinua
ión presentaremos los autómatas de Rabin. Prin
ipalmentetrabajaremos 
on autómatas determinísti
os.De�ni
ión 9. Un autómata de Rabin determinísti
o (AR) es un autómatadetermísti
o 〈Σ, Q, δ, q0, R〉, donde el 
riterio de a
epta
ión R está de�nidode la siguiente manera:Sean E0, E1..En, F0, F1..Fn ⊆ Q, luego R = {(E0, F0), .., (En, Fn)}. Lapalabra v ∈ Σω es a
eptada si la eje
u
ión ρ de v es tal que inft(ρ) ⊆ Eie inft(ρ) ∩ Fi 6= ∅ para algún i ∈ {0, 1, .., n}.Luego este 
riterio informalmente se entiende 
omo que una eje
u
iónserá a
eptada si ésta queda en algún momento visitando los estados �buenos�(Ei), pero sin dejar de pasar in�nitamente por alguno de los estados �ne
e-sarios� (Fi).Notemos que si es 
ierto que Fi − Ei 6= ∅, 
ambiar Fi por F ′

i = Fi −
(Fi−Ei), no genera un autómata nuevo 
on un lenguaje distinto al original.Luego podemos suponer que Fi ⊆ Ei.Notemos también que el 
riterio de a
epta
ión de Rabin puede tambiénexpresarse de la siguiente manera:Sean Ec0, Ec1..Ecn, F0, F1..Fn ⊆ Q, luego R′ = {(Ec0, F0), .., (E

c
n, Fn)}. Lapalabra v ∈ Σω es a
eptada si la eje
u
ión ρ de v es tal que inft(ρ) ∩

Eci = ∅ e inft(ρ) ∩Ni 6= ∅ para algún i ∈ {0, 1, .., n}Informalmente el 
riterio de a
epta
ión se puede entender 
omo que unaeje
u
ión será a
eptada si en algún momento deja de visitar los estados �ma-los� (Eci ) pero siempre pasa por alguno de los estados �ne
esarios� (Fi).Ejemplo 7. Dado el siguiente autómata de Rabin:1. Σ = {a, b}2. Q = {s0, s1}3. δ = {(s0, a, s0), (s0, b, s1), (s1, b, s1), (s1, a, s0)}



22CAPÍTULO 2. AUTÓMATAS FINITOS PARA LENGUAJES INFINITOS4. q0 = s05. R = {({s1}, {s1})}

  
A

A

A

A

A

A

A

A

GFED@ABCs0
b

++

a

66 GFED@ABCs1

b

TTa
kkNotemos que este autómata, al igual que el ejemplo 3, solo a
epta palabrasdel lenguaje (a + b)∗bω, pero 
on la variante de que este autómata sí esdeterminísti
o.2.4. Transforma
ión de AB a ARComo hemos visto en los ejemplos anteriores existen autómatas de Bu
hique no son determinizables. Pero también hemos visto, en el último ejemplo,que un lenguaje no determinizable generado por un AB puede ser generadopor AR determinísti
o.En esta se

ión presentaremos una transforma
ión para 
onstruir un ARdeterminísti
o que a
epta el mismo lenguaje que un AB no determinísti
o.Esta transforma
ión se debe a Safra [Saf89℄, aunque nosotros presentaremosla varia
ión dada en [L®d05℄. En esen
ia son la misma tranforma
ión, perola segunda esta de�nida de una forma más simple de entender.La idea detrás de la 
onstru

ión de Safra es llevar un registro de todoslos posibles pre�jos de eje
u
iones que se generan en el autómata de Bu
hi,a medida que se 
onsumen los elementos de Σ. Pero esta informa
ión esguardada de tal forma que es posible distinguir segmentos de la eje
u
iónque sí o sí pasan por estados de B del AB.Con esto en mente, los nodos del autómatas de Rabin estarán 
ompuestospor arboles de Safra. A 
ontinua
ión una de�ni
ión formal de ellos.De�ni
ión 10. Un árbol de Safra sobre un 
onjunto �nito no va
io Q (|Q| =

n) es un árbol ordenado �nito 〈N,h,<, et,m〉, donde:1. N ⊆ {1, 2, ..., 2n}, un 
onjunto de nodos identi�
ados 
on elementosde {1, 2, ..., 2n}.2. h : N → 2N una fun
ión de des
enden
ia, i.e. h(n) son los hijos de n.3. < ⊆ N×N , una rela
ión de orden que está de�nida para n1, n2 ∈ h(n)para todo n ∈ N . (n1, n2) nos di
e que n1 es más joven que n2.



2.4. TRANSFORMACIÓN DE AB A AR 234. m : N → {True,False}, una fun
ión que mar
a o desmar
a los nodos.Diremos que el nodo n está mar
ado si m(n) = True, si no diremosque está desmar
ado.5. et : N → 2Q−{∅}, una fun
ión que etiqueta los nodos 
on elemetos de
2Q − {∅} y 
umple 
on las siguientes propiedades:a) et(n) ⊇

⋃
n′∈h(n) et(n

′), i.e. la etiqueta de todo nodo in
luye a launión de las etiquetas de sus hijos.b) et(n1) ∩ et(n2) = ∅ para todo n1, n2 ∈ h(n) tal que n1 6= n2, i.edos nodos 
on el mismo padre poseen etiquetas disjuntas.Luego, la transforma
ión de Safra es la siguiente:Dado un AB,A = 〈Σ, Q, q0, δ, B〉, de�niremos el AR,A′ = 〈Σ, Q′, q′0, δ
′, R〉de la siguiente forma:

Q′ = El 
onjunto de todos los arboles de Safra sobre Q.
q′0 = El arbol de Safra que 
onsiste del nodo 1, etiquetado 
on {q0}.Los elementos de la rela
ión de transi
ión (q′, a, p′) ∈ δ′ están de�nidosde forma tal que q′ ∈ Q′, a ∈ Σ y p′ es el resultado de realizar lossiguientes pasos:1. p′ := q′2. Desmar
ar todos los nodos mar
ados de p′3. Para todo nodo de p′ 
on etiqueta S tal que S ∩B 6= ∅, 
rear unhijo 
on label S∩B y nombrarlo 
on un elemento de {1, 2, ..., 2n}que no se esté utilizando. En 
aso de tener hermanos, este será elmás joven de ellos,4. Remplazar toda etiqueta S de 
ada nodo del arbol p′ por ⋃

q∈S δ(q, a).5. Para todo par de nodos de p′ 
on el mismo padre tal que q ∈ Qpertenez
a a las etiquetas de ambos, eliminar, del hijo más joveny de todos sus des
endientes, el elemento q.6. Eliminar todos los nodos 
on etiquetas va
ias.7. Para todo nodo de p′, el 
ual posea una etiqueta que es igual ala unión de las etiquetas de sus hijos, eliminar todos los des
en-dientes del nodo y mar
arlo.El 
riterio de a
epta
ión de R = {(E1, F1), ..., (E2n, F2n)} esta de�nidopara i ∈ {1, ..., 2n} por:
Ei = Conj. de todos los arboles de Safra que 
ontengan el nodo i.
Fi = Conj. de todos los arboles de Safra 
on el nodo i mar
ado.



24CAPÍTULO 2. AUTÓMATAS FINITOS PARA LENGUAJES INFINITOSDemostremos que la tranforma
ión es 
orre
ta. Para realizar esto primeroenun
iaremos dos lemas auxiliares.Lema 1. Un arbol de Safra sobre un 
onjunto Q 
on |Q| = n tiene a lo sumo
n nodos.Lema 2 (Lema de K®nig). Todo arbol 
on in�nitos nodos, los 
uales
ontienen una 
antidad �nita de hijos, 
ontiene un 
amino in�nito.Teorema 1. Dado un autómata de Bu
hi, A = 〈Sigma,Q, q0, δ, B〉, el autó-mata de Rabin A′ = 〈Σ, Q′, q′0, δ

′, R〉 generado mediante la transforma
iónde Safra desde A genera el mismo lenguaje.Demostra
ión. L(A) ⊆ L(A′) : Sea v ∈ L(A) y sea ρ una eje
u
ión de vsobre el autómata A que 
umple 
on el 
riterio de a
epta
ión. Veamos 
omose 
omporta la eje
u
ión de v en el autómata A′. Supongamos ρ′ la eje
u
iónde v sobre A′. Luego ρ′ es una su
esión de arboles de Safra, notemos quelas raí
es de estos nun
a van a ser eliminadas, ya que la raíz del arbol ρ′i
ontendrá al menos el elemento ρi (paso 4). Si la raíz es mar
ada in�nitave
es, luego la palabra es a
eptada. Si esto no es así, sea j tal que ρ′j es laúltima vez que la raíz es mar
ada. Como ρ es una eje
u
ión de una palabraa
eptada, podemos tomar el menor k ≥ j tal que ρk ∈ F . Luego al momentode 
rear el nodo ρ′k+1 este tendrá un nuevo hijo 
on al menos el elemento
ρk (paso 3). Este luego será remplazado por ρk+1 (paso 4). Realizando unrazonamiento similar al usado para demostrar que las raí
es no son borradasy el he
ho que la raíz no es vuelta a mar
ar, podemos demostrar que estenodo tampo
o será eliminado. Si este nodo es mar
ado in�nitamente luegola palabra es a
eptada. En 
aso de que no, podemos repetir el razonamientoy demostrar que este nodo tendrá un hijo que nun
a es borrado. Notemosque por el lema 1, la profundidad de los arboles de Safra esta a
otada porel 
ardinal del 
onjunto sobre el 
ual se genera, luego esto nos asegura queen
ontraremos un nodo que es mar
ado in�nitamente y nun
a es removido.

L(A′) ⊆ L(A) : Sea v ∈ L(A′) y sea ρ′ una eje
u
ión de v sobre elautómata A′. Luego existe un nodo t en todos los arboles de ρ′ tal que apartir de un punto, éste siempre apare
e y es mar
ado una 
antidad in�nitade ve
es. Sea x la posi
ión tal que el nodo (arbol) t apare
e en ρ′y para todo
y ≥ x. Ahora de�namos i1, i2, ... ≥ x las posi
iones donde t es mar
ado y
Q1, Q2, ... las etiquetas del nodo en esas posi
iónes. Además de�namos i0 = 0y Q0 = {q0}. Por la de�ni
ión de δ′, para todo j ∈ N y q ∈ Qj+1 existeun p ∈ Qj tal que p →δ q 
onsumiendo la subpalabra v[ij ,ij+1) y pasa poral menos por un estado de F . Ahora de�namos un arbol 
on los nodos dela forma (q, j) donde q ∈ Qj y j ∈ N . Los padres del nodo (q, j + 1) es
ualquier nodo (p, j) tal que p →δ q 
onsumiendo la subpalabra v[ij ,ij+1).Esto nos de�ne de forma 
orre
ta un arbol 
on in�nitos nodos. Como todo



2.4. TRANSFORMACIÓN DE AB A AR 25nodo tiene a lo sumo n hijos, existe un 
amino in�nito en el arbol por ellema de K®nig. Luego, la 
onstru

ión de este arbol demuestra que existeuna eje

u
ión ρ de v que pasa in�nitamento por los estados �nales.Ejemplo 8. Apli
a
ión de la transforma
ión de Safra al autómata del ejem-plo 5. Representaremos los nodos 
on 
onjuntos y su nombre estará indi
adoen el superindi
e. El simbolo ! representará que el nodo está mar
ado.
q′0 = {q0}

1Luego de realizar la transforma
ión δ′ queda de�nida 
omo:
δ′(q′0, a) = q′0 = {q0}

1

δ′(q′0, b) = q′1 = {q0, q1}
1

δ′(q′1, a) = q′0 = {q0}
1

δ′(q′1, b) = q′2 = {s0, s1}
1

��

{s1}
2

δ′(q′2, a) = q′0 = {q0}
1

δ′(q′2, b) = q′3 = {s0, s1}
1

��

{s1}
2!

δ′(q′3, a) = q′0 = {q0}
1

δ′(q′3, b) = q′3 = {s0, s1}
1

��

{s1}
2!El úni
o nodo mar
ado es el 2 en q′3 y éste nodo no apara
e en q′0 y q′1.Luego el 
riterio de a
epta
ión es R ={({q′2, q′3}, {q′3})}.Reali
emos a 
ontinua
ión en detalle los pasos para de�nir δ′(q′2, a) y

δ′(q′2, b) por ser éstos los más interesantes. (nota: 
uando haya más de unpaso representado en un solo grá�
o, el paso que produ
e los 
ambios es elprimero.)



26CAPÍTULO 2. AUTÓMATAS FINITOS PARA LENGUAJES INFINITOSEmpe
emos 
on δ′(q′2, a):Paso 1 y 2: Paso 3: Pasos 4 y 5: Pasos 6 y 7:
{s0, s1}

1

��

{s1}
2

{s0, s1}
1

�� $$
J

J

J

J

J

J

J

J

J

{s1}
2

��

{s1}
3

{s1}
4

{s0}
1

�� ""
E

E

E

E

E

E

E

E

{}2

��

{}3

{}4

{s0}
1

Ahora veamos en detalle δ′(q′2, b):Pasos 1 y 2: Pasos 3 y 4: Paso 5:
{s0, s1}

1

��

{s1}
2

{s0, s1}
1

�� $$
J

J

J

J

J

J

J

J

J

{s1}
2

��

{s1}
3

{s1}
4

{s0, s1}
1

�� ##
H

H

H

H

H

H

H

H

H

{s1}
2

��

{}3

{s1}
4Paso 6: Paso 7:

{s0}
1

��

{s1}
2

��

{s1}
4

{s0}
1

��

{s1}
2!



Capítulo 3LTL y su rela
ión 
on losautómatas de Bu
hiEn esta se

ión presentaremos 
on
eptos sobre lógi
a temporal lineal(LTL). LTL se utiliza para espe
i�
ar propiedades sobre sistemas rea
tivos,en la 
ual el tiempo se interpreta en una forma dis
reta y se evaluan proposi-
iones lógi
as sobre los estados del sistema.La lógi
a temporal, a diferen
ia de la lógi
a proposi
ional, utiliza operadoresmodales.Los elementos bási
os de las fórmulas LTL son las proposi
iones atómi
as,es de
ir de
lara
iones que no pueden ser subdivididas. Por ejemplo: x esmenor que 100, 2 igual 3, llueve. Al 
onjunto de proposi
iones atómi
as 
onel que trabajamos lo de
lararemos AP.Notemos que las proposi
iones se ha
en verdaderas y falsas dependiendodel estado en el que se en
uentre el sistema. Por ejemplo, "la maquina es-tá sirviendo 
afe" es una proposi
ión atómi
a que será verdadera 
uando elsistema este sirviendo 
afe y será falsa 
uando no lo este ha
iendo. Notemostambién que las proposi
iones atómi
as serán la base 
on la que expresare-mos las propiedades a veri�
ar sobre el sistema.Entre los operadores modales, que utiliza LTL, podemos en
ontrar porejemplo: G ,F . Estos se utilizan para expresar propiedades a través del tiem-po. El operador G se utiliza para espe
i�
ar propiedades que se 
umplensiempre a lo largo del tiempo, mientras que el operador F se utiliza paraespe
i�
ar propiedades que en el futuro valdrán. Por ejemplo �F llueve� es
ierto pues sabemos que en algún momento en el futuro lloverá y �G llueve�es falso pues no siempre llueve. Estos operadores también pueden utilizarseen forma 
ombinada para expresar propiedades más ri
as, por ejemplo �G (Fllueve)� expresa la propiedad de que no importa en que momento en el futuronos en
ontremos siempre sabremos que existe un momento más adelante enel que lloverá. 27



28CAPÍTULO 3. LTL Y SU RELACIÓN CON LOS AUTÓMATAS DE BUCHIEn este 
apítulo de�niremos la sintaxis de las fórmulas LTL y su semán-ti
a, de�niremos operadores auxiliares para simpli�
ar la nota
ión y porúltimo presentaremos un algoritmo para generar un AB determinísti
o apartir de una fórmula LTL ψ. Este autómata tendrá 
omo alfabeto aso
iado
Σ = 2AP y la palabra ρ ∈ Σω representará que el momento i-esimo en elsistema son validadas los proposi
iones de ρi. El lenguaje de este autómataserá el 
onjunto de palabras que satisfa
en la propiedad ψ.3.1. Sintaxis de LTLDe�nimos el 
onjunto de fórmulas de LTL de la siguiente manera:De�ni
ión 11. Dado un 
onjunto de proposi
iones atómi
as AP , las fór-mulas LTL satisfa
en las siguientes reglas:1. p es una fórmula para todo p ∈ AP .2. Si φ es una fórmula, luego ¬φ y X φ son fórmulas.3. Si φ y ψ son fórmulas, luego φ ∨ ψ y φ U ψ son fórmulas.Cualquier otra 
osa no es fórmula.LTL extiende la lógi
a proposi
ional 
on los operadores temporales X(llamado neXt) y U (llamado Until). El signi�
ado intuitivo de estos es elsiguiente:X φ es 
ierto en este momento, si en el siguiente momento φ lo es.

φ U ψ es 
ierto en este momento, si φ es 
ierto desde este momentohasta el momento previo en el que vale ψ3.2. Semánti
a de LTLDe�ni
ión 12. Dado un 
onjunto de proposi
iones atómi
as AP, un 
amino
ρ será una se
uen
ia in�nita de elementos de 2AP , es de
ir ρ = ρ0ρ1ρ2...donde ρi ∈ 2AP i = 0, 1, 2, ....Intuitivamente, los 
aminos representan el 
onjunto de proposi
ionesatómi
as que son verdaderas en el sistema, en 
ada momento, a lo largodel tiempo. ρi denota el elemento i-esimo del 
amino y el primer elemen-to del 
amino es ρ0. (ρ, i) es el su�jo i-esimo de ρ, es de
ir (ρ0ρ1 · · · , i) =
ρiρi+1ρi+2 · · ·Ahora de�niremos la semánti
a de las fórmulas LTL 
omo una rela
iónde satisfa

ión entre un 
amino ρ y una fórmula φ. Usaremos el operador
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|= para expresar esta rela
ión. Luego ρ |= φ será equivalente a de
ir que lafórmula φ es válida en el 
amino ρ. Más formalmente:De�ni
ión 13. Sea p ∈ AP, ρ un 
amino y φ,ψ fórmulas LTL. La rela
iónde satisfa

ión |= esta de�nida por:1. (ρ, i) |= p sii p ∈ ρi2. (ρ, i) |= ¬φ sii no se satisfa
e (ρ, i) |= φ3. (ρ, i) |= φ ∨ ψ sii se satisfa
e (ρ, i) |= φ ó (ρ, i) |= ψ4. (ρ, i) |= X φ sii se satisfa
e (ρ, i+ 1) |= φ5. (ρ, i) |= φ U ψ sii ∃j ≥ i : (ρ, j) |= ψ ∧ ∀k : i ≤ k < j : (ρ, k) |= φDe�niremos 
omo el lenguaje de la fórmula φ al 
onjunto:

L(φ) = {ρ ∈ (2AP )ω | (ρ, 0) |= φ}.Ejemplo 9. Dado φ = X p 
on p ∈ AP , el L(φ) = {ρ ∈ (2AP )ω | p ∈ ρ1}.3.3. Operadores temporales auxiliaresPara fa
ilitar la espe
i�
a
ión de propiedades relevantes, introdu
iremosnuevos operadores modales. Estos operadores están de�nidos en terminos delos operadores ya presentados, por esta razón no agregarán expresividad allenguaje de las fórmulas LTL. Los nuevos operadores son F (Finally), G(Globally) y R (Release) y están de�nidos de la siguiente manera:F φ ≡ True U φG φ ≡ ¬F ¬φ

φ R ψ ≡ ¬(¬φ U ¬ψ)Con F φ estamos expresando que en algún momento en el futuro laproposi
ión φ será valida, i.e. Finalmente valdrá φ. Con G φ estamos ex-presando que en ningún momento en el futuro vale ¬φ, lo que es equivalentea de
ir que en todo momento vale φ, i.e. Globalmente vale φ. Por último, eloperador R , el 
ual es el operador lógi
o dual del U . Este requiere que laproposi
ión ψ sea válida hasta que el mismo momento el en que o
urra φ,pero sin exigir que en algún momento sea válida φ.



30CAPÍTULO 3. LTL Y SU RELACIÓN CON LOS AUTÓMATAS DE BUCHI3.4. Transforma
ión de una fórmula LTL a un autó-mata de Bu
hiEn esta se

ión presentaremos el algoritmo para generar un autómata deBu
hi que a
epta el mismo legunaje de una fórmula LTL. Este fue presenta-do por Gerth, Peled, Vardi y Wolper.El algoritmo se divide en 4 partes:1. La fórmula LTL es llevada a su forma normal negativa2. Se genera un grafo auxiliar G a partir de la fórmula LTL.3. A partir de G se genera un autómata de Bu
hi generalizado BG.4. Se genera a partir de BG el autómata de Bu
hi.En la forma normal negativa la fórmula LTL solo utiliza operadores bási-
os y la nega
ión esta apli
ada solo a las proposi
iones atómi
as. Para realizaresta normaliza
ión, remplazamos los operadores auxliares (G ,F , R ) por sude�ni
ión, por ejemplo: F ψ es remplazado por True U ψ. Para lograr negarsólo las proposi
iones atómi
as utilizamos las siguientes igualdades:
¬(φ U ψ) = (¬φ) R (¬ψ).
¬(φ R ψ) = (¬φ) U (¬ψ).
¬(X ψ) = X (¬ψ).Para la genera
ión del grafo auxiliar utilizaremos la fun
ión 
rearGrafo().A 
ontinua
ión expli
aremos en detalle el algoritmo que utiliza:La estru
tura bási
a que usa el algoritmo se llama nodo. Los nodos delgrafo serán representados por el 
onjunto de nodos. Un nodo n 
ontiene lasiguiente informa
ión:nodo = [IN : id_Nodo;Entrantes : 
onjunto id_Nodo;Pro
esadas, Siguientes: 
onjunto FórmulaLTL;℄IN es el identi�
ador del nodo.Entrantes es un 
onjunto 
on los nodos prede
esores. Cada nodo n′ del
onjunto representa una arista desde n′ a n.Pro
esadas, Siguientes: Cada una de estos 
onjuntos esta formado porsubfórmulas de la fórmula de la 
ual estamos 
onstruyendo el grafo. La 
ons-tru

ión de éstos se realiza de tal forma que los posibles pre�jos de se
uen
iasde estados que al
an
en el nodo, satisfa
en todas las fórmulas de Pro
esadas



3.4. TRANSFORMACIÓNDE UNA FÓRMULA LTL A UNAUTÓMATA DE BUCHI31y el siguiente nodo al
anzable es de tal forma que satisfa
e todas las fórmulasde Siguientes.A 
ontinua
ión utilizaremos un pseudo-
odigo para expli
ar el algoritmo.En él algoritmo utilizaremos la variable global nodos, en la 
ual guardaremosel 
onjunto de nodos generados. También utilizaremos la fun
ión gen_id()la 
ual genera un identi�
ador nuevo para 
ada nodo. La fun
ión prin
ipal,
omo ya fue men
ionado, será 
rearGrafo() la 
ual toma 
omo parametrouna fórmula LTL. El nú
leo de la fun
ión prin
ipal será la fun
ión re
ursiva:expand(ent: lista identi�
adorDelNodo,pro
, nuevas, sig : lista Fórmula)la 
ual tiene 
omo parametros los datos ne
esarios para 
rear un nuevonodo, i.e. los nodos Entrantes y los 
onjuntos Pro
esadas, Siguientes del no-do a 
rear. Además toma un ter
er 
onjunto, Nuevas, este es el 
onjunto delas fórmulas que aún no han sido pro
esadas. Esta fun
ión será la en
argadade 
rear los nodos siguientes a los nodos listados en la variables ent.La fun
ión 
rearGrafo() ini
ializa el 
onjunto de nodos a va
io. Luegoutiliza un nodo espe
ial init, este será el nodo ini
ial y se agrega al 
onjuntode nodos al �nalizar la fun
ión expand().fun
ion 
rearGrafo(φ : formulaLTL){nodos := ∅expand({init}, ∅, { φ },∅);nodos := nodes ∪ init} El llamado a expand(), empezará a generar los nodos siguientes a init. Elpsudo-
odigo de expand() es el siguiente:fun
ion expand(ent, pro
, nuevas, sig) {if (nuevas = ∅) {if( ∃n ∈ Nodos : n.Pro
esadas = pro
 & n.Siguientes = sig) {n.entrantes := n.entrantes ∪ ent;return;} else {new node nn;nn.IN := gen_ID();nn.Pro
esadas := pro
;nn.Siguiente := sig;nodos := nodos ∪ {nn};expand({nn.IN}, ∅, nn.Siguintes, ∅);}



32CAPÍTULO 3. LTL Y SU RELACIÓN CON LOS AUTÓMATAS DE BUCHI} else {expand_form(ent, pro
, nuevas, sig);}} Si el 
onjunto nuevas es va
io es el momento de generar un nuevo nodo,el algoritmo veri�
a si el este ya existe, si es el 
aso, a
tualiza los nodosentrantes, 
aso 
ontrario 
rea un nuevo nodo y 
ontinua generando los nodossiguientes a éste, por esta razón realiza un nuevo expand(). Notemos quepara realizar el nuevo expand() toma 
omo 
onjunto de fórmulas nuevas el
onjunto de fórmulas siguientes, lo 
ual re�eja el he
ho de que los nodossiguientes al último 
reado deben satisfa
er las fórmulas que este requiereque sus su
esores 
umplan.Otra 
osa interesante para remar
ar es que el algoritmo utiliza los 
on-juntos Pro
esadas y Siguientes para veri�
ar la existen
ia del nodo y no suidenti�
ador IN. Esto se debe a que lo que realmente identi�
a a un nodoson estos 
onjuntos, la variable IN se utiliza simplemente para representar deforma simple el 
onjunto de prede
esores. En 
aso de que el nodo exista nose realiza un expand porque este ya fue realizado al momento de 
rear el nodo.fun
ion expand_form(ent, pro
, nuevas, sig) {Sea η ∈ nuevas;nuevas := nuevas − {η};if (η ∈ pro
) {expand(ent, pro
, nuevas, sig);}else{if(η ∈ AP){expand_prop(η, ent, pro
, nuevas, sig);}else if(η = µ ∨ ψ) {expand_Or(η, µ, ψ, ent, pro
, nuevas, sig);}else if(η = µ ∧ ψ) {expand_And(η, µ, ψ, ent, pro
, nuevas, sig);}else if(η = X µ){expand_Next(η, µ, ent, pro
, nuevas, sig);}else if(η = µ U ψ){expand_Until(η, µ, ψ, ent, pro
, nuevas, sig);}else if(η = µ R ψ){expand_Release(η, µ, ψ, ent, pro
, nuevas, sig);}}}



3.4. TRANSFORMACIÓNDE UNA FÓRMULA LTL A UNAUTÓMATA DE BUCHI33En la fun
ión expand_form si la fórmula η está en pro
, signi�
a que éstaya fue pro
esada, por esta razón se vuelve a empezar la expansión, pero sinla fórmula η en nuevas. Esto puede o
urrir ya que una misma proposi
iónatómi
a puede o
urrir varias ve
es en una misma fórmula. En 
aso de queno sea ese el 
aso, realizamos diferentes tipos de expansiones en fun
ión dela forma de la fórmula. Las expansiones son las siguientes:fun
ion expand_prop(η, ent, pro
, nuevas, sig){if((η = False) ∨ ((¬η) ∈ pro
)) {return;}else{pro
 := pro
 ∪ {η};expand(ent, pro
, nuevas, sig));}} La fun
ión expand_prop() veri�
a si la proposi
ión η no genera in
o-heren
ias 
on las fórmulas pro
esadas, si es asi, ésta se des
arta. En 
aso deque no sea así, la fórmula η es agregada al 
onjunto de las fórmulas pro
e-sadas y 
ontinuamos la expansión. Notemos que 
on in
luir η al 
onjunto defórmulas pro
esadas el algoritmo re�eja el he
ho de que el nodo nuevo quese va a 
rear satisfa
e esta proposi
ión atómi
a./* η = µ ∨ ψ */fun
ion expand_Or(η, µ, ψ, ent, pro
, nuevas, sig){pro
' := pro
 ∪ {η} ;nuevas' := nuevas ∪ {µ};expand(ent, pro
', nuevas', sig);nuevas' := nuevas ∪ {ψ};expand(ent, pro
', nuevas', sig);}Si re
ordamos la de�ni
ión formal de la semánti
a de la disyun
ión, ésta di
eque debe existir un 
amino que satisfaga una de las dos fórmulas. Esto estare�ejado 
on los dos llamados a la fun
ión expand(), notemos que ambasllamadas a expand() tienen el mismo 
onjunto de nodos entrantes y que el
onjunto nuevas es 
ambiados para re�ejar que en los nuevos nodos a 
reardeben satisfa
er 
ada uno, una de las fórmulas que 
omponen la disyun
ión./* η = µ ∧ ψ */
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ion expand_And(η, µ, ψ, ent, pro
, nuevas, sig){pro
' := pro
 ∪ {η};nuevas' := nuevas ∪ {µ,ψ};expand(ent, pro
', nuevas', sig);}El 
aso de expand_And() es mu
ho más sen
illo, ya que si el nuevo nodo debesatisfa
er la 
onjun
ión de dos fórmulas es equivalente a pedir que las dosfórmulas sean validos. Luego el algoritmo solo agrega este par de fórmulas al
onjunto de fórmulas nuevas y vuelve a empezar las expansión./* η = X µ */fun
ion expand_Next(η, µ, ent, pro
, nuevas, sig) {pro
' := pro
 ∪ {η};sig' := sig ∪{µ};expand(ent, pro
', nuevas, sig');} Notemos que en 
aso de tener un X µ, el algoritmo tiene que asegurarsede que los nodos siguientes al que estamos 
reando satisfagan µ, notenemosque esto se logra 
on in
luir µ en el 
onjunto sig' ya que este será el 
onjuntode fórmulas que deberán satisfa
er los nodos siguientes. Esto se re�eja 
on
laridad en el llamado a la fun
ión expand() que se realiza dentro de lafun
ión expand(). (Los problemas de usar la re
ursividad :D)/* η = µ U ψ */fun
ion expand_Until(η, µ, ψ, ent, pro
, nuevas, sig){pro
' := pro
 ∪ {η};nuevas':= nuevas ∪ {µ};sig' := sig ∪ {η};expand(ent, pro
', nuevas', sig');pro
' := pro
 ∪ {η};nuevas':= nuevas ∪ {ψ};sig' := sig;expand(ent, pro
', nuevas', sig');} El 
ódigo de esta fun
ión se debe a que µ U ψ ≡ ψ ∨ (µ ∧ X (µ U ψ)),luego si se debe 
rear un estado que satisfaga µ U ψ es equivalente a 
reardos estados donde uno satisfa
e ψ y el otro satisfa
e (µ∧X (µ U ψ)). En esteúltimo tenemos en 
uenta lo realizado en la fun
ión expand_Next().
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ion expand_Release(η, µ, ψ, ent, pro
, nuevas, sig){pro
' := pro
 ∪ {η};nuevas':= nuevas ∪ {µ, ψ};sig' := sig ∪ {η};expand(ent, pro
', nuevas', sig');pro
' := pro
 ∪ {η};nuevas':= nuevas ∪ {ψ};sig' := sig;expand(ent, pro
', nuevas', sig');} El 
ódigo de expand_Release() es similar al de expand_Until(), esto sedebe a que µ R ψ ≡ ψ∧(µ∨(X (µ R ψ))), distribuyendo el ∧ 
on el ∨ obten-emos (ψ ∧ µ) ∨ (ψ ∧ (X (µ R ψ))).Luego de que se termina de 
onstruir el grafo, el autómata de Bu
higeneralizado se obtiene de la siguiente forma:El alfabeto es Σ = 2AP . Donde dados σ ∈ Σ y p ∈ AP , p ≡ True si ysolo si p ∈ σ.El 
onjunto de nodos Q esta 
ompuesto por los elementos del 
onjuntonodos generado por el algoritmo.
(n, σ,m) ∈ δ si y solo si n ∈ m.Entrantes y σ satisfa
e la 
onjun
iónde las proposi
iones negadas y no negadas de m.Pro
esadas.El estado ini
ial es q0 = init. No hay nodos que lleguen a éste.Los 
onjuntos de estados de a
epta
ión BG son generados de la si-guiente forma: por 
ada subfórmulas de la forma µ U ψ generamos un
onjunto Bi que está 
ompuesto por todos los nodos n tal que satisfa-
en ψ ∈ n.Pro
esadas ó (µ U ψ) 6∈ n.Pro
esadas.Por último lo úni
o que falta es transformar el autómata de Bu
hi gene-ralizado en un autómata de Bu
hi, para esto utilizamos la transforma
iónpresentada en la se

ión de autómatas de Bu
hi generalizados.
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Capítulo 4Sistemas no determinísti
osprobabilísti
osLos sistemas rea
tivos pueden ser modelados por un sistema no deter-minísti
o probabilísti
o (SNP). Los SNP son similarares a los pro
esos dede
isión de Markov 
on una 
antidad �nita de estados. Para 
ada estado delpre
eso de de
isión de Markov se puede elegir, de forma no determinísti
a,una a

ión de un 
onjunto de a

iones y el siguiente estado es elegido deter-minísti
amente, mediante una distribu
ión de probabilidades aso
iada a laa

ión elegida.En este 
apítulo de�niremos formalmente un SNP y las probabilida-des máximas y mínimas de un 
onjunto de eje
u
iones sobre estos. De-mostraremos también propiedades de algunos sub
onjuntos espe
iales delSNP, éstas serán útiles para el 
ál
ulo de las probabilidades ya men
ionadas.Un SNP se de�ne formalmente de la siguiente forma:De�ni
ión 14 (SNP). Un SNP es una 6-upla 〈AP,S,Accs, k, p, sin〉 talque:1. AP es un 
onjunto de proposi
iones atómi
as.2. S es un 
onjunto �nito de estados. Todo estado s ∈ S le asigna unvalor de verdad s[x] a todo proposi
ión x ∈ AP .3. A

s es 
onjunto de a

iones que puede realizar el sistema.4. k : S → 2Accs−{∅} una fun
ión que le asigna a 
ada estado el 
onjuntode a

iones que puede realizar.5. p : S × Accs × S → [0, 1], es una fun
ión tal que para todo s ∈ Sy para todo a ∈ k(s), p(s, a, ·) es una distribu
ión de probabilidades.Dado t ∈ S, el valor p(s, a, t) da la probabilidad de pasar al estado t37



38CAPÍTULO 4. SISTEMAS NODETERMINÍSTICOS PROBABILÍSTICOSdado que se realiza la a

ión a mientras el sistema estaba en el estado
s.6. sin es el estado ini
ial.Dado que p es una fun
ión de probabilidad debe satisfa
er que para todo

s ∈ S y a ∈ k(s) se 
umple ∑
t∈S p(s, a, t) = 1.Dado un estado s ∈ S, el su
esor de s es elegido en dos pasos: primero,una a

ión a ∈ k(s) es elegida de forma no determinísti
a; segundo, el estadosu
esor t ∈ S es elegido de a
uerdo a la probabilidad p(s, a, t). Una vez que elsistema se en
uentra en el estado t, este pro
edimiento se repite para realizaruna nueva transi
ión al estado t′. Este pro
eso se repite una 
antidad in�nitade ve
es y genera una eje
u
ión del sistema.De�ni
ión 15 (Eje
u
ión). Una eje
u
ión de un SNP Π es una se
uen
iain�nita de ω : s0s1s2 · · · tal que para todo si ∈ S, existe ai ∈ k(si) tal que

p(si, ai, si+1) > 0 para todo i ≥ 0.De�ni
ión 16. Dado s ∈ S, a ∈ Accs, de�nimos los estados siguientes de s
on respe
to a la a

ión a 
omo Sigs(s, a) = {s′ | p(s, a, s′) > 0}

S0

{ x }

S2

{ y }

S3 S4

S5 S6

S1

{ z }

{ x }{ y }

{x, y} { x, y}

B

A

D
A D

B

C

A

C

B

0.7

0.3

0.5
0.5

0.6 0.3

0.1

0.4

0.6

0.70.3

Figura 4.1: Sistema No determinísti
o Probabilísti
o



4.1. PROBABILIDADES EN UN SNP 39Ejemplo 10. En la �gura 4.1 podemos ver un SNP representado medianteun grá�
o. El 
onjunto de proposi
iones átomi
as es AP = {x, y, z}, el 
on-junto de estados es S = {s0, · · · , s6} y el 
onjunto de a

iones es Accs =
{A,B,C,D}. Además se puede ver que k(s0) = {A,B} y k(s5) = {B}. Tam-bién se puede ver que p(s0, a, s1) = 0,1, p(s0, a, s3) = 0,6, p(s0, a, s4) = 0,3.Entre las eje
u
iones del SNP podemos en
ontrar: (s0s2)

ω, s0(s4s6s3)ω,
s0(s3s6)

ω, s0sω1 .4.1. Probabilidades en un SNPEl espa
io muestral sobre el 
ual trabajaremos serán las eje
u
iones deun SNP. Para ha
er esto debemos primero de�nir una estru
tura sobre estasque esté 
ompuesta por elementos medibles. Esta estru
tura es un álgebra,llamada σ-algebra de Borel de 
onjuntos de se
uen
ias, y sus elementos son
onjuntos a los 
uales son posibles asignar una probabilidad.[JKK66℄Notemos que a 
ada estado s ∈ S podemos aso
iar un 
onjunto:
Ωs = {s0s1s2 · · · | s = s0 ∧ ∀n ∈ N : ∃a ∈ k(sn) : p(sn, a, sn+1) > 0}Luego, dada una se
uen
ia �nita de estados σ = σ0 · · · σn se de�ne 
omo
ilindro bási
o indu
ido por σ al 
onjunto:

σ↑ = {ρ ∈ Ωs | ρ0 = s0 ∧ · · · ∧ ρn = sn}Denotamos 
on Bs a la σ-algebra generado por todos los 
ilindros bási-
os, i.e. Bs ⊆ 2Ωs es el menor 
onjunto 
onteniendo a los 
ilindros bási
osque es 
errado por 
omplemento y unión numerables. Luego, los elementossobre los 
uales mediremos una probabilidad pertene
erán al 
onjunto Bs.Debido a la presen
ia del no determinismo, al momento de elegir las a
-
iones, en los SNP no es posible de�nir una úni
a fun
ión de probabilidadsobre los elementos de la σ-algebra de Borel Bs. A pesar de esto, para 
a-da 
onjunto de se
uen
ia ∆ ∈ Bs, podemos de�nir la probabilidad máxima
µ+(∆) y la probabilidad mínima µ−(∆). Intuitivamente, µ+(∆) representala probabilidad de que el sistema siga una se
uen
ia en ∆, remplazando el nodeterminismo por una ele

ión arbitraria de las a

iones tal que maximi
eeste valor. µ−(∆) es análogo 
on respe
to a la mínimiza
ión. Para formalizaresta idea se utiliza el 
on
epto de estrategia, la 
ual determina la probabilidad
on la 
ual se eligen las a

iones en un estado en parti
ular.De�ni
ión 17 (Estrategia). Una estrategia η es un 
onjunto de fun-
iones de probabilidades 
ondi
ionales Qη(a | s0s1 · · · sn) donde n ∈ N ,
s0, s1, · · · , sn ∈ S y a ∈ k(sn), tal que Σa∈k(sn)Qη(a | s0s1 · · · sn) = 1.



40CAPÍTULO 4. SISTEMAS NODETERMINÍSTICOS PROBABILÍSTICOSCuando un sistema se 
omporta de a
uerdo a una estrategia η y desde elestado s = s0 ∈ S se al
anza el estado sn ∈ S, siguiendo la se
uen
ia s0 · · · sn,se elige la próxima a

ión a ∈ k(sn) 
on una probabilidad Qη(a | s0 · · · sn).Luego, la probabilidad de que el siguiente estado de la se
uen
ia s0 · · · sn sea
t ∈ S es igual a:

Prηs(t | s0 · · · sn) =
∑

a∈k(sn)Qη(a | s0 · · · sn)p(sn, a, t).Ahora podemos aso
iar a 
ada se
uen
ia �nita s0 · · · sn ini
iada en s =
s0 de Ωs la probabilidad Prηs(s0 · · · sn) =

∏n−1
i=0 Prηs(si+1 | s0 · · · si). Estaprobabilidad para se
uen
ias �nitas genera una úni
a fun
ión de probabilidad

µs,η en Bs tal que µs,η(ρ↑) = Prηs(ρ) para todo 
ilindro bási
o ρ↑.Notemos que sería mu
ho más simple que la fun
ión de probabilidad
on la 
ual se elige la siguiente a

ión no dependiera de toda la se
uen
iade estados re
orrida y dependiera solamente del estado a
tual en la que seen
uentra. Si bien esto es 
ierto, también es 
ierto que la de�ni
ión que uti-lizamos 
ontempla este 
aso, y además nos permite una mayor expresividadal momento de de�nir la estrategia, pues podemos elegir a

iones en fun
iónde lo que ya pasó, por ejemplo, supongamos que quisieramos modelar unsistema que sólo pasa una vez por el estado sj , luego, la probabilidad 
ondi-
ional de elegir una a

ión que me permita pasar por sj dada una se
uen
iaque esta 
onpuesta por el estado sj será 0.Ejemplo 11. Tomemos SNP de la �gura 4.1 y supongamos que la estrategia
η esta 
ompuesta por fun
iones de probabilidad 
ondi
ional tales que:

Pr(A | s0) = 0,5 Pr(B | s0) = 0,5 Pr(D | s0s2) = 0 Pr(A | s0s2) = 1luego la probabilidad de s0s1 es:
Qη(A | s0) ∗ p(s0, A, s1) = 0,5 ∗ 0,1 = 0,05la probabilidad de s0s2s5 es:
Pr

η
s0(s0s2s5) = Pr

η
s0(s2 | s0)Pr

η
s0(s5 | s0s2) = (0, 5 ∗ 0, 5) ∗ (1 ∗ 0,3) = 0,55y la probabilidad de s0s3 es:

Pr
η
s0(s0s3) = Qη(A | s0) ∗ p(s0, A, s3) +Qη(B | s0) ∗ p(s0, B, s3) = 0,55Utilizando la de�ni
ión de µs,η podemos de�nir la probabilidad máximay mínima 
omo sigue:De�ni
ión 18. La probabilidad máxima µ+

s (∆) y la probabilidad mínima
µ−s (∆) de un 
onjunto de se
uen
ias ∆ ∈ Bs están de�nidas por:

µ+
s (∆) = supη µs,η(∆) µ−s (∆) = infη µs,η(∆)Luego, µ−s (∆) y µ+

s (∆) representan la probabilidad de que el sistemasiga una evolu
ión en ∆ 
uando las de
isiones no deterministi
as son tandesfavorable o favorables 
omo sea posible.



4.2. CONJUNTOS ESTABLES 41Ejemplo 12. Notemos en la �gura 4.1, que la probabilidad de la eje
u
ión
s0s

ω
1 es igual a la probabilidad del 
ilindro bási
o indu
ido por s0s↑1. Estose debe a que una vez que la eje
u
ión llega a s1, 
on probabilidad 1 elegirásiempre s1 
omo el siguiente estado a transi
ionar. Cal
ulemos ahora la pro-babilidad máxima y mínima de s0s↑1:

µ
η
s0(s0s

↑
1) = Pr

η
s0(s0s1) = Qη(A | s0) ∗ p(s0, A, s1) = Qη(A | s0) ∗ 0,1Luego la probabilidad máxima y mínima serán dadas, respe
tivamente, por laestrategias que maximi
en y minimi
en el valor de Qη(A | s0). Luego el valormáximo será dado por la estrategia que asigne a Qη(A | s0) el valor 1 y elmínimo por la que le asigne el valor 0. Enton
es tenemos que µ+

s0
(s0s

ω
1 ) = 0,1y que µηs0(s0sω1 ) = 0.Los siguientes lemas fueron presentados en [dAB℄. El primero estable
eque µ+ y µ− no son aditivos y el segundo rela
iona la probabilidad máximay la probabilidad mínima.Lema 3. Si ∆1,∆2 ∈ Bs, 
on ∆1 ∩ ∆2 = ∅, enton
es:

µ+
s (∆1 ∪ ∆2) ≤ µ+

s (∆1) + µ+
s (∆2) µ−s (∆1 ∪ ∆2) ≥ µ−s (∆1) + µ−s (∆2)Lema 4. Para todo ∆ ∈ Bs se 
umple que µ−s (∆) = 1 − µ+

s (Ωs − ∆)4.2. Conjuntos EstablesIntuitivamente, un sub
onjunto de estados de un SNP es estable si hayuna estrategia tal que para todo 
omportamiento que entra al sub
onjunto,este permane
erá siempre en él [dA97, dAB℄. Más formalmente:De�ni
ión 19. Dado un SNP Π = 〈AP,S,Accs, k, p, sin〉 y un 
onjunto
E ⊆ S, E es un 
onjunto estable (CE) si:

∀s ∈ E : ∃a ∈ k(a) : Sigs(s, a) ⊆ EDiremos que un CE B es un 
onjunto estable maximal en C ⊆ S si B ⊆ Cy no existe otro CE B′ tal que B′ ⊆ C y B ⊂ B′.Dado un 
onjunto estable E, de�namos la rela
ión ρE ⊆ E × E 
omo:
ρE = {(s, t) | ∃a ∈ k(a) : t ∈ Sigs(s, a) ∧ Sigs(s, a) ⊆ E}luego si (s, t) ∈ ρE hay una a

ión a ∈ k(s) que salta desde s a t 
on pro-babilidad mayor que 
ero y que 
ae fuera de E 
on probabilidad nula. Si elgrafo (B, ρB) es fuertemente 
onexo, diremos que B es un 
onjunto establefuertemente 
onexo(CEFC). CEFC maximal se de�ne de forma análoga aCE maximal.
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Figura 4.2: Conjunto EstableEjemplo 13. En la �gura 4.2 vemos un 
onjunto estable del SNP presentadoen la �gura 4.1. Notemos que no es fuertemente 
onexo pues no hay formade al
anzar el estado s2 desde los restantes.A 
ontinu
ión unos lemas que resumen las propiedades relevantes de losCE y los CEFC [dA97℄.El primer lema estable
e que una vez que se al
an
e un CE E, es posibleelegir las a

iones de tal forma que todo eje

uión que entra a E se quedetransi
ionando entre estados de E para siempre. Esto es posible ya que por
omo está de�nido un CE, para todo estado del CE existe una a

ión queno me permite transi
ionar a un estado fuera de él.Lema 5. Dado un CE E, existe una estrategia tal que para todo 
ompor-tamiento que al
anza un elemeto de E, se quedará siempre en E 
on proba-bilidad igual a 1.El siguiente lema es similar al anterior, pero 
on respe
to a un CEFC
J . Por 
omo están de�nidos los CEFC, para todo estado es posible al
anzar
ualquier otro estado de J 
on probabilidad mayor que 0. Este he
ho nospermite poder de�nir una estraregia tal que toda eje
u
ión que al
an
e a J ,se quede siempre transi
ionando por todos los estados de J .Lema 6. Dado un CEFC J, existe una estrategia tal que para todo 
ompor-tamiento que al
anza un elemeto de J, se quedará siempre en J y visitarátodos los estados de J 
on probabilidad igual a 1.El próximo lema estable
e que toda eje
u
ión válida �nalmente llega a unCEFC y se queda transi
ionando en ese 
onjunto para siempre. Este he
hoes importante ya que si bien hay in�nitas eje
u
iones validas, la 
antidad deCEFC es limitada.Lema 7. Para toda estado s ∈ S y toda estrategia η:
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µ
η
s({ω ∈ Ωs | inft(ω) es un CEFC}) = 1.El último lema es un resultado del anterior. Este estable que si unaeje
u
ión visita in�nitamente elemtos de un 
onjuntos de estados C, enton
esesos estados tienen que estar in
luidos en la union de los CEFC maximalesdel 
onjunto C.Lema 8. Dado 
ualquier 
onjunto C de estados de un SNP, sean D1, · · · ,Dnlos CEFC maximales en C y sea D =

⋃n
i=1Di. Enton
es, para todo s ∈ S ytoda estrategia η, µηs({ω | inft(ω) ⊆ C ∧ inft(ω) 6⊆ D}) = 0.Estos lemas son importantes pues se utilizan para el 
ál
ulo de la pro-babilidad máxima de que una propiedad expresada mediante fórmulas LTLse 
umpla en un SNP. Los siguientes serán importantes para el 
ál
ulo de laprobabilidad mínima.Primero de�niremos un 
onjunto del 
ual es imposible salir para todaestrategia. Estos nos garatizará que para toda estrategia, toda eje
u
ión queal
an
e el 
onjunto siempre permane
erá en él.De�ni
ión 20 (
onjunto fuertemente estable). Dado un SNP Π =

〈AP,S,Accs, k, p, sin〉 y un 
onjunto M ⊆ S, M es un 
onjunto fuertementeestable (CFE) si:
∀s ∈M ∧ ∀a ∈ k(s) : Sigs(s, a) ⊆MDiremos que un CFE M es un 
onjunto fuertemente estable maximal en

C ⊆ S si M ⊆ C y no existe otro CFE M ′ tal que M ′ ⊆ C y M ⊂M ′.
S3 S4

S6

{ x }

{x, y} { x, y}

A D

B

C

0.4

0.6

0.70.3

Figura 4.3: Conjunto Fuertemente EstableDado 2 
onjuntos de estados, de�niremos una rela
ión entre ellos 
uandodesde todo estado de uno de los 
onjuntos se puede al
anzar un elemento delotro 
on probabilidad mayor que 
ero para toda estrategia.
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ión 21 (
onjunto obligado). Dado un SNP Π = 〈AP,S,Accs, k, p, sin〉y un 
onjunto C ⊆ S, diremos que A ⊆ S es un 
onjunto obligado (CO) deC si para todo estado s ∈ C y estrategia η se 
umple :
∃ρ ∈ S∗ : ρ0 = s ∧ ρ|ρ| ∈ A ∧ Prηs(ρ) > 0A 
ontinua
ión un lema que rela
iona un CFE C 
on A, un CO de C. Estenos garantiza que las eje
u
iones dentro de C que nun
a visitan los estadosde A tienen probabilidad 0, a este he
ho se debe el nombre 
onjunto obligado.Utilizaremos la nota
ión est(ρ) para denotar los estados que apara
en en lase
uen
ia de estados o en la eje
u
ión ρ.Lema 9. Dado un 
onjunto fuertemente estable C, sea A un CO de C.Enton
es para toda estrategia η y todo estado s ∈ C se 
umple:
µ
η
s({ω ∈ Ωs | est(ω) ∩A = ∅}) = 0lo 
ual es equivalente a :
µ
η
s({ω ∈ Ωs | est(ω) ∩A 6= ∅}) = 1Demostra
ión. Fijemos η y sea L un 
onjunto de se
uen
ias de estados �nitatal que todas tienen una probabilidad mayor que 
ero, empiezan en elemen-tos de C y terminan en un estado de A. Además no hay 2 se
uen
ias queempie
en en el mismo elemento. Formalmente:

L ⊂ C∗ : (∀l ∈ L : Prηl0(l) > 0 ∧ l0 ∈ C ∧ l|l|−1 ∈ A)∧

(6 ∃l, l′ ∈ L : l0 = l′0)Por de�ni
ión de 
onjunto obligado sabemos que |L| = |C|, es de
ir,tenemos un 
amino para 
ada estado de C. De�namos lmax = máx{|l| : l ∈
L}.De�namos ahora para s ∈ C el 
onjunto ρs formado por se
uen
ia deestados �nitas que empiezan en s, tienen longitud lmax, una probabilidadmayor que 0 y pasan por algún estado de A. Formalmente:

ρs = {ρ ∈ C∗ | ρ0 = s ∧ |ρ| = lmax ∧ Prηs(ρ) ∧ (∃0 ≤ i < |ρ| : ρi ∈ A)}.Notemos que ρs no puede ser va
ío ya que por lo menos in
luye un ele-mento que tiene 
omo pre�jo un elemento de L que ini
ia en s.Sea m = mı́n{Prηρ0(ρ) | ρ ∈
⋃
s∈C ρ

s}. Luego, la probabilidad mínimade que una se
uen
ia de estados válida de longitud lmax, que empieza en unestado C, pase por A es m. Enton
es la probabilidad máxima de que unase
uen
ia válida de longitud lmax, que empieza en un estado de C, no pasepor un estado de A es de (1 −m). Es de
ir que dado T (s) = {ρ ∈ C∗ | ρ0 =
s ∧ |ρ| = lmax ∧ est(ρ) ∩A = ∅}, tenemos que:
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Pr

η
s (T (s)) ≤ (1 −m)Enton
es tenemos que µηs({ρ↑ | ρ ∈ T (s)}) ≤ (1−m) para todo estado yestrategia.Notemos que para todo k > 0 tenemos que:

{ω ∈ Ωs | est(ω) ∩A = ∅}) ⊆
{ρ0q1ρ1 · · · qkρk ↑ | ρ0q1 ∈ T (s) ∧ (qiρi) ∈ T (qi)}Demostremos enton
es que para todo η, dado s = ρ0

0, vale:
µ
η
s({ρ0q1ρ1 · · · qkρk ↑ | ρ0q1 ∈ T (s) ∧ (qiρi) ∈ T (qi)}) ≤ (1 −m)(k+1)para todo k > 0. Utilizaremos indu
ión en k para realizar la demostra
ión.Además utilizaremos la nota
ión η | ρ para denotar a la estrategia que resul-ta de de η luego de haber re
orrido la se
uen
ia ρ. Es de
ir, Qη|ρ(A | ρ′) =
Qη(A | ρρ′)Caso base:
µ
η
s({ρ0q1ρ1 ↑ | (ρ0q1) ∈ T (s) ∧ (q1ρ1) ∈ T (q1)}) =

∑
(ρ0q1)∈T (s) Prηs(ρ

0q1) · µ
η|ρ0q1

q1
({ρ↑ | ρ ∈ T (q1)}) ≤

∑
(ρ0q1)∈T (s) Prηs(ρ

0q1) · (1 −m) ≤

Prηs(T (s)) · (1 −m) ≤ (1 −m)2Caso Indu
tivo:
µ
η
s({ρ0q1ρ1 · · · qkρ(k+1) ↑ | ρ0q1 ∈ T (s) ∧ (qiρi) ∈ T (qi)}) =

∑
(ρ0q1)∈T (s) Prηs(ρ

0q1) · µ
η|ρ0q1

q1
({q1ρ1q2ρ2 · · · qkρk+1 ↑ | (qiρi) ∈ T (qi)}) =

∑
(ρ0q1)∈T (s) Prηs(ρ

0q1)·Pr
η|ρ0q1
s (q1ρ1

0)·µ
η|ρ0q1ρ10
ρ1
0

({ρ1q2ρ2 · · · qkρk+1 ↑ | (ρ1q2) ∈

T (ρ1
0) ∧ (qiρi) ∈ T (qi)}) ≤

∑
(ρ0q1)∈T (s) Prηs(ρ

0q1)·µ
η|ρ0q1ρ10
ρ1
0

({ρ1q2ρ2 · · · qkρk+1 ↑ | (ρ1q2) ∈ T (ρ1
0)∧(qiρi) ∈

T (qi)}) ≤∑
(ρ0q1)∈T (s) Prηs(ρ

0q1) · (1 −m)k ≤

(1 −m) · (1 −m)k = (1 −m)k+1Esto impli
a que µηs({ω ∈ Ωs | est(ω) ∩ A = ∅}) ≤ (1 −m)k para todo
k ≥ 0. Enton
es µηs({ω ∈ Ωs | est(ω) ∩A = ∅}) = 0.Ejemplo 14. Tomemos la �gura 4.3 y de�ninamos O = {s3}. Luego O es
onjunto obligado del 
onjunto fuertemente estable, ya que Prηs4(s4s6s3) > 0y Prηs6(s6s3) > 0 para todo η. Enton
es, por el último lema, eje
u
iones 
omo
sω4 tienen probabilidad 
ero. Este 
aso es fá
il de analizar pues Prηs4(s

k
4) =

(0,4)k para todo k > 0, luego la probabilidad de transi
ionar siempre sobre
s4 es 0. Ahora anali
emos las se
uen
ias de la forma (s4 + s6)

ω. Notemosque la 
antidad de se
uen
ias de esta forma es in�nita, a pesar de tener un
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onjunto in�nito, el lema nos asegura que la probabilidad de este 
onjuntotambién es 0.Como resultado del lema anterior surge el siguiente, el 
ual nos garantizaque toda eje
u
ión válida de un SNP que al
anza un 
onjunto fuertementeestable debe pasar in�nitamente por los estados de sus 
onjuntos obligados.Lema 10. Dado un 
onjunto fuertemente estable C, sea A un CO de C.Enton
es para toda estrategia η y todo estado s ∈ S se 
umple:
µ
η
s({ω ∈ Ωs | (∃q ∈ est(ω) : q ∈ C) ∧ (inft(ω) ∩A = ∅)}) = 0Demostra
ión. Notemos que:

{ω ∈ Ωs | (∃q ∈ est(ω) : q ∈ C) ∧ (inft(ω) ∩A = ∅)} =
{(ρqω) ∈ Ωs | ρ ∈ S∗ ∧ q ∈ C ∧ est(qω) ∩A = ∅}De�namos a R 
omo:
R = {ρq | (ρqω) ∈ Ωs ∧ ρ ∈ S∗ ∧ q ∈ C ∧ est(qω) ∩A = ∅}Notemos que si (ρqω) ∈ Ωs, enton
es (qω) ∈ Ωq. Fijemos η, s y 
al
ulemos
µ
η
s({ω ∈ Ωs | (∃q ∈ est(ω) : q ∈ C) ∧ (inft(ω) ∩A = ∅)}).
µ
η
s{ω ∈ Ωs | (∃q ∈ est(ω) : q ∈ C) ∧ (inft(ω) ∩A = ∅)} =
µ
η
s{(ρqω) ∈ Ωs | ρ ∈ S∗ ∧ q ∈ C ∧ est(qω) ∩A = ∅} =

∑
ρq∈R Prηs(ρq) · µ

η|ρq
q {(qω) ∈ Ωq | est(qω) ∩A = ∅} =∑

ρq∈R Prηs(ρq) · 0 = 0



Capítulo 5Model Che
kingEn este 
apítulo presentaremos algoritmos para 
a
ular la probabilidadmáxima y mínima de que una propiedad expresada mediante una fórmulaLTL se satisfaga en un SNP.Para realizar esto se debe generar primero el autómata de Bu
hi 
orres-pondiente a la fórmula a veri�
ar y a 
ontinua
ión transformar este en unautómata de Rabin determinista. Luego se sin
roniza el SNP 
on el autóma-ta de Rabin de la fórmula LTL. Sobre el resultado de esta sin
roniza
ión sebus
an dos tipos de sub
onjuntos de estados 
on parti
ularidades espe
iales.Un tipo de sub
onjunto será utilizado para el 
ál
ulo del máximo y el otro,para el 
ál
ulo del mínimo. Estos sub
onjuntos son de tal forma que nosgarantizan que los 
onjuntos de eje
u
iones que satisfa
en la fórmula 
onprobabilidad mayor que 0 sí o sí deben al
anzar algún elemento de estos.Enton
es el problema de 
al
ular máximo y mínimo se redu
e a resolver elproblema de 
al
ular la probabilidad máxima y mínima de al
anzar algúnestado en estos sub
onjuntos.En la primera se

ión expli
aremos 
ómo sin
ronizar un SNP 
on el autó-mata de Rabin derivado de una fórmula LTL. En la siguiente se

ión pre-sentaremos la forma de 
al
ular la probabilidad máxima y mínima de que lapropiedad se satisfaga.5.1. Sin
roniza
ión entre un SNP y una fórmulaLTLDado un SNP Π = 〈AP,S,Accs, k, p, sin〉 y una fórmula LTL ψ, primerodebemos generar el AR que a
epta el mismo lenguaje que ψ. Una vez que seobtiene el AR y el SNP estos se sin
ronizan generando una nueva estru
tura.Esta nueva estru
tura se de�ne de la siguiente manera:De�ni
ión 22. Dado un PSN Π = 〈AP,S,Accs, k, p, sin〉 y el AR generadoa partir de la fórmula LTL ψ, Aψ = 〈Σ, Q, q0, δ, R〉, un SNP de Rabin es47



48 CAPÍTULO 5. MODEL CHECKINGuna 7-upla Π′ = 〈AP,S′, Accs, k′, p′, s′in, R
′〉 que se genera de la siguienteforma:1. S′ = S ×Q, donde (t, q)[p] = t[p] para todo (t, q) ∈ S′ y p ∈ P .2. Para todo (t, q) ∈ S′, k′(t, q) = k(t).3. Para 
ada t ∈ S y a ∈ k(t), la probabilidad p′((t, q), a, (t′, q′)) de tran-si
ionar del estado (t, q) al estado (t′, q′) 
on la a

ión a es igual a

p(t, a, t′) si δ(q, l(t′)) = q′, y es igual a 
ero 
aso 
ontrario.4. s′in = (sin, δ(qin, l(sin))).5. R′ = {(E′
0, F

′
0), · · · , (E

′
|R|−1, F

′
|R|−1)}, donde E′

i = S×Ei y F ′
i = S×Fipara 0 ≤ i < |R|.El resultado de la sin
roniza
ión es un nuevo SNP 
on una nueva variablela 
ual está 
odi�
ada en los estados de S′. Èsta 
orresponde a la segunda
omponente del par (i.e. q en (t, q) ∈ S′) y se en
arga de llevar un �registro�de 
omo se 
omportaría una eje
u
ión en el autómata de la fórmula, enfun
ión de las proposi
iones que son válidas en los estados por los que pasauna eje
u
ión del SNP. Luego, si una eje
u
ión ρ del SNP de Rabin satisfa
einft(ρ) ⊆ E′

i y inft(ρ)∩F ′
i 6= ∅ para algun i, ρ es una eje
u
ión que satisfa
ela propiedad ψ.

GFED@ABCq0
x=1

++

x 6=1
��

GFED@ABCq1

true


Figura 5.1: Autómata de rabin que representa F (x = 1)Ejemplo 15. En la �gura 5.1 tenemos la fórmula ψ = F (x = 1) represen-tada por un AR donde R = {({q0, q1}, {q1})}. En la �gura 5.2 un SNP y enla �gura 5.3 un SNP de Rabin, resultado de la interse

ión entre ambos.5.2. Cál
ulo de probabilidades máximas y mínimasPara 
al
ular las probabilidades máxima y mínima de que una propiedad

ψ expresada en LTL se satisfaga en un SNP Π debemos primero generar, enfun
ión de éstos, el SNP de Rabin:
Πψ = 〈AP,S,Accs, k, p, sin, {(E

′
0, F

′
0), · · · , (E

′
n, Fn′)}〉.Cál
ulo de la probabilidad máxima:
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Figura 5.3: Interse

ión entre un SNP y el autómata de un fórmula LTL



50 CAPÍTULO 5. MODEL CHECKINGNotemos que por el lema 7 todas las eje
u
iones válidas de un SNP termi-nan re
orriendo estados en un CEFC. Notemos también que las eje
u
iones
ω sobre Πψ que satisfa
en la propiedad ψ, deben ser tal que inft(ω) ⊆ E′

i yinft(ω) ∩ F ′
i 6= ∅. Enton
es el 
onjunto de se
uen
ias que satisfa
en ψ debenal
anzar algún CEFC in
luido en algún E′

i que no posea interse

ión va
ia
on el F ′
i . Re
ordemos que, por 
omo esta de�nido un CEFC, sabemos queexiste una estrategia tal que es posible visitar todos los estados del CEFC 
onprobabilidad 1. Usando este he
ho, el problema de 
al
ular la probabilidadmáxima de que la propiedad se 
umpla, se redu
e a 
al
ular la probabilidadmáxima de al
anzar algún elemento de algún CEFC in
luido en algún E′

i queno posea interse

ión va
ia 
on el 
onjunto F ′
i . Es de
ir que hemos redu
idonuestro problema a 
al
ular un problema de al
anzabilidad. Remarquemosuna vez más el detalle de que no sabemos 
omo es la estrategia a partir deque se al
anza algún elemento del CEFC pero si sabemos de su existen
ia yque 
on ésta, a partir de ese momento, la probabilidad de que la propiedadse 
umpla es 1 y por lo tanto no existe otra estrategia tal que genere un valorde probabilidad mayor para el 
onjunto de se
uen
ias que satisfa
en ψ.Enton
es para 
al
ular la probabilidad máxima primero debemos bus
ar

B
(i)
0 , · · · , B

(i)
ni
, los CEFC 
ontenidos en E′

i que no tinen interse

ión va
ia
on F ′
i . Luego para 0 ≤ i ≤ n y 0 ≤ j ≤ ni:

B
(i)
j ⊆ E′

i B
(i)
j ∩ F ′

i 6= ∅De�namos T =
⋃n
i=0

⋃ni

j=0B
(i)
j . Ahora solo debemos 
al
ular la probabilidadmáxima de al
anzar T .Este pro
eso esta fundamentado por el siguiente teorema [dA97℄:Teorema 2. µ+

sin
({ω ∈ Ωsin

| ω |= ψ}) = supη µ
η
sin

{ω ∈ Ωsin
| ∃k : ωk ∈ T}Cál
ulo de la probabilidad mínima:La idea para 
al
ular el mínimo es similar a la utilizada para 
al
ular laprobabilidad máxima. Es de
ir, debemos en
ontrar sub
onjuntos del SNP,en los 
uales la propiedad se 
umpla 
on probabilidad 1. Pero notemos, quea diferen
ia del 
aso del máximo, no al
anza 
on pedir la existen
ia de unaestrategia tal que le asigne a las eje
u
iones dentro del sub
onjunto, unaprobabilidad 1 de que se satisfaga ψ. Esto es debido a que de esta formase permite que existan otras estrategias tales que las eje
u
iones dentro delsub
onjunto que satisfa
en ψ tengan una probabilidad menor a 1, por lo
ual el mínimo no sería bien 
al
ulado. En fun
ión de este he
ho debemosbus
ar sub
onjuntos tales que para toda estrategia y estado, la probabilidad



5.2. CÁLCULO DE PROBABILIDADES MÁXIMAS Y MÍNIMAS 51de que ψ se satisfaga sea 1. Luego si la probabilidad de las eje
u
iones deSNP que satisfa
en ψ tienen una probabilidad mínima mayor que 
ero, estasdeben al
anzar alguno de estos sub
onjuntos. Enton
es, una vez en
ontradosestos sub
onjuntos, 
al
ular la probabilidad mínima de que la probabilidadse satisfaga se redu
e a mínimizar la probabilidad de al
anzar los mismos.Estos sub
onjuntos �espe
iales� a los 
uales nos estamos re�riendo, sonlos CFE in
luidos en los E′
i que poseen 
omo CO F ′

i . Enton
es, para 
al
ularla probabilidad mínima debemos bus
ar los sub
onjuntos Bi ⊆ E′
i, los 
ualessatisfa
en que son el mayor sub
onjunto no va
io de E′

i tal que:1. Bi es CFE.2. F ′
i es CO de Bi.Notemos que una vez más vale para 0 ≤ i ≤ n:

Bi ⊆ E′
i Bi ∩ F

′
i 6= ∅La in
lusión es 
lara y la interse

ión se debe a que si F ′

i es CO de Bi,debe existir un 
amino desde los elementos de Bi a al menos un elementode Fi, pero las transi
iones de los estados de Bi son, por ser Bi CFE, de talforma que nun
a saltan a un estado fuera de Bi, por lo tanto Bi ∩ F ′
i 6= ∅.De�namos T =

⋃n
i=0Bi. Ahora 
al
ular la probabilidad mínima se re-du
e a 
al
ular la probabilidad mínima de al
anzar T . A 
ontinua
ión lademostra
ión de este he
ho:Teorema 3. µ−sin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ}) = infη µ

η
sin{ω ∈ Ωsin

| ∃k : ωk ∈ T}Demostra
ión. Primero notemos que todo se
uen
ia ω al
anza T si o solo siinft(ω) ⊆ T . Ahora �jemos una estrategia η, luego:
µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ}) =

µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ ∧ ∃k : ωk ∈ T}) +

µ
η
sin({ω ∈ Ωsin

| ω |= ψ∧ 6 ∃k : ωk ∈ T}) =
µ
η
sin({ω ∈ Ωsin

| ω |= ψ ∧ inft(ω) ⊆ T}) +
µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ ∧ inft(ω) 6⊆ T})Enton
es por 
omo de�nimos T y el lema 9, estamos seguros que todase
uen
ia que al
an
e T satisfa
e ψ, por lo tanto:

µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ ∧ inft(ω) ⊆ T}) = µ

η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ∃k : ωk ∈ T})Anali
emos ahora µηsin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ∧ inft(ω) 6⊆ T}). Si inft(ω) 6⊆ Tpueden pasar 2 
osas: la primera es que inft(ω) 6⊆ C un CFE in
luido enalgún Ei, i.e. ω nun
a llega a un CFE, o que inft(ω) ⊆ C un CFE in
luidoen algún Ei 
on C ∩T = ∅, i.e. llegamos a un CFE que el 
ual no tiene 
omoCO algún Fi. Pedimos C ∩ T = ∅ para dejar 
laro que C no esta 
ompuesto



52 CAPÍTULO 5. MODEL CHECKINGpor elemetos de T , pues no al
anza 
on pedir �Fi no es CO de C para todo
i�, pues de esta forma se permitirian 
asos 
omo C = C ′ ∪Bi para 
ualquier
i. Es de
ir, in
luriamos CFE formados por los 
onjuntos �espe
iales� queestamos bus
ando más otros estados del SNP de Rabin, y los 
aminos que
aen en los 
onjuntos �espe
iales� ya han sido 
ontemplados.Usamos la siguiente nota
ión para estos predi
ados:
p1(ω) = inft(ω) 6⊆ C un CFE in
luido en algún Ei.
p2(ω) = inft(ω) ⊆ C un CFE in
luido en algún Ei 
on C ∩ T = ∅Luego, 
omo toda se
uen
ia que satisfa
e ψ y no al
an
e T satisfa
e so-lamente uno de los predi
ados pi, tenemos que :
µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ ∧ inft(ω) 6⊆ T}) =

µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ ∧ p1(ω)}) +

µ
η
sin({ω ∈ Ωsin

| ω |= ψ ∧ p2(ω)})Hasta ahora tenemos lo siguiente:
µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ}) =

µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ∃k : ωk ∈ T}) +

µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ ∧ p1(ω)}) +

µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ ∧ p2(ω)})No podemos asegurar que los 2 últimos terminos de la suma sean 
ero,pues eso depede de la estrategia η y no tenemos ninguna hipotesis sobre ésta.Pero supongamos momentaneamente que para todo η se pueda de�nir η′ talque:

µ
η′

sin
({ω ∈ Ωasin

| ∃k : ωk ∈ T}) = µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ∃k : ωk ∈ T})

µ
η′

sin({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ ∧ p1(ω)}) = 0

µ
η′

sin
({ω ∈ Ωsin

| ω |= ψ ∧ p2(ω)}) = 0Enton
es se 
umpliría para todo η:
µ
η′

sin
({ω ∈ Ωsin

| ω |= ψ}) ≤ µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ})Luego esta desigualdad para todo η nos indi
a que el ín�mo, 
on respe
-to a η, de µηsin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ}) se en
uentra en las estrategias de tipoprimadas. Enton
es:

µ−sin
({ω ∈ Ωsin

| ω |= ψ}) = infη µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ})

= infη′ µ
η′

sin
({ω ∈ Ωsin

| ω |= ψ})

= infη′ µ
η′

sin
({ω ∈ Ωsin

| ∃k : ωk ∈ T})
= µ−sin

({ω ∈ Ωsin
| ∃k : ωk ∈ T})Demostremos ahora que efe
tivamente para todo η podemos de�nir η′
on las 
ara
terísti
as deseadas, 
on lo 
ual el teorema estaría demostrado.
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ia de una estrategia η1 tal que para
K = {ω ∈ Ωsin

| ω |= ψ ∧ p1(ω)}, µη1sin(K) = 0.Notemos que, para todo ω ∈ K, por valer p1(ω) existe un estado s ∈inft(ω) para el 
ual existe una a

ión a ∈ k(s), tal que existe s′ 6∈ inft(ω)para el 
ual se 
umple p(s, a, s′) > 0. Denotemos a estos estados, para unaeje
u
ion ω, de la siguiente forma:
M(ω) = {s ∈ inft(ω) | ∃a ∈ k(s) : ∃s′ 6∈ inft(ω) : p(s, a, s′) > 0}Usando este he
ho podemos de�nir indu
tivamente 
onjuntos de pre�josde los elementos de K, de la siguiente forma:
P0 = {ρ ∈ S∗ | ∃ω′ ∈ Sω : ρω′ ∈ K ∧ inft(ω′) = est(ω′)

∧inft(ω′) ⊆ est(ρ) ∧ inft(ω′) 6⊆ est(ρ) − {ρ|ρ|−1}}

Pn+1 = {(ρρ1 · · · ρn+1ss′) ∈ S∗ | s, s′ ∈ S ∧ ρ, ρ1, · · · , ρn+1 ∈ S∗

(ρρ1 · · · ρn) ∈ Pn ∧ [∃ω′ ∈ Sω : ρρ1 · · · ρn+1ss′ω′ ∈ K

∧s ∈M(ω′)∧ 6 ∃s′′ ∈ est(ρn+1) : s′′ ∈M(ω′)]}Luego tenemos que ĺımi→∞ Pi = K.Sea m = mı́n{p(s, a, s′) > 0 | s, s′ ∈ S ∧ a ∈ k(s)}, es de
ir la mínimaprobabilidad, distinta de 0, de transi
ionar desde un estado 
ualquiera a otro.De�namos ahora la estrategia η1 de forma tal que si ρ ∈ S∗ y a ∈ k(ρ|ρ|−1)son tales que Sigs(ρ|ρ|−1, a)− est(ρ) 6= ∅, se elige a 
on probabilidad uno. Esde
ir que la estrategia elegirá la a

ión que nos posibilite visitar un estadono visitado. Con esta estrategia vamos a demostrar que Prη1sin
(Pi) ≤ (1−m)ipara i > 0.El 
aso base es trivialmente(:P) 
ierto, pues Prη1sin

(P0) ≤ (1 −m)0 = 1.En el 
aso indu
tivo tenemos que:
Prη1sin

(Pn+1) =
∑

(ρρ1···ρn+1ss′)∈Pn+1
Prη1sin

(ρρ1 · · · ρn+1ss′)

=
∑

(ρρ1···ρn+1ss′)∈Pn+1
Prη1sin

(ρρ1 · · · ρn+1s)

∗Prη1sin
(s′ | ρρ1 · · · ρn+1s)Por 
omo fueron 
onstruidos los pre�jos, sabemos que existe una a

ionen el estado s 
on la 
ual es posible visitar un estado aún no visitado 
onuna probabilidad de al menos m. Ese he
ho y 
omo fue de�nida la estrategianos aseguran que:

Prη1sin
(s′ | ρρ1 · · · ρn+1s) < (1 −m)Luego tenemos que:

Prsη1
in

(Pn+1) ≤
∑

(ρρ1···ρn+1ss′)∈Pn+1
Prη1sin

(ρρ1 · · · ρn+1s) ∗ (1 −m)

≤
∑

(ρρ1···ρn+1ss′)∈Pn+1
Prη1sin

(ρρ1 · · · ρn) ∗ (1 −m)

≤
∑

(ρρ1···ρn+1ss′)∈Pn+1
(1 −m)n ∗ (1 −m) = (1 −m)n+1Como µη1sin

(K) = ĺımi→∞ Prη1sin
(Pi) ≤ ĺımi→∞(1 − m)i = 0, tenemos �-nalmente que µη1sin(K) = 0.Demostremos ahora la existen
ia de la estrategia η2 tal que si K = {ω ∈

Ωsin
| ω |= ψ ∧ p2(ω)}, µη2sin

({K}) = 0.



54 CAPÍTULO 5. MODEL CHECKINGSea I =
⋃
ω∈K inft(ω). Además de�namos P , un 
onjunto de pre�jos par-ti
ular del 
onjunto K, de la siguiente forma:

P = {ρ0ρ1 ∈ S∗ | (∃ω′ ∈ Sω : ρ0ρ1ω′ ∈ K∧est(ρ0) ∩ inft(ω′) = ∅ ∧ ρ1
0 ∈ inft(ω′))∧

ρ1
|ρ1|−1 ∈ F ∧ ∀i : 0 < i < |ρ1| − 1 : ρ1

i 6∈ F }De�namos ahora para todo s ∈ I, Ps = {ρ0ρ1 ∈ P | ρ1
0 = s}. Luego

Ps ∩ Ps′ = ∅ si s 6= s′, pues el primer estado de I que al
anza una se
uen
iaes úni
o. Notemos que K ⊆
⋃
s∈I{(ρ

0ρ1)↑ | (ρ0ρ1) ∈ Ps}, pues el operador ↑no impone ninguna restri

ion sobre el sub�jo de la eje
u
ión. Luego tenemosque para toda estrategia vale:
µ
η
sin

(K) ≤ µ
η
sin

(
⋃
s∈I{(ρ

0ρ1)↑ | (ρ0ρ1) ∈ Ps})
µ
η
sin(K) ≤

∑
s∈I µ

η
sin({(ρ0ρ1)↑ | (ρ0ρ1) ∈ Ps})Re
ordemos que por hipotesis, ningún sub
onjunto de I tiene 
omo 
on-junto obligado a F, enton
es para 
ada s ∈ I existe una estragia ηs tal que la

Prηs(ρ) = 0 si ρ ∈ S∗ y est(ρ)∩F 6= ∅. Luego, 
omo est(ρ1)∩F = {ρ1
|ρ1|−1},si de�nimos a η2 de tal forma que se 
omporte 
omo ηs para todo 
ilindroque al
an
e s ∈ I, tenemos que:

µ
η2
sin

(K) ≤
∑

s∈I µ
η2
sin

({(ρ0ρ1)↑ | (ρ0ρ1) ∈ Ps})
µ
η2
sin(K) ≤

∑
s∈I µ

ηs
sin({(ρ0ρ1)↑ | (ρ0ρ1) ∈ Ps})

µ
η2
sin(K) ≤ 0Luego para toda estrategia η podemos de�nir una estrategia η′ que se
omporte 
omo η para las transi
iones que al
anzan T, que se 
omporte 
omo
η1 para las transi
iones que no al
anzan T y satisfa
en p1 y que se 
omporte
omo η2 para las que no al
anzan T y satisfa
en p2, pues estos 
onjuntos deeje
u
iones son disjuntos.5.3. Algoritmo para 
al
ular BiEn esta se

ión se expli
ará 
ómo 
al
ular los 
onjuntos fuertemente es-tables en Ei que no poseen interse

ión va
ía 
on Fi, es de
ir, los Bi para el
ál
ulo de la probabilidad mínima.Primero debemos bus
ar, para 
ada i, el 
onjunto fuertemente establemaximal en Ei, al que llamaremos Ci. Estos se 
al
ulan de la siguiente ma-nera: dado A ⊆ S, donde S son los estados de SNP, de�nimos a F : 2S → 2S
omo:

F (A) = {s ∈ A | ∀a ∈ k(s) : Sigs(s, a) ⊆ A}, luego
Ci = F∞(Ei)Notemos que, si bien la re
ursión es in�nita, en a lo sumo |Ei| pasosobtendremos Ci, pues en 
ada llamado, 
omo mínimo, se des
arta un ele-mento de Ei; o no se des
arta nada. Si no se des
arta nada, no tiene sen-
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iendo la re
ursión. En otras palabras se 
ontinúa hasta que
Fn(Ei) = Fn+1(Ei)

Ci es un 
onjunto fuertemente estable pero este puede no tener 
omo COa Fi, esto se debe a que este puede in
luir sub
onjuntos fuertemente estableslos 
uales, pueden o no, poseer interse

ión va
ía 
on Fi. La siguiente �gurare�eja la situa
ión planteada:

CFE

CFE

CFE

CFE

CFE

CFE

Ci

Ei

Fi

Figura 5.4: CFE maximal en EiObservemos que para todo estado que pertene
e a un CFE en Ci queposee interse

ión va
ía 
on Fi, por de�ni
ión de CFE, es imposible al
anzarun estado de Fi. Por esta razón, se deben 
al
ular y des
artar estos sub
on-juntos. Llamemos Di a la unión de estos y utili
emos a la fun
ión F para
al
ularlos. Enton
es Di = F∞(Ci − Fi).Ahora sólo resta 
al
ular el CFE maximal en Ci−Di, pues esto da 
omoresultado la unión de CFE en Ci que no poseen interse

ión va
ía 
on Fi. Esde
ir que Bi = F∞(Ci −Di).
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Capítulo 6Implementa
iónSe implementó una herramienta llamada SSS redu
er que utiliza los re-sultados del 
apítulo 5 para redu
ir el problema de en
ontrar la probabilidadmínima de una propiedad expresada en LTL a un problema de al
anzabi-lidad. En las siguientes se

iones se des
riben en detalle los aspe
tos másrelevantes de la herramienta, 
omo son, por ejemplo, su arquite
tura y modode uso. La herramienta se distribuye bajo la li
en
ia GPLv2, 
omo se indi
aen el ar
hivo COPYING in
luido en el 
ódigo fuente.SSS redu
erComo se indi
ó en la introdu

ión, SSS redu
er es una herramienta pararedu
ir el problema de 
al
ular la probabilidad mínima de una propiedad(expresada en LTL) sobre un sistema a un problema de al
anzabilidad. Laherramienta está basada en los resultados del 
atpítulo 5 para ha
er la re-du

ión, y el output generado se puede utilizar 
on la herramienta Rapture[JDL02℄, que se en
arga de resolver el problema de al
anzabilidad en un SNP.Esta herramienta puede des
argarse del sitio web de Bertrand Jeannet, ubi-
ado en http://pop-art.inrialpes.fr/people/bjeannet/.Considera
iones generales y modo de usoEl programa está implementado en C++, utilizando la implementa
ióndel 
ompilador de GNU (g++). SSS redu
er fue 
ompilado y eje
utado 
onéxito utilizando g++ version 3.4.5 y 3.4.6 en arquite
turas x86 y x86_64.SSS redu
er lee su entrada de stdin y es
ribe el resultado en stdout. Porlo tanto, una invo
a
ión típi
a del programa será:$ ./sss_redu
er < des
rip
ion_del_sistema.pts > output_para_rapture.outLuego de la eje
u
ión, el ar
hivo output_para_rapture.out puede ser uti-lizado 
on el programa Rapture. 57



58 CAPÍTULO 6. IMPLEMENTACIÓNLa sintaxis del ar
hivo de entrada es muy similar a la que soporta Rap-ture, aunque existen algunas diferen
ias. En el apédin
e A se en
uentra lagramáti
a soportada. Es re
omendable, también, leer el ar
hivo READMEprovisto 
on el 
ódigo fuente, pues en él se des
riben en detalle esas diferen-
ias. En el apéndi
e B se en
ontrarán instru

iones de 
ompila
ión, des
rip-
ión de la orgraniza
ión del 
ódigo y do
umenta
ión.También es re
omendable analizar en detalle los ejemplos provistos 
onel 
ódigo fuente, que se en
uentran en el dire
torio examples.6.1. Arquite
tura de SSS redu
er6.1.1. Programas externos ne
esariosSSS redu
er utiliza programas externos para su 
orre
to fun
ionamiento.Parti
ularmente, usa el programa ltl2dstar y este, a su vez, el programa Spin.Además, genera output para Rapture por lo que, en 
ierto modo, tambiénne
esita di
ho programa. SSS redu
er ha sido probado 
on versiones parti
u-lares de di
hos programas, y no se sabe sin fun
ionará 
on otras versiones. Sepuede 
onsultar el ar
hivo README, in
luido en el 
ódigo fuente del progra-ma, para obtener más informa
ión sobre los programas auxiliares. Además,se usan otras herramientas (des
riptas 
on detalle en el ar
hivo README),entre ellas se en
uentran, por ejemplo, �ex y bison. Para la 
ompila
iónde la herramienta, se utilizaron las GNU autotools. Las versiones de 
adaprograma son las siguientes:auto
onf version 2.59automake version 1.9.6m4 version 1.4.4libtool version 1.5.22�ex version 2.5.33bison version 2.1ltl2dstar version 0.4.2Spin version 4.2.6Es posible, pero no ha sido probado, que se pueda 
ompilar exitosamente
on otras versiones de las herramientas men
ionadas.Finalmente, se puede generar do
umenta
ión del 
ódigo utilizando el pro-grama doxygen. Basta 
on tipear:$ make do
s
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reará la do
umenta
ión en el dire
torio do
. Para más detalles, leerel ar
hivo README.En las siguientes tres se

iones expli
aremos brevemente qué ha
en losprogramas Spin, ltl2dstar y Rapture6.1.2. SpinEste programa, que 
uenta 
on mas de 15 años de desarrollo, es un Mo-del Che
ker utilizado para la veri�
a
ión formal the sistemas distribuidos.El sistema se des
ribe en un lenguaje propio (PROMELA, PRO
ess MEtaLAnguage), y las propiedades a veri�
ar en LTL.Además, este programa puede ser utilizado 
omo un simulador, que eje
u-ta un 
amino posible de eje
u
ión, presentando una traza de di
ha eje
u
iónal usuario.SSS Redu
er no utiliza dire
tamente a Spin, sino que ltl2dstar lo ha
e.6.1.3. ltl2starltl2dstar (LTL to deterministi
 Streett and Rabin automata) es una he-rramienta para tradu
ir una fórmula es
rita en LTL a un autómata deter-minísti
o, espe
í�
amente, a un autómata de Rabin o a un autómata deStreett.Esta herramienta implementa la transforma
ión de Safra expli
ada en lase

ión 2.4, utilizando té
ni
as heurísti
as y 
iertas optimiza
iones para paragenerar autómatas pequeños en la prá
ti
a.6.1.4. RaptureRapture es una herramienta que veri�
a propiedades de al
anzabilidad
uanti�
adas sobre una 
adena de Markov (o SNP). A
epta la des
rip
ióndel sistema 
omo un 
onjunto de pro
esos que luego 
ompone en parelelo.La sintaxis que a
epta SSS Redu
er es muy similar a la de Rapture.6.1.5. Organiza
ión del 
ódigo fuenteUna vez des
omprimido el ar
hivo sss_redu
er.tar.bz2 se 
rea el dire
to-rio sss_redu
er. Dentro de este dire
torio, la estru
tura es la siguiente:dire
torio sr
: 
ontiene el 
ódigo fuente de SSS redu
erdire
torio do
: 
ontiene do
umenta
ión del 
ódigo fuente generada 
ondoxygendire
torio examples: 
ontiene ar
hivos de ejemplo para utilizar SSSredu
er.



60 CAPÍTULO 6. IMPLEMENTACIÓN6.1.6. Módulos que 
omponen a SSS redu
erEl programa se divide en 4 módulos, que se detallan a 
ontinua
ión:1. Parser: Este módulo se en
arga de parsear el ar
hivo de entrada. Lainforma
ión parseada se guarda en una estru
tura de datos intermedia,que no es el SNP �nal. Se utilzaron las herramientas �ex y bison paraimplementar el parser. Hay 2 ar
hivos que implementan el parser: ellosson aut_flex.ll y aut_bison.yy. El ar
hivo aut_flex.ll 
ontienela des
rip
ión de los tokens que 
omponen la gramáti
a soportada. Elar
hivo aut_bison.yy 
ontiene la des
rip
ión de la gramáti
a sopor-tada por el programa, y las a

iones que se eje
utan 
uando se parseala gramáti
a.2. Capa intermedia o abstra

ión del SNP : Esta 
apa 
ontiene la infor-ma
ión obtenida por el Parser. No es un SNP, sino que 
ontiene unarepresenta
ión (en una estru
tura de datos 
onveniente) de los pro-
esos des
riptos en el ar
hivo de entrada. Además, provee determi-nadas fun
ionalidades, 
omo por ejemplo, la 
apa
idad de 
omponerseen paralelo 
on otra abstra

ión para generar una nueva abstra

iónque representa la 
omposi
ión de las dos originales. En otras palabras,esta 
apa 
ontiene una des
rip
ión simbóli
a (o abstra
ta) del SNPreal. Utilizando esta informa
ión se genera el SNP �nal, que resultade sin
ronizar los pro
esos des
riptos en el ar
hivo de entrada 
on elautómata aso
iado a la fórmula que se quiere veri�
ar. Esta 
apa in-termedia es llamada la abstra

ión del SNP, está representada en una
lase de C++ (automataAbs), y está implementada en los ar
hivosautomataAbs.h y automataAbs.
pp, utilizando además los ar
hivosauxiliar.h, expression.h y expression.
pp.3. Analizador de AR: Como se men
ionó anteriormente, el programa SSSRedu
er ne
esita programas externos para fun
ionar. Uno de ellos esltl2dstar. Este programa, que a su vez ne
esita al programa Spin, esel que genera un automáta de Rabin. Di
ho autómata se guarda enun ar
hivo de texto (por defe
to, /tmp/out_ltl2dtsar), que luego esinterpretado por este módulo. Las tarea del analizador de AR es la deparsear el output generado por ltl2dstar y guardarlo en una estru
turade datos ade
uada, de la 
ual sea fá
il re
uperar infoma
ión para elmomento de la sin
roniza
ión entre el autómata de Rabin y el autó-mata des
ripto en el ar
hivo de entrada. La implementa
ión de estemódulo se en
uentra en los ar
hivosdr_analyzer/dr_analyzer.h y dr_analyzer/dr_analyzer.
pp, y tam-bién está implementado en una 
lase de C++ (drAnalyzer).



6.1. ARQUITECTURA DE SSS REDUCER 614. SNP: esta 
lase (pns) implementa un Sistema No determinísti
o Prob-abilísti
o. Además, provee la fun
ionalidad ade
uada para dete
tarlos 
onjuntos fuertemente estables y para generar el ouput ade
uadopara el programa rapture. El SNP está implementado en los ar
hivospns/pns.h y pns/pns.
pp.Además de los módulos des
riptos, el programa tiene un 
ontrolador quees el en
argado de 
oordinar las a

iones ne
esarias para generar el output.El 
ontrolador está implementado en el ar
hivo main.
pp, y sus tareas sonlas siguientes:1. invo
ar el parser, que lee de stdin. Aquí se usa el módulo Parser.2. 
omponer en paralelo todos los pro
esos des
riptos en el ar
hivo deentrada. Aquí se usa el módulo de abstra

ión.3. invo
ar al programa ltl2dstar, el 
ual genera el autómata determinísti
ode Rabin aso
iado a la fórmula obtenida en el primer paso.4. utilizar el módulo analizador de AR para parsear la informa
ión gen-erada por ltl2dstar, y guardarla en memoria.5. sin
ronizar el autómata de la abstra

ión 
on el autómata del paso 4,generando así el SNP �nal.6. dete
tar los 
onjuntos fuertemente estables en el SNP resultante.7. redu
ir los 
onuntos fuertemente estables a un úni
o estado, el 
ualserá el objetivo a al
anzar.8. generar el output para el programa rapture, es
ribiendo en stdoutLa �gura 6.1 muestra 
ómo se rela
ionan los módulos que 
omponen aSSS redu
er. En negrita se desta
an los módulos des
riptos arriba, y laslíneas punteadas indi
an una 
lase de C++. En el apéndi
e A se des
ribe lagramáti
a que de�ne la sintaxis del texto de entrada.
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Figura 6.1: Estru
tura de la herramienta



Capítulo 7Casos de EstudiosSe realizaron varios 
asos de estudio para veri�
ar tanto el 
orre
to fun-
ionamiento de SSS Redu
er 
omo la fa
tibilidad de utilizarlo en 
asos rea-listas. En este 
apítulo de des
riben en detalle el resultado de los mismos.7.1. Caso 1En esta se

ión se muestra un ejemplo de la redu

ión efe
tuada por SSSredu
er sobre un SNP. Este autómata es un ejemplo arti�
ial que tiene 
omopropósito mostrar la transforma
ión que sufre el SNP en las etapas dete

iónde CFE y redu

ión a problema de al
anzabilidad. Estas etapas se en
uen-tran al �nal del pro
esamiento total de SSS redu
er, 
omo puede observarseen la �gura 6.1.El SNP original es el que se muestra en la �gura 7.1, y 
uenta 
on el
riterio de a
epta
ión R = {(E0, F0)}, donde:
E0 = {s0, s1, s2, s3, s4, s5, s6, s7, s8, s9, s10, s11}

F0 = {s7, s8}Este SNP es el que resulta de la etapa sin
roniza
ión de la �gura 6.1.Se provee junto al 
ódigo fuente una implementa
ión de di
ho SNP; se en-
uentra en el ar
hivo sr
/pns/main.
pp. Se puede 
ompilar di
ho ar
hivoy luego linkear el resultado a la librería libpns.a para obtener el ejemplofun
ional. Para la 
ompila
ión puede usarse el siguiente 
omando:$ 
d sss_redu
er/sr
/pns$ make$ g++ -I.. main.
pp libpns.a -o test_pns63
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s1 s6 s11

s3

s4

s8s5

s9

s10

s2

s7

s12

s0

Figura 7.1: SNP a redu
ir
Luego de efe
tuar la dete

ión de CFE, se obtiene CFE = (E0 ∪ F0) −

{s0}, pues desde el estado s0 es posible transi
ionar al estado s12, 
ayendofuera del 
onjunto E0. La �gura 7.2 muestra el SNP luego de esta etapa.Finalmente, SSS redu
er apli
a la etapa redu

ión a problema de al
anza-bilidad, obteniendo el 
onjunto de estados {s8, s9, s10, s11}, 
omo se muestraen la �gura 7.3. Notar que todos los estados que tienen probabilidad ma-yor que 0 de llegar a s2 son des
artados, dado que una vez al
anzado s2 esimposible volver a pasar por un estado de F0.Este 
onjunto de estados es, �nalmente, �
omprimido� en un sólo estado,y se genera el ouput para rapture, 
omo lo muestra la �gura 7.4.
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s7s6
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s8s5

s9

s10

s2

s1 s11

Figura 7.2: SNP luego de apli
ar la genera
ión de los CFE

s11

s8 s10

s9

Figura 7.3: CFE 
on 
onjunto obligado F0
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s0

s12

s1 s6

s3

s4

s2

s7

reducciónCFEs5

Figura 7.4: Autómata resultante, luego de apli
ar la redu

ión7.2. Caso 2En esta se

ión también se utilizó un SNP arti�
ial, pero esta vez 
onotro objetivo: el de veri�
ar si la herramienta genera outputs ade
uados ElSNP utilizado es el de la �gura 7.5, y se probaron las siguientes propriedades:1. F G (x = 0): esta propiedad expresa que desde algún momento enadelante, la variable x valdrá siempre 0.2. F (x = 2): esta propiedad expresa que en algún momento, x tomará elvalor 2.3. (x = 0) U (x = 2): esta propiedad di
e que x vale 0 durante variosestados seguidos (pudiendo ser 0) y en algun punto dado, x toma elvalor 2.Notar que todas estas propiedas no se 
umplen nun
a en el SNP de la�gura 7.5, por lo tanto la probabilidad mínima (y en este 
aso, también lamáxima) es 0. Se 
omprobó que, efe
tivamente, SSS redu
er produ
e el out-put esperado, i.e., para 
ada una de las fórmulas men
ionadas, SSS redu
erprodu
e un output tal que rapture reporta que la probabilidad mímina es 0.Además se probó a SSS redu
er 
on la nega
ión de 
ada una de las fórmulas,generando también el output esperado, i.e., la probabilidad máxima (y en
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s1

s2

s3

0.5
0.5x:=1x = 0

x = 1
x = 1x:=1

0.5x:=0

x:=00.5 0.5Figura 7.5: SNP para el Caso 2este 
aso, también la mínima) es 1. Los ejemplos men
ionados anteriormentepueden en
ontrarse en los ar
hivos examples/mis
/ex0[3-5℄/pts.Un segundo 
aso de estudio es el que se muestra en la �gura 7.6. Lapropiedad bajo estudio en este 
aso es G ((x = 0) ⇒ (F x = 1)), 
on proba-bilidad mínima (y máxima) de que se 
umpla igual a 1
3 . Se veri�
ó que SSSRedu
er genera el output ade
uado. Este ejemplo puede en
ontrarse en elar
hivo examples/mis
/ex02.pts del 
ódigo fuente.7.3. Caso 3Se modeló el proto
olo �binary exponential ba
ko�� utilizado en las re-des 
on CSMA/CD para resolver los 
on�i
tos generados por 
olisión. Esteproto
olo se utiliza a
tualmente en las redes Ethernet para lograr el a

esoal 
anal, y fun
iona de la siguiente manera: 
uando un host envía un paquetey hay 
olisión 
on otro paquete de otro host, el host espera una determinada
antidad de slots de tiempo (elegida al azar) para volver a tratar de a

ederal 
anal. Luego de i 
olisiones, el host elige la 
antidad de slots a esperarentre 0 y 2i − 1, es de
ir, luego de 
ada 
olisión se dupli
a la 
antidad deslots para elegir la espera. Además, se estable
e una 
ota K, a partir dela 
ual dejará de dupli
arse la 
antidad de slots. Este pro
eso no 
ontinúainde�nidamente, sino que luego de R reintentos el host determina que el
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s1
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0.5
0.5x:=1x = 0

x = 1
x = 0

0.5
0.5

x:=2 x = 2
x:=0 s3

s4
Figura 7.6: Otro SNP para el Caso 2
anal está de�nitivamente roto y que no se puede a

eder a él, abortando latransmisión. Notar que es posible que 
uando hay varios hosts tratando dea

eder al 
anal su
eda que los hosts determinen, equivo
adamente, que el
anal está roto.El problema modelado es 
on 3 hosts tratando de a

eder al 
anal, queestán sin
ronizados a través de un reloj externo. La propiedad estudiada es:G ( (¬(p1 ∧ F p2)) ∧ (¬(q1 ∧ F q2)) ∧ (¬(r1 ∧ F r2)))Donde:

p1 = Host 1 o Host 2 abortan, pues 
reen que el 
anal no está fun
ional.
p2 = Host 0 obtiene el a

eso al 
anal.y el resto de las proposi
iones está de�nido de modo similar.Intuitivamente, esta propiedad expresa que �no su
eda que algún hostaborte 
reyendo que el 
anal no está fun
ional, existiendo la posibilidad deque otro host pueda a

eder en el futuro�. Idealmente, esta probabilidad



7.3. CASO 3 69debería ser alta. En el 
uadro 7.1 se tabulan los resultados obtenidos. Notarque para 
aso R = 5 y K = 8 Rapture no terminó de eje
utar.# H R K pinf # S # RS % red T TR3 2 2 0.8008 4001 2676 33.12 5 63 3 2 0.9271 20067 13195 34.25 15 1253 3 4 0.9572 75091 39218 47.77 66 1648 (27')3 4 2 0.9752 51745 34217 33.87 43 879 (14')3 4 4 0.9931 292365 143017 51.08 308 112492 (1.3 ds)3 4 8 0.9944 863213 325182 62.33 1080 256854 (3 ds)3 5 2 0.9919 114047 75537 33.77 105 5882 (1.63 hs)3 5 4 0.9973 765143 363627 52.48 881 207738 (2.4 ds)3 5 8 ? 3447063 1162231 66.28 1813 (30') ?Cuadro 7.1: Resultados obtenidosDonde el signi�
ado de las 
olumnas es el siguiente:# H: la 
antidad de hosts que intervienen.R: la 
antidad de reintentos antes de abortar.K: la 
ota a partir de la 
ual no se dupli
ará el rango para elegir eltiempo de espera.pinf: la probabilidad mínima bus
ada.# S: la 
antidad de estados del modelo, antes de que SSS redu
eraplique la redu

ión CFE.# RS: la 
antidad de estados del modelo, luego de que SSS redu
eraplique la redu

ión CFE.% red: el por
etanje de redu

ión de estados que sufrió el modelo ori-ginal.T: el tiempo (en segundos) que tardó SSS redu
er.RT: el tiempo (en segundos) que tardó Rapture.



70 CAPÍTULO 7. CASOS DE ESTUDIOS



Capítulo 8Con
lusiones y trabajos futuros8.1. Con
lusiónPuntualmente en este trabajo se hi
ieron 2 aportes:Se desarrolló un algoritmo para redu
ir el 
ál
ulo de la probabilidadmínima de una propiedad expresada en LTL a un problema de al
an-zabilidad.Se realizó una herramienta que implementa di
ho algoritmo, probán-dola 
on varios 
asos realistas.Las pruebas realizadas 
on la herramienta demostraron que la imple-menta
ión puede ser efe
tivamente utilizada sobre situa
iones reales. En to-dos los 
asos, redu
ir el problema de 
al
ular la probabilidad mínima a unproblema de al
anzabilidad fue satisfa
torio. Invariablemente el tiempo deCPU y la memoria utilizada se mantuvieron dentro de límites razonables. Apesar de esto, y aunque en este 
aso no fue ne
esario, existe la posibilidad derealizar una implementa
ión que optimi
e la utiliza
ión de di
hos re
ursos.Sin embargo, una vez que SSS redu
er generó el output, la herramientaRapture utilizó un ex
esivo tiempo de CPU y memoria para 
ompletar sutarea. Probablemente esto se debe al modo a
tualmente utilizado para 
o-muni
ar ambas herramientas, dado que di
ho modo no permite a Raptureefe
tuar 
iertas redu

iones en el espa
io de estados. Una posible solu
ióna este problema sería la integra
ión del algoritmo implementado en SSS re-du
er en el programa Rapture, pero para garantizar esto se debería realizarun estudio más profundo de los algoritmos utilizados por este último y de suimplementa
ión.8.2. Trabajos futurosExtender la herramienta SSS redu
er para que soporte el 
ál
ulo de laprobabilidad máxima, 
omo se des
ribe en [dA97℄.71



72 CAPÍTULO 8. CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROSIntegra
ión de SSS redu
er 
on Rapture.Extender la herramienta para que soporte otras lógi
as temporales (porejemplo, CTL).Extender SSS Redu
er para integrarlo 
on otras herramientas exis-tentes que resuelven el problema de al
anzabilidad, 
omo por ejemploPrism [KGP04℄.Integrar SSS Redu
er 
on la búsqueda de 
ontraejemplos [And06℄ en
aso de que la propiedad LTL no satisfaga la probabilidad deseada.



Apéndi
e AGramáti
a del ar
hivo deentradaLa gramáti
a soportada por SSS redu
er se des
ribe a 
ontinua
ión:<input> ::= <rapture_se
tion> <ltl_se
tion>rapture_se
tion<rapture_se
tion> ::= <
hannels> <pro
ess>+<
hannels> ::= '
hannel' <names_
hannel><names_
hannel> ::= <name> ',' <names_
hannel>| <name> ';'<pro
ess> ::= 'pro
ess' <name> '{'<syn
_de
l> <var_de
l> <init> <lo
ation>+'}'<syn
_de
l> ::= ǫ|'syn
' <name> (','<name>)∗ ';'<var_de
l> ::= ǫ|'var' <lo
al_vars>+<lo
al_vars> ::= <name> ':' <var_type> ';'<var_type> ::= 'bool'| 'uint' '(' <integer> ')'| 'sint' '(' <integer> ')'<init> ::= 'init' '#' <name> <initial_assign><initial_assign> ::= ';'| (<name> ':=' <expression> ';')+<lo
ation> ::= 'lo
' <name> ':' <transition>*<transition> ::= 'when' <expression> <syn
_label> 'goto' <destination> ';'<syn
_label> ::= ǫ| 'syn
' <syn
_label_name><destination> ::= <unique bran
h>| '{' <bran
h list> '}'73



74 APÉNDICE A. GRAMÁTICA DEL ARCHIVO DE ENTRADA<unique bran
h> ::= <name> <a
tion><bran
h list> ::= | (<bran
h> ';')∗<bran
h> ::= <name> <probability> <a
tion><a
tion> ::= ǫ|'assign' '{' <assign list> '}'<assign list> ::= <assign> ';' <assign list>| <assign> ';'| <assign><assign> ::= <name> ':=' <expression><expression> ::= <
onstant>| <variable_ref>| <unary_ expr>| <binary_ expr>| '(' <expression> ')'<
onstant> ::= 'true' | 'false' | <integer><variable_ref> ::= <name><unary_expr> ::= '$' <expression> (Notar que $ es el menos unario)| 'not' <expression><binary_expr> ::= <bool_expr>| <expression> + <expression>| <expression> - <expression>| <expression> * <expression><bool_expr> ::= <expression> '=>' <expression>| <expression> 'or' <expression>| <expression> 'xor' <expression>| <expression> 'and' <expression>| <expression> '<=>' <expression>| <expression> '<>' <expression>| <expression> '=' <expression>| <expression> '>=' <expression>| <expression> '>' <expression>| <expression> '<=' <expression>| <expression> '<' <expression><name> ::= <identi�er><syn
_label_name> ::= <identi�er>ltl_se
tion<ltl_se
tion> ::= 'prop' '{' <list_prop>∗ '}' <ltl_formula> ';'<list_prop> ::= <name> ':=' <bool_expr> ';'| <name> ':=' 'true' ';'| <name> ':=' 'false' ';'| <name> ':=' <variable_ref> ';'



75<ltl_formula> ::= '(' <ltl_formula>')'| <state_formula>| <seq_formula>| <ltl_formula> 'and' <ltl_formula>| <ltl_formula> 'or' <ltl_formula>| 'not' <ltl_formula>| <ltl_formula> '=>' <ltl_formula>| <ltl_formula> '<=>' <ltl_formula>| <ltl_formula> 'xor' <ltl_formula><seq_formula> ::= 'X' <ltl_formula>| <ltl_formula> 'U' <ltl_formula>| <ltl_formula> 'R' <ltl_formula>| 'F' <ltl_formula>| 'G' <ltl_formula><state_formula> ::= <name>terminales<identi�er> ::= string que no 
omienza 
on un número<integer> ::= número entero no negativo<probability> ::= número de punto �otante no negativo
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Apéndi
e BEstru
tura del 
ódigo fuenteLa estru
tura de dire
torios del 
ódigo es la siguiente:.|-- autom4te.
a
he|-- do
| |-- html| `-- latex|-- examples| |-- BinaryExpponentialBa
kOff| `-- mis
|-- sr
| |-- dr_analyzer| `-- pns|-- textos`-- utilsEl 
ontenido de 
ada dire
torio es el siguiente:autom4te.
a
he: este dire
torio es generado automáti
amente por lasautotools.do
: en este dire
torio se generará la do
umenta
ión 
uando se eje
uteel 
omando `make do
s' desde el dire
torio raíz del 
ódigo fuente. Lado
umenta
ión es generada 
on doxygen. Por defe
to, la do
umeta
iónserá 
reada en formatos HTML y LATEX. Para navegar por la do
umen-ta
ión HTML, basta 
on utilizar un navegador web y abrir el ar
hi-vo do
/html/index.html. En el 
aso de la do
umenta
ión en forma-to LATEX, se deberá eje
utar el 
omando `make' dentro del dire
toriodo
/latex/. Luego, basta 
on abrir el ar
hivo refman.dvi. Es posiblemodi�
ar el ar
hivo Doxyfile (ubi
ado en el dire
torio raíz del 
ódigofuente) para personalizar las op
iones de genera
ión de do
umenta
ión.77



78 APÉNDICE B. ESTRUCTURA DEL CÓDIGO FUENTEexamples: 
ontiene algunos ejemplos para probar SSS Redu
er. Par-ti
ularmente útiles son los ejemplos de examples/mis
. Además, estánlos ar
hivos utilizados para generar los resultados del 
apítulo 7.sr
: Aquí se en
uentra todo el 
ódigo fuente de SSS Redu
er. Ensr
/pns está la implementa
ion del SNP, y en sr
/dr_analyzer seen
uentra la implementa
ión del Analizador de AR.textos: aquí está el 
ódigo que generó este do
umento. Basta 
oneje
utar el 
omando `latex tesis.tex' dentro de este dire
torio.utils: 
ontiene s
ripts 
on diversas fun
ionalidades generales.Ciertos ar
hivos mere
en espe
ial aten
ión. Ellos son:Makefile.am: este ar
hivo está presente en el dire
torio raíz del 
ódi-go fuente. Utilizando automake se generará automáti
amente 
iertoar
hivo (Make�le.in) ne
esario para la 
ompila
ión de SSS Redu
er.También hay un ar
hivo Makefile.am dentro de los dire
torios sr
,sr
/pns y sr
/dr_analyzer. Este ar
hivo 
ontrola 
iertas op
ionesde 
ompila
ión, 
omo las op
iones que se le pasarán a g++.
onfigure.in: ubi
ado en el dire
torio raíz del 
ódigo, este ar
hivo esutilizado por auto
onf para generar el s
ript llamado 
on�gure.Compila
ión de SSS Redu
erSSS Redu
er se distribuye 
on el s
ript 
on�gure in
luído. Es de
ir, noes ne
esario que el sistema en donde se desee utilizar SSS Redu
er tengainstaladas las autotools. Para 
ompilar SSS Redu
er, se deben eje
utar lossiguientes 
omandos:$ ./
onfigure$ makeEsto 
reará el ar
hivo sr
/sss_redu
er. Op
ionalmente, `make install'instalará SSS Redu
er en el sistema. Se puede 
onsultar el ar
hivo INSTALLpara ver op
iones de 
on�gura
ión.Para limpiar los ar
hivos 
reados durante la 
ompila
ión, se debe eje
u-tar el 
omando `make 
lean'. Existe también la posibilidad de ha
er unalimpieza más profunda (por ejemplo, borra la do
umenta
ion autogenerada),mediante el 
omando `make dist
lean'. En 
aso de ha
er una limpieza pro-funda, se deberá 
ontar 
on las autotools de GNU para volver a generar els
ript 
on�gure.



Bibliografía[And06℄ Miguel Andrés. Deriva
ión de 
ontraejemplos para model 
he
king
uantitativo. Master's thesis, Fa.M.A.F. - U.N.C., 2006.[dA97℄ Lu
a de Alfaro. Temporal logi
s for the spe
i�
ation of perfor-man
e and reliability, 1997.[dAB℄ Lu
a de Alfaro and Andrea Bian
o. Model 
he
king of probabilisti
and nondeterministi
s systems.[JDL02℄ B. Jeannet, P.R. D'Argenio, and K.G. Larsen. Rapture: A toolfor verifying Markov De
ision Pro
esses. In I. Cerna, editor, ToolsDay'02, Brno, Cze
h Republi
, Te
hni
al Report. Fa
ulty of Infor-mati
s, Masaryk University Brno, 2002.[JKK66℄ J.L Snell J.G. Kemeny and A.W. Knapp. Denumerable markov
hains, 1966.[Kat99℄ Joost-Pieter Katoen. Con
epts, algorithms, and tools for model
he
king. Herstellung, 1999.[KGP04℄ M. Kwiatkowska, G. Norman, and D. Parker. Probabilisti
 symbol-i
 model 
he
king with Prism: A hybrid approa
h. In Internation-al Journal on Software Tools for Te
hnology Transfer, volume 6,pages 128�142, Providen
e, RI, USA, 2004.[L®d05℄ Christof L®ding. Methods for the transformation of the ω-automaton: Complexity and 
onne
tion to the se
ond order logi
.Master's thesis, Institute of Computer S
ien
e and Aplied Mathe-mati
s Christian-Albre
hts-Univesity of Kiel, 2005.[Pnu77℄ A. Pnueli. The temporal logi
 of programs. In 18th IEEE Symp.Foundation of Computer S
ien
e (FOCS '77), pages 46�57, Prov-iden
e, RI, USA, O
t.-Nov. 1977.[Saf89℄ Shmuel Safra. Complexity of Automata on In�nite Obje
ts. PhDthesis, Weizmann Institute of S
ien
e, Rehovot, Israel, 1989.79


