The problem of geodesic projection
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« |l [Darboux] voulait ecrire
un livre sur un probleme qui
a joue un grand role dans le
développement de la
geometrie infinitésimale,
celui des cartes
geographiquesiout a la fois,
I'’élégance et 'importance
pratigue de cette gquestion
célebre le séduisaient. »
[Picard 1917, 106]
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«[...] latheorie des cartes
geographigues a vu naitre bien des
problemesnteressants. [...] En etudiant
une proprieté de la projection centrale,
[...] Beltramia été conduit a s’écarter du
point de vue qui, entre les mains de
Lagrangeet deGaussavait donne de
résultats si parfaits, et a rechercher s'il
est possible de faire une carte d’'une
surface donnée, assujettie a cette unique
condition que les géodésiqgues de la
surface soient représentées par les
droites du plan. Son élégante analyse lui
a montré que ce mode de représentation
geodésigue ne pouvaient intervenir que
dans le cas des surfaces a courbure
constante. [Darboux 1908, 116]
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» The conformal projection

[1Gaussl822: Allgemeine Auflosung der Aufga
die Theile einer gegebnen Flache auf e
andern gegebnen Flache so abzubildern das
Abbildung dem Angebildeten in den kleins
Theilen &hnlich wird.

Carl Friederich Gauss (1877-1855)

[JLiouville 1850: Du tracé geographique d
surfaces les unes sur les autres

Joseph Liouville (1809-1882)

[1Bonnet 1852 Sur la théorie mathématique ¢
cartes geographiques

Pierre Ossian Bonnet (1819-1898)
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» The geodesic projection

Eugenio Beltrami (1877-1855)

Nicolas Auguste Tissot
(1824-1908)

Ulisse Dini (1845-1918)
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[I1Beltrami 1866 : Risoluzione del Problema
Riportare i punti di una superficie sopra un piano
In modo che le linee geodetiche vengano
rappresentate da linee rette

[1Tissot 1878 : Sur la représentation dedas@s
et les projections des cartes géographigues

[1Dini 1869: Sopra un problema che si prese
nella teoria generale delle rappresentaz
geografiche di una superficie su di un’ altra
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» Constant curvature surfaces and non-euclide
geometry

[IRiemann 1854 Ueber die Hypothesen, welc
der Geometrie zu Grunde liegen

Bernhard Riemann (1826-1866)

[1Beltrami 1868 Teoria fondamentale degli sp:
di curvatura costante

[I1Beltrami 1868 . Sagg di interpretazione dell
Geometria non-euclidea

Eugenio Beltrami (1877-1855)
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« Das programm mit der Preisfrage Ihrer Societahisnoch nicht
zu Gesichte gekommen. Mit Lindenau habe ich auehn éime
Preisfrage conferirt, die in der neuen Zeitscimiit dem Preisen
von 100 Ducaten aufgegeben werden soll. Mir wae eiteresante
Aufgabe eingefallen, namlich :

« allgemein eine gegebene Flache so auf einer aigegebenen)
ZU projiciren (abzubilden), dass das Bild dem @agin den
kleinsten Theilen ahnlich werde ».

Ein specieller Fall ist, wenn die erste Flache &ngel, die zweite
eine Ebene ist. Hier sind die stereographischediad
merkatorische Projectionen particulare Auflosundéan will aber
die allgemeine Auflosung, worunter alle particutébegriffen sind,
fir jede Arten von Flachen. [Gauss, Lettre a Schulmag 5 juillet
1816,Werke8, 370
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Segun

» Gauss and his paper for Copenhague price
1) Let ¢, u) et (T, U) the curvilinear coordinates of the two
surfaces.

2) We have to project the first surface on the sdame, so
each point the first surface has to correspontspeachen) to a
point the second one, anf ) are functions oft( u).

3) First, we have to translate analytically theaiban :« the
projection must be similar in their smaller padghe
projected. ».

4) Gauss writes the « line elements » of the twiasas :

\/(aa + bb + cc)dt? + 2(aa’ + bb' + cc)dtdu + (a’a’ + b'b" + c'c¢’)du?

J(AA 4+ BB + CC)dT? + 2(AA" + BB' + CC")dtdu + (A'A’ + B'B’ + C'C")dT?

da Escuela de Historia Conceptual de la Matieas Cordoba 2010 Novemberr 23-27



« Der analytische Ausdruck der Bedingung unserdg#&ae
Ist demnach, dass

AA+ BB+ CC AA'"+BB ' +cC’' A'A+BB +C'C’
aa +bb+cc aa +bb +cc’ ad+bb+cc
werden muss, welches ein endliche Functiontuemdu sein

wird, die wir= mm setzen wollen. » [Gauss 1822, 195]

« Dieses Verhaltniss wird, allgemein zu reden, raaain
Stellen verschieden sein : in dem speciellen Faiben
constant ist, wird ein vollkommene Aehnlichkeit auc den
endlichen Theilen, und wenn Uberdi@ess= 1 ist, wird eine
vollkommene Gleichheit Statt finden, und die eif&chke sich
auf die andere abwickeln lassen. » [Gauss 1823, 195
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» Three problems :

[he general Infinitesimal problem of
conformal representation (solved by Gauss In
1822)

[he local problem

[he casem =1 (solved by Gauss in 1828,
using the notions of geodesics and curvature)




« Etant données deux surfaces, on peut toujourelatd’'une

Infinité de manieres, faire correspondre chaquetpie I'une a
un point de l'autre, de facon qu’'a toute figurecéa sur la
premiere réponde une figure tracée sur la secdholes dirons
gue les deux surfaces peuvent se transformer fans 'autre,

si 'on peut faire en sorte que les arcs corresaotsdsoient
égaux . cette condition remplie, il S’ensuit qus &res et les
angles correspondants sont aussi égaux, commevoit lear la

décomposition des surfaces en triangles infininpents.

Cela posé, le theoreme énonceé par M. Gauss asvbns:

Si deux surfaces peuvent étre transformeées 'une bdautre, le
produit des rayons de courbure principaux en chaquet de
'une est égal au produit de ces mémes rayons amt po
correspondant de l'autre. [Puiseux, cité dans Li@n850,
585]
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» Solving of the problem :

To write the metric of the first surface

w = (aa + bb + cc)dt? + 2(aa’ + bb' + cc")dtdu
+ (a'a’ + b'b’' + ¢'c")du?

on the form :

w = n(dp? + dg?).
Same with thoseof the second

Q= N(dP? + dQ?).
Then, we can write the problem :

(dP +idQ)(dP —idQ) mmn
(dp +idq)(dp —idq) N
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Conclusions :

« Man sieht aber leicht, dass der Zahler im erstemle dieser
Gleichung durch den Nenner nur dann theilbar sermkwenn
entwededP + idQ durchdp + idg, unddP — idQ durch

dp — idq, derdP + idQ durchdp — idg, unddP — idQ durch

dp + idq theilbar ist. » [Gauss 1822, 197]

Therefore :

P+iQ=f(p+iq) b)P+iQ=f'(p—iq)
P—iQ=f({—iq) P—iQ=f'(p+iq)

with f’ the conjugate function of.

a)
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» Some examples dealed by Gauss

_1ne

_l1ne

_l1ne

_1ne

OIro

OIo

OIo

OIro

[The two surfaces are some parts of a plane
jection of right cone on a plane

jection of a sphere on a plane

jection of an ellipsoid of revolution onlane

jection of a triaxial ellipsoid on a sphere
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» Liouville — Du tracé géographigue des surfacesuless sur les
autres — 1850

« Deux surfacedl et A’ etant données, (
demande faire correspondre les po
m,my,m,, My, ... de la surfaced aux
points m',m’';,m',,m';, ... de la surfac
A’, de telle maniere que deux figu
correspondantes guelconques sur ces
surfaces soient toujours semblables l'ur
'autre dans leurs élements infinime

Joseph Liouville

petits. En d’autres termes, on demande (1809-1882)
tout triangle infinitésimal, @&cé sur I

premiere surface, soit semblable

triangle Infinitésimal correspumlant su

I'autre surface. »
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« Cette condition est celle que Lambert,

X N
\

Lagrange et M Gauss Ont adoptée Johann Lamert (1728-1777)

comme principe fondamental dans leur
theorie des cartes geographiques : et
voila pourquoi nous dirons que chaque n
figuremm;m,m5 ... OU Joseph Louis Lagrange
m'm’;m’,m'5 ... est, sur la surface ou )
elle est situee, le trace géographique de
la figure correspondante sur l'autre
surface. » [Liouville 1850, 601]

Carl Friederich Gauss
(1777-1855)
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> Liouville’s solution

Segun

da Escue

« Peu de mots nous suffiront en effet pour momuer quand
on a réussi a trouver, pour la surfagales variableg, fqui
donnent

ds? = A(da? + dB?)
et pour la surfacd’, des variableg’, g’
ds's = A'(da'* + dp'?),

le probleme du tracé géographique de ces deuxcggrfaine
sur I'autre se résout de suite dans toute sa gégaéefhiouville
1852, 601-602]
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«[...] on conclura, [...], que

a' + pvV—1= H(a + ,8\/—1)
IT désignant une fonction arbitraire. Ainsi le prabédu trace
geographique se resoudra pour nos deux surfheed’ en
prenant, pout’, la partie réelle d8(a« + fvV—1), et pourg’le
coefficient de racing —1, dans cette méme expression, réduite

a la formeP + Qv —1. [...] A cause du double signe contenu

dansa + BV/—1, on voit que les tracés géographigues sont en
guelque sorte conjugués deux a deux. Cela reparid sphere,
par exemple, aux deux figures symetriques 'unéaddre qui
sont toujours coexistantes. [Liouville 1850, 602360
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[JA new approach of Gauss’s problem about the defooma
of surfaces

« On peut demander dans quel cas le module dudaadéous
avons donné l'expression generale, reste constahggaha 1.
On a alorsls = ds’, et les deux surfacelsetA’ peuvent étre
appliquées l'une sur l'autre dans celles de leartigs
correspondantes qu’on voudra, comme les surfacesappables
s’appliquent sur le plan. » [Liouville 1850, 604]

[JExtension of the question of the geographical layou
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» Bonnet — Sur la théorie mathématique des cartegrggbiques
— 1852)

Johann-Heinrich Lambert
(1728-1777)
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« Une carte géographiqgue n’est autre chose gu’une
représentation sur une surface déterminée, que I'on
suppose ordinairement plane, de la surface de la
terre ou de I'une de ses parties. [...] Enfin, Lambert
envisagea la théorie des cartes géographiques sous
un point de vue général extrémement important. Il
remarqua que le plus grand degré de perfection
d'une carte était de reproduire la figures des
differentes parties de la carte, de maniere qu'ility e
constamment similitude entre une partie quelconque
de la terre et la partie correspondante de la carte
mais cette condition étant généralement impossible
a remplir, a moins de supposer a la surface de la
carte une forme particuliere, Lambert se proposa de
déterminer les lignes des méridiens et des paralleles
par la condition que la similitude e(t lieu seulement
entre les éléments infiniment petits. »
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Leonhard Euler (1707-1783)

Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
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« Sans doute, de cette maniere, une portion finie
de la terre était déformée, mais les angles faits s
la carte etaient toujours egaux aux angles
correspondants sur la surface du globe [...].
Lambert ne résolut pas d’'une maniere complete le
probleme géneral gu’il s’était posé ; apres lui,
plusieurs geometres, Euler, Lagrange,
s’'occuperent avec succes de la question, mais en
supposant a la terre la forme d’'une sphere ou tout
au plus d’'une surface de révolution ; ce fut M.
Gauss qui, dans un Mémoire couronné par
I’Académie de Copenhague, résolut, le premier,

le probleme dans toute sa généralité et sans faire
aucune hypothese sur la surface de la terre et sur
celle de la carte. » [Bonnet 1852, 301-302]
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» Simplification of the problem

By writing the metrics in the form :
u'da'df’ = n*udadp
And by integration, we get :

a =F(a), B =F)
CZ, — q)(lg)i :8’ - q)l(a)
So, if we write :
a =U+VV-1, B'=U-V'V-1
a=U+VV=-1, B=U-VV-1,

Escuela de Historia Conceptual de la Matieas Cordoba
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« les deux solutions de notre probleme deviendront

U+VW_F(U+VW) U+V\/7—CI>(U Vv-1)
U' — VW_Fl(U+VW) - —V'N=1= o, (U +VV/-1).

Or, U’ etV' devant étre réels comnieetV/, les deux fonctions;

et ®; ne peuvent pas étre prises arbitrairement, usejioe les
fonctionsF et® ont éte fixées. Il faut evidemment, si la fonction
est réelle, qué; soit la méme fonction ; et Biest une fonction
Imaginaire, qué; soit la fonction imaginaire conjuguée obtenue en

changeant/—1 en—/—1 dans la premiére ; il en est de méme de la
fonction®, a I'égard de la fonctio®. Ainsi chacune de nos
solutions ne contient gu’une fonction arbitraire; peut toutefois

étre imaginaire aussi bien que reelle. » [Bonné&21307-308]
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» A commentary about why we get the twe

solutions

« Nous avons obtenu deux solutions pour notre prel Ces
deux solutions conviennent toutes les deux, méas sk
distinguent 'une de l'autre en ce que I'une caoomsl a une
similitude directe entre les eéléments superfiaikes deux
surfaces, et 'autre a une similitude inverse. orjBet 1852,
308]
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» Applications

« Arrivons maintenant aux applications. » [Bonrgb4, 314]

«[...] on voit que le probleme de Lambert, considsiaas toute sa
generalité, n'offre d’autres difficultes que celbbs mettre les carrés des
éléments de la surface de la terre et de cella darte, sous la forme

ds* = M(dU?* + dV#), ds'?> =M(dU"* + dV'?)

ou, ce qui revient au méme, de trouver pour cex derfaces deux
systemes de lignes orthogonales les divisant eacarfiniment petits.

Or on connait de semblables lignes dans les surideeloppables, les
surfaces de revolution, les surfaces du secon@ ol surfaces peu
différentes d’une sphere ; [...] nous supposerons tlmmeédiatement,
comme on le fait toujours en geographie, que & t®oit une surface de
revolution et que la surface de la carte soit ampb [Bonnet 1852, 315]
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» The conformal representation of a surface
revolution on a plane : the general solution

«[...] on voit que le premier méridien peut étrerasenté par une courbe
guelconque, et que la latitude peut varier sur eadien suivant une loi
aussi guelconque. [Bonnet 1852, 320]

This solution is matematically nice but not optimpnatically.

« Mais cette maniere de déterminer les fonctiohgraires, quoique la
plus simple et la plus naturelle, n’est pas neanmoelle qui convient le
mieux a notre objet. En effet, il vaut mieux prefitle I'indétermination
des deux fonctions qui entrent ddahset F;, de maniere a faire acquerir a
la carte quelgue nouvelle propriété qui rende satcoction facile ou son
emploi commode. » [Bonnet 1852, 320]
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» Can we simplify the problem ?

« Voyons d’abord s'’il est possible d’obtenir un raate
representation pour lequel une portion finie quedpce de la
terre soit toujours semblable a la partie corredpaote de la
carte. Il faut, pour cela, évidemment que le rappor
d’agrandissement [...] soit constant. » [Bonnet 1&828-321]
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JFirst iIdea

« Proposons nous, en second lieu, de déterminéariesons
arbitraires par la condition gu’'une série de pod#da surface du
globe occupent une position déterminée sur la cairda la carte. »
Bonnet 1852, 322]

Second idea

« On pourrait aussi assujettir le rapport d’agraseinent a avoir
une méme valeur déterminée pour une seérie de Engsobe
terrestre ; au moyen des formules d’interpolatentrouverait
encore aisément les fonctions arbitraires : maigetces
déterminations, qui ont d’ailleurs leur importamregeographie,
n’'offrent aucune difficulté. [Bonnet 1852, 323]
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» A more difficult guestion

« Passons a une question beaucoup plus difficpeoposons nous,
avec Lagrange, de déterminer les fonctions arlesale telle sorte
gu’il en résulte pour les meéridiens et pour lesafpalles des courbes
d’'une nature donnée. Le probleme posé ainsi, aars sa
genéralite, offre des difficultes peut-étre insuntadles, nous nous
bornerons a considerer le cas ou les courbes dsisoéedes
cercles. Du reste, on peut remarquer que ce camprend les
projections steréographiques et les cartes mamsesuffisant pour
les besoins de la géographie ; car il est natweldans la
construction des cartes on préfere toujours ldea@rtoute autre
courbe, a cause de la facilité et de I'exactitwkcdaquelle on peut
le tracer. » [Bonnet 1852, 323]
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» Beltrami’s justification of the problem

Most geometrical works about geographical maps are
concerning maps which retains angles or ratio ehar

But a map are used for measuring some distanceis aodl|d
be more useful to have a map so that geodesigu@jexted
onto straight lines.

+

An historical reference to a problem set by Lageang
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« Si I'cell est dans le centre du globe, la propgcg8e nomme
centrale et elle a la propriéeté que tous les grands cessdrouvent
representeés par des lignes droites, mais les peftitdes le sont par
des cercles ou par des ellipses suivant que laargdt parallele ou
non au plan de projection. On se sert quelque®isatte projection
pour les mappemondes, et I'on y suppose ordinamemee le plan
de projection est parallele a I'équateur, moyenganot tous les
cercles de latitude deviennent des cercles de maqmpuae ; mais elle
n’'est guere usitée pour les Cartes particuliereseueprésentent
gu’une partie de la surface de la Terre ; elld esvantage pour les
Cartes celestes. »
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« Et c’est, en genéral a cette projection que deitréoute la
gnomonique, les lignes horaires d’'un cadran quejgem’étant
autre chose que les projections centrales dessarnolaires de la
sphere. Au reste, des Cartes geographiques cdastdiapres cette
projection auraient le grand avantage gque touscles de la Terre
qui sont situes dans un méme grand cercle du gleb®uveraient
placés en ligne droite dans la Carte, en sortegpe,avoir le plus
court chemin d’un lieu de la Terre a l'autre, ¥y @urait gu’a joindre
ces deux lieux dans la Carte par une ligne dreite.

[Lagrange 1779, cité par Darbolecons3, 41]
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« Les remarques précedentes ont donc conduit Mraddla se
poser le probleme suivant :

Etant donnée une surface, peut-on la représemntés plan de
telle maniere que les lignes géodésiques de lasrf
correspondent aux differentes droites du planDasdoux,
Lecons3, 41]

Analytical translation

Can the general equation of geodesics be writtémerriorm
ab +bv+c=0,

a, b, c désignhant des constantes arbitraire® etdes fonctions des
coordonnées curvilignes u ?
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Beltrami identifies the coefficients of the two edjons of the
geodesics end gets four equations :

oF 10E 1 OFE
E( ‘m)‘z”aﬂ’
10E o 1 OE
E—”(—‘m) For 205,79
10G oG 1 0dG
G—”(a—‘m) Fou 285,70
10G 1 oG
G(%‘m)‘z”av 0
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Therefore :

o R?(v* + a?)
(U2 + v? + a?)?
o —R%uv
(U2 + v? + a?)?
R?(u? + a?
- ( )

(U2 + v? + a?)?

« Dunqgue le nostre superficie sono quelle di cumzat
costante. » [Beltrami 1866, 198]
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« Le sole superficie suscettibili di essere rapgmese sopra un
piano in modo che ad ogni punto corrisponda ungedtad
ogni linea geodetica una linea retta sono quelteiigurvatura
e dovungue costante (positiva, negativa o nullapri@o questa
curvatura costante e nulla, la legge di corrispaordanon
differisce dall’ordinaria omografia. Quando nonwla, questa
legge e riducibile alla projezione centrale net&aa ed alle sue
transformazioni omografiche. » [Beltrami 1866, 203]
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Beltrami concludes with a generalization of his
problem :

« Riportare | punti di una superficie sopra unfaluperficie in
modo che alle linee geodetiche della prima cornsiamo linee
geodetiche della seconda. » [Beltrami 1866, 204]

Following Beltrami, we cannot generalize his denti@i®n (as
it Is the case when we generalize from the infsutal case of
the conservation of angles to the finite case oseovation of
aires).
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The lone generalization which can be possible is
the following :

Affinche i punti di una superficie possano essggertari sopra una
superficie di curvatura costante, in modo cherledigeodetiche di
guella sieno rappresentate da linee geodeticheeasitqg, € necessario
e sufficiente che anche la prima superficie abdeurvatura
costante.
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