METODOS NUMERICOS PARA ECUACIONES DIFERENCIALES
—QGuia 2—

Problema 1:(operadores en diferencias). Sea u: R — R suave y ; = a+hj, h > 0, j € Z, una
grilla uniforme

(a) pruebe que

Doutay) = R+ 28 ) + 00)

Doufey) = Miay) BTG 1 00

Doty = ) + 2 L) 1 o
Dy D_u(zj) = %(%‘) + g 344(%) +0(h")

(b) Encuentre valores de o y 3 tales que
Du(z;) = Dy <1 - hozDO)u(xj),
D*u(z;) = D4 D (1 - h25D+D_>u(xj)

sean, respectivamente, aproximaciones de 40 orden de precisién para las derivadas pri-
mera y segunda respectivamente. Calcule ademds el término dominante para el error de
truncamiento en cada caso.

Problema 2:(normas vectoriales). Sea V=R fijoy v € V con componentes vj, j =1,...,m.
Se definen las normas

m
vl =" lvl,
j=1
2
m
2
iz =D Il |
j=1
v =11§njag>§nlvyl,

Pruebe las relaciones de equivalencia

[Vlleo < lolls < mffv]loo,
IVl < llvll2 < vml[v]lso,
Ivll2 < llolly < vVmvl2.

Problema 3:(normas matriciales subordinadas). Sea A € R™*™. La norma matricial subordi-
nada a una norma vectorial es

141 = mdxc [|Av]



El radio espectral de A es mayor de los médulos de los autovalores de A. Si denotamos con a;;
las entradas de A, probar que

m

| Allr = lgaggnz |ai;l,
=1
m
[Alloo = @agnzg |aijl,
j:

[All2 = v/ p(ALA).

Pruebe ademés que si A es diagonalizable, entonces || All2 = p(A).

Problema 4:(Normas para funciones de grilla). Sea v; una funcién de grilla en el intervalo [a, b].
La grilla se define como z; = a+hj, j =0,1,2,...,m+1, h = (b—a)/(m + 1). Si definimos
un vector v con componentes v;, v tiene N componentes (segin la aplicacién N puede valer,
tipicamente, m, m+1 o m+2). Si pensamos ahora en h como un pardmetro variable, la dimensién
del espacio vectorial sera variable: N ~ O(h~!). En este caso se redefinen las normas vectoriales
como aproximaciones de las normas integrales de funciones en el intervalo en cuestion. Esto es,

m
Ivlina =n)_lvjl,
j=1

2
m

Vlnz = {2 lvil?]
j=1

IVllnoo = it [vy].

Pruebe que en este caso las equivalencias correspondientes son

N
WVlkoo < 0l < N0 = == (b = @)l
N
VEIVIhoo < [0l < VNBoloo = \f =g (b= @)oo
m+1
N
Vhl[Viing < [ollng < VNA|v|ln2 = L G a)[[v]|n,2-

Note que cuando h — 0, N/(m + 1) — 1, pero las cotas inferiores tienden a cero y por lo tanto
las normas dejan de ser equivalentes.

Problema 5:(Problema de valores de frontera con coeficientes constantes en 1D). Considere el
problema de valores de frontera
d?u  du
w—F%—Fu:f(:C), O<x<l,
u(0) =0, u(1) = 0.

(a) Calcule la solucién exacta u(x) para f(z) = —10e=>*.

(b) Aproxime las derivadas con diferencias centradas de segundo orden, es decir

2
Ky D,.D_, 4 ~ Dy,
dx
en la grilla x; = hi, ¢ = 0,1,2,...,m,m + 1, h = 1/(m + 1). Resuelva el problema en
diferencias finitas resultante mediante un método directo usando h = 0.01. Grafique la
solucién numérica (v;) y la exacta en un mismo grafico. Grafique separadamente el error
global E; = v; — u(z;).



(¢) Repita el item anterior usando h = 0.001. ;Decrece el error en el factor esperado?

Problema 6:(Problema de valores de frontera con coeficientes variables en 1D). Considere el
problema de valores de frontera

d? d
Sy sin(ﬂ'x)d—u + cos(mz)u = —10e°%, 0<z<l,
T

dx?
w(0) =0,  wu(l)=0.

(a) Aproxime las derivadas con diferencias centradas de segundo orden, es decir

2
—~D.D_ —~ D
de + ) dr 0
en la grilla ; = hi, i = 0,1,2,...,m,m + 1, h = 1/(m + 1). Resuelva el problema
en diferencias finitas resultante mediante un método directo usando tres valores de h :
hy = 0.01, ho = 0.005, y hg = 0.0025. Grafique la solucién numérica obtenida para la grilla
mas fina.

(b) Utilizando las tres soluciones numéricas calcule y grafique el cociente de precisién

ha ha

Q; = Ui T Uy
Rz s

Vgi — Uy

,, Obtiene el resultado esperado?

Problema 7:(Problema no lineal de valores de frontera en 1D). Considere el problema de valores
de frontera

d?u . du —10e 5=
—— +sin(u)—— + cos(mr)u = ———-,
10 T v

1
72 I O<z <,
u(0) =0, u(l) =0.

(a) Aproxime las derivadas con diferencias centradas de segundo orden, es decir
2

da?

en la grilla x; = hi, i = 0,1,2,...,m,m + 1, h = 1/(m + 1). Resuelva el problema en
diferencias finitas mediante el método de Newton. Las iteraciones de Newton se deben
detener cuando la norma oo del vector incremento sea menor que € = 1074, Realice

corridas con tres valores de h : hy = 0.01, hy = 0.005, y hg = 0.0025. Grafique la solucién
numérica obtenida para la grilla maés fina.

d
~D,D_| — =~ Dy,
dx

(b) Utilizando las tres soluciones numéricas calcule y grafique el cociente de precisién

ha ha

Q; = Ui T Uy
ha s

Vgi — Uy

,,Obtiene el resultado esperado?

Problema 8:(Ecuacion de Poisson semilineal) Considere el problema eliptico semilineal

Au = —f(iéy), (z,y) € Q= [0,L] x [0, L],

ulag = 1.

Aqui A representa el operador Laplaciano en el plano en coordenadas Cartesianas x, y.



(a) Utilizando una grilla uniforme (z;,y;) = h(i,j) 4,5 € Z, con h = 1/(m + 1), discretize
el problema utilizando los operadores en differencias Dy D_ para aproximar las derivadas
segundas (Laplaciano de 5 puntos). Tome un ordenamiento de las variables v; ; de manera
de obtener un sistema semi lineal

Av = —1*F (25,95, V), (2)
donde A es una matriz real simétrica.

(b) Escriba un cédigo que implemente el método de Newton para tratar la nolinealidad y
el método de Gauss-Seidel para resolver los sistemas lineales resultantes a cada paso de
Newton. Adopte un criterio de detencién que detenga las iteraciones de Newton cuando
la norma ||||o del residuo de (2) sea menor que e. Grafique la solucién y tome nota del
tiempo de maquina utilizado para obtener la solucién. Utilize

cos(m(x —1/2)

= =127, L=1 =109,

(¢) Modifique el c6digo anterior para reemplazar Gauss-Seidel por el método del gradiente
conjugado. Repita los cdlculos y compare los resultados con los del punto anterior.

(d) Pruebe resolver el problema cambiando el signo de la inhomogeneidad. jqué ocurre?

Problema 9:(Multigrilla) Escriba un programa para resolver el problema 7 mediante el método
de multigrillas. Utilize una grilla fina con h = 1/128. Utilize Jacobi sub relajado como suavizador,
restriccién simple para pasar de una grilla fina a la mas grusa inmediata, e interpolacion lineal
para pasar de una grilla gruesa a la mas fina inmediata. En la grilla més gruesa utilize suficientes
iteraciones de Gauss-Seidel nolineal para aproximar la solucién del sistema no lineal. Haga
ensayos y adopte nimeros de iteraciones para suavizar y criterios de detencién de acuerdo a sus
ensayos. Realice corridas con 2 niveles de grilla y con 5 niveles de grilla. Compare los tiempos
de ejecucion.



