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Problema 1: Considere un espacio vectorial complejo H con producto interno (-, -) y sea

[ull = v/ (u,u).

a) Muestre que se tiene la desigualdad de Cauchy-Schwarz

[z, ) < llll vl =y eH,

con igualdad si y sélo si x e y son linealmente dependientes.
Sugerencia: Considere el vector z :=y — ||| 72(z, y)z y calcule su norma.

b) Use la desigualdad de Cauchy-Schwarz para demostrar la desigualdad del tridngulo

para || - [|:
lz+yll < llzfl +llyll , =,ye®H.
Problema 2: Considere un espacio vectorial complejo con producto escalar. Si 1, x2, 3, - , ZTn
son n (> 1) vectores escribimos [z1, 22, - ,Z,] para el subespacio de las combinaciones
lineales de estos vectores; o sea: [x1,xa, - ,Zy] = {27;:1 Cjxjt €1,¢2, - ,cn € C}
a) Verifique que la dimensién de [x1,x9,- - ,x,] es menor o igual a n con igualdad si y
sélo si los vectores {z; : j =1,2,---,n} son linealmente independientes.

Para cualquier x € H no nulo sea P, el mapa de H en H dado por

(z,y)
Py =—=2x, yet.
W= e T VEH

b) Verifique que:
1) P, es lineal;
2) P, es una proyeccién —vale decir P, o P, = Py;
3) Se cumple (P,z,y) = (z, Pyy) para y, z € H;
4) El vector y es ortogonal a x si y sélo si P,y = 0.

¢) Demuestre de que entre todos los vectores ax con o € C (esto es exactamente [x])
aquel de menor distancia a un dado y € H es exactamente FP,y.

d) Demuestre que si (x,y) = 0 entonces P, o P, =0y P, + P, es una proyeccién lineal
cuyo rango es el subespacio bi-dimensional generado por x e y, o sea [z, y|. Deduzca

que si {ej : 7 =1,2,--- ,n} es un conjunto de vectores normalizados y dos-a-dos
ortogonales (i.e., (e;, ex) = d;) entonces P := P, + P, +-- -+ P,, es una proyeccién
lineal cuyo rango es el subespacio n-dimensional [e, €2, - , e,] de H y verifique que

(Teorema de Pitagoras en n-dimensiones)

n n
1Pal? =Y lI1Pezl® =) e o), zeH.
j=1 j=1



e) Muestre que si {e; : j = 1,2,--- ,n} y {f; : 7 = 1,2,--- ,n} son dos conjun-
tos de n vectores normalizados y dos-a-dos ortogonales tales que [e1, eq, - ,e,] =
[f1, fo, -+, fn] entonces Pe, + Pey + -+ Po, = Py, + Py, +--- + Py,

f) Generalize b): Entre todos los vectores de [e1,ea,--- ,e,] donde los n vectores e;
estan normalizados y son dos-a-dos ortogonales aquel que tiene la menor distancia a
un dado vector y es tnico y es Py.

g) Construya un ejemplo de una proyeccién lineal @ tal que el rango de @ es uni-
dimensional pero (vea b)3))

(Qz,y) # (z,Qy)

para algin par de vectores z,y en H.
Sugerencia: busque en H = C? con el producto escalar usual.



