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Guia 5, algunas soluciones’
1b) Se busca la serie de Taylor de f(z) := exp(iLog(z)) = (iln|z| — Arg(z)) (o sea la

rama principal de z?) alrededor de z = 1.

Observamos que f es analitica en C sin la semirecta real no positiva donde f esta
definida (si convenimos en que f(0) = 0) pero no es continua. Usando que exp’ = exp
y que Log’(z) = 1/z, obtenemos succesivamente

f'(z) = if(2)/z = iexp((i — 1)Log(2)) ,
f'(z) = (i = 1)f'(2)/z = i(i — 1) exp((i — 2)Log(2))

de donde adivinamos que
F®(2) =i(i—1)(i—2)-- (i — k+1)exp((i — k)Log(z) , k>1,
lo que se puede demostrar por induccién. Ya que Log(1) = 0y exp(0) = 1 obtenemos
OO =i(i—1)(i—2)---(i—k+1), k>1,

de modo que la serie de Taylor alrededor de z = 1 es

f(z):1+Zz’(z‘—1).k.!.(i_k)(z_1)k

k=1
se espera que esta sea convergente en el dominio de analiticidad de Arg.

2a) Se buscan las singularidades de f(z) = sin(z)/(2?(z — 7)) y los desarrollos de Laurent
de esta funcién alrededor de estas.

Los ceros del denominador son 0 y . Los ceros del numerador son n7 con n € Z;
todos simples ya que sin’(n7) = cos(nw) = (—1)". En un entorno de cada cero nm
tenemos

sin(z) = (z — nm)g(z)

donde g es analitica en el entorno y no se anula en él; ademds g(nw) = cos(nm) =
(—1)™. Entonces, en un entorno de z = 0 tenemos

f(z) = 22?5(5)@ - z(z(j)ﬂ') ;

por lo tanto z = 0 es un polo simple. También, en un entorno de z = 7w tenemos

f(Z) — (Z — TF)g(Z) — g(Z)

22(z — ) 22

por ende z = 7 es singularidad removible y podrfamos definir f(7) = g(7)/7% =
—1/m2.
Pasamos a los desarrollos de Laurent. En 2z = 7 tenemos

sin(z) = = Y 5 B

!
= 2n +1)!
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convergente en todo el plano complejo. Por otro lado, con la férmula de adicién de
la serie geométrica

1 1 1 — )"
f:f—zw—lzg
z wl+(z—m)/m oo™

convergente en el disco abierto de radio 7 alrededor de 7 (|(z —7) /7| < 1). Entonces,
multiplicando las series

f(z):_732 Z

n,k,meN

(_1)n+k+m (Z _ 7T)2n+k+m
(2n+1)! mhtm

convergente en disco abierto de radio 7 alrededor de 7. En este caso la serie de
Laurent es la serie de Taylor pues la singularidad en z = 7w es removible.

En z =0, se tiene
sin(z) o Z (_l)n Z2n+1
B (2n +1)!
neN

convergente en todo el plano complejo; y

e—m) = —— L iZ(z/ﬂ)”

T (= (z/m) 7w =

convergente en el disco abierto de radio 7 alrededor de 0 (|z/7| < 1). Por lo tanto

B 1 (_1)n Z2n+k’—1
1z) = _WH;N @n+ 1) (1)
1 1 1 1
= vm‘ﬁ‘(ﬁ‘&Jz+“*>

seguramente convergente en el disco abierto de radio m alrededor de 0. Esta serie
de tipo Laurent tiene un sumando z~! concomitante con el polo simple en 0; pero
su radio de convergencia exterior es aparentemente m aunque deberia ser co ya que
f no tiene realmente ninguna otra singularidad fuera del polo en z = 0. ;Es esta
realmente la serie de Laurent alrededor de 07 ;Cual serd el radio de convergencia
exterior de esta serie? jEmpecemos de nuevo! Sabemos que la funcion

_ sin(z)

9(2) = ——=, z#m,
z—T
es la restriccién de una funcién entera (también la llamo ¢) al plano pinchado en 7.
Entonces su serie de Taylor alrededor de 0 (observe que ¢g(0) = 0)

(n) (0 oo ()
Z g n Z 9 n

g(z) = n'( )Z = n'( )Z
neN ’ n=1 :

es convergente en todo C. jAhora si! La serie de Laurent de f alrededor de 0 es

o 9720 g"(0) , ¢"(0)

— n__ ./ —1 2
convergente en C sin z = 0. Calculemos sus derivadas en 0:
cos(z)(z — m) —sin(z
J(0) = (2)(z — ) (2) ~ /r,

(Z - 7)2 z=0



§"(0) = sin(z)(z — m)% — 2C(is(z)3(z —m) + 25sin(z) _ o2,
(z—m) 40
§"(0) = = cos(2)(z — m)3 + 3sin(2)(z —_7T)24+ 6 cos(z)(z — ) — 6sin(z)
(z —m) I
1

(1—6/72),etc...

B
De modo que hasta orden z las series (1) y (2) coinciden. Se puede ver que realmente
son idénticas de modo que el radio de convergencia exterior de (1) es oo.

3 Se piden las series de Laurent de csc = 1/sin alrededor de z = 0 que a) converge alre-
dedor de z =0y b) que converge en z = 7 + i.

La primera observacién pertinente es que la cosecante es una funcion impar lo que
persiste en su versién compleja ya que sin(—z) = (2i)7!(exp(—iz) — exp(iz)) =
—sin(z). Pero si f es par (impar) y su serie de Laurent en el anillo abierto Ag,, p,

€S
f(Z) = Z anz"

entonces la transfornacién z — —z deja a este anillo invariante y se tiene

S an" = f(z) = £f(-2) = 3 an(~1)"2";

nez nez

pero la expansién de Laurent es tinica de modo que a,, = +(—1)"a,, para todo n € Z.
En el caso par (+), los coeficientes de indices impares deben anularse mientras que
en caso impar (—) son los coeficientes de indices pares los que son nulos.

Los ceros del seno estan determinadios por exp(iz) = exp(—iz) o sea exp(2iz) = 1
que es equivalente a z = nm para algin n € Z. Estos ceros son simples ya que
sin’(nm) = cos(nm) = (—1)" de modo que (—1)"(z — nw) es el primer término de la
serie de Taylor del seno alrededor de nw. Pero entonces nm es un polo de orden 1 de
csc. La serie de Laurent de csc alrededor del cero 0 es convergente en el anillo abierto
Apor:={2z:0<|z] <7}y eslasolucién de la parte a). El nimero 7 + ¢ cae fuera
de este anillo ya que |7 +i| = v72 + 1 > 7. Pero la serie de Laurent asociada con el
anillo abierto Ag r2r = {z: ™ < |z| < 27} converge en 7 + i ya que V72 + 1 < 2,
lo que responde b). Calculamos las series respectivas.

Sabemos que la serie de Laurent en Ag g . es de la forma

1 I+l
27+ E agn+12°"t
neN

ya que z = 0 es un polo simple con residuo lim ﬁ = 1 por lo dicho sobre la serie

de Taylor del seno alrededor de un cero del seno. Entonces, la serie de potencias
no-negativas es la serie de Taylor alrededor de z = 0 de la funcién
z — sin(z)

h(z) =csc(z) —1/z = Zsin(2)

que es analitica (e impar) en el disco abierto de radio 7 alrededor de z = 0 con

. . .
h(0) = tim 2 =50 g cos(z) gy sin(2) =0.

z—0 zsin(z) z—0sin(z) + zcos(z)  2—02cos(z) — zsin(z)
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Describimos a continuacién tres métodos directos para calcular los coeficientes a,:

1. Via h. Abreviamos s := sin(z), ¢ := cos(z). Solamente necesitamos las derivadas
impares de h evaluadas en z = 0.

§222
Aplicando la regla de L’Hopital cuatro veces se obtiene que h'(0) = 1/6.
6s* — 5s2czt — 6324

stz4

h/// (Z) —

de donde ocho aplicaciones sucesivas de la regla de L'Hopital da A"’ (0) = 7/60.
En este caso el método es muy engorroso.

2. De acuerdo a la expresion general

1
=02 ————d
an = (2) /CZ"H sin(z) :

La funcién p,(z) := 1/(z"*!sin(z)) tiene un polo de orden n + 2 en z = 0 de
modo que
1 dnT!

| " 1 , AVttt 2
(n+1)! 250 gzt

+2 1
n+1)! 250 gzt sin(z)

a, = Res(pp,0) = pn(z) = (
Calculamos las derivadas de g(z) := z/sin(z) y luego su valor en z = 0 por
aplicacién sucesiva de la regla de L’Hopital; solamente necesitamos las derivadas
pares.

—2cs 4 §%2 + 2¢22
9" (2) = 3 ,

y después de 3 aplicaciones de la regal de L’Hopital obtenemos ¢”(0) = 1/3 de
modo que a; = 1/6. Etc. El método es tan engorroso como el primero.

3. Como conocemos explicitamente la serie del seno, la invertimos:

1 = csc(z)sin(z) = (zl + Z a2n+122n+1> (Z (Q(n_i)rll)!zwrl) ;
neN

neN
O Sea

(-1)" 2 (—1)k G 2262042 —
7 — 4y, —1.
nZeN @n+ 1) nz’keN 2k + 1)

Escribimos los primeros términos de la primera serie:
1— @) L2 (D)t — ()10 4

y los de la segunda serie sucesivamente

a122 +a3z4 +a526 -+ .-
—(8N a1zt —(3)las2® +---
(57 lagz® 4 -

Entonces a; = 1/3!, a3 = —(1/5!) + a1/3! = (1/3")2? — (1/5!) = 7/360, a5 =
(1/7) — (a1/5!) + (a3/3!) = 31/15120, ---. La férmula recursiva cerrada para
los coeficientes de indice impar es:

(—1)* aok—1  QA2k—3 (—1)Flay
= - oo ——— keN.
Gk = Hr g T sl s T ekt
Esto es alimento para programar un algoritmo que calcule automaticamente los

coeficientes.



De modo que:

— -1z 728 312°
csc(z) =271 + ct 355+ 155 T

Pasamos al anillo Ag r 2r (que contiene al punto 7 + ). Tendremos

cse(z) = E bopi1 22"t
nez

con
1

by = 2mi) ™t | —————d
(2mi) /Cz”Hsin(z) :

donde C es el circulo de radio 4 (por ejemplo; basta que este entre 7 y 27). Ahora
bien, la funcién p,(z) = 1/2"*!sin(z) (introducida en el b) de la discusién anterior)
tiene polos simples en £7 para cualquier n € Z mientras que en z = 0, paran < —1,

pn(z) = 21 /sin(2)

de modo que z = 0 es un polo simple cuando n = —1 y una singularidad removible
si n < —2. Los residuos en z = 0 son:

a, , sin>-—1
Res(p"’o):{on sin < -2

Mientras que los residuos en 4+ son

. (zF7) 1 —n—1
ReS(p 77) Z_l)Izl’th sn+1 SIH(Z) (j:ﬂ-)n+l Cos(j:ﬂ') ( 7T)

Por lo tanto,
bp, = Res(pn,0) + Res(pp, ™) + Res(pp, —)

=ap — (1) 7" = (=) T = — ()T L= (1)
recuperando lo que ya sabemos, que b, = 0 para n par, y

bant1 = azns1 — 2(m) 2 ez,

Por lo tanto

eselz) = 2 200 (/27— L4 %, (aznen — aea) 2771,

5b) Se pide la integral sobre el circulo de radio 1 centrado en 0 orientado positivamente
de la funcién exp(1/z)/z.

Llamamos f a la funciéon dada que tiene una singularidad en z = 0. Ya que

o0

_ 1 1
fe)==" Z nlzn Z (n—1)lzn

neN n=1

es convergente si z # 0, esta es la serie de Laurent de f alrededor de z = 0 que es
entonces una singularidad esencial con residuo 1. Por el Teorema de los Residuos, si
C es el circulo en cuestién, entonces

/Cf(z) ds = 2ri



