Métodos Matematicos de la Fisica 11

Solucién! del Problema 1, Guia 6

d?y 2B
a2 d——f($)>
con f(z) = Ae™P* para x > 0; a, 3 > 0; y(0) = ():0

Reemplazamos la inhomogeneidad f por la distribucién 4, con y > 0. Buscamos la funcién
de Green G(z,y) como solucién (distribucional) de

2
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W‘I— ax y,0<ZL‘<OO, (1)

conservando la condicién de borde G(0,y) = (0G/0x)(0,y) = 0. Entonces, para z < y
tenemos — " denota derivada parcial respecto de la primera variable:

G"+aG =0, G0,y)=G'(0,y)=0.

Como la solucidn en el intervalo (0, y) es tnica necesariamente G(x,y) = 0 en ese intervalo.
Mientras que para x > y
G"+aG =0.

La solucién general es G'(x,y) = ce~** con ¢ que puede depender de y e integrando esto

se obtiene G(x,y) = ae~** 4+ b con a y b funciones de y. Resumiendo

~J 0 , stz <y
G(x’y)_{ae““+b , sixz >y

Imponemos que 0 < z +— G(x,y) sea continua en x = y y esto elimina una constante

G(av,y)z{O STy

a(e™®® —e ) | six >y

con a = a(y). Observamos que si pedimos que 0 < z — (0G/0x)(z,y) sea continua en
x = y obtenemos que a = 0. Por lo tanto, no podemos satisfacer la ec. diferencial (1) con
una funcién que sea diferenciable en x = y. Pero, la G construida hasta este momento
es infinitamente diferenciable en (0,y) y en (y,00). Si integramos a (1) en el intervalo
(y — €,y + €) con € > 0 pero tal que y — ¢ > 0 obtenemos

y+e

G'y+ey) —Gy—ey) +alGly+ey) —Gly—ey)] = / Gy(t)dt =1;

—€

el segundo sumando tiende a 0 para € — 0 asi que obtenemos la condicién
h,_I%[G/<y + €, y) - G/<y - € y)} =1.

Ya que
0 , six <y

[e %4

—aae” , six>y

G'(z,y) = {

la condicion es
—aae” Y =1
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] 0 , slx <y
G(:c,y) - { a—l(l _ e—a(z—y)) 7 siz > Y

A esta altura del partido podriamos verificar que usando la férmula de derivacién para
distribuciones, G(x,y) es realmente la solucién de (1); lo dejamos para méas adelante.
Definamos

y(a:):/OOOG(x,t)f(t)dt, x>0. (2)
Entonces

y(z) = o~ / (1= e ) f(r) dt

usando la formula de diferenciacion para integrales;

T

Y (z) =a (1 —e @) f(z) + /

0

e @ F(t) dt = / e @D f (1) dt
0

/') = 1) —a [ eI ars

por lo tanto

y'+tay' =f
y (2) es la solucién de la EDO. Pero también, y(0) = ¢'(0) = 0 de modo que hemos
encontrado la soluciéon del problema.

Verificacion directa: Con la funciéon de Heaviside

1, sit>0
H(t)'_{o, sit <0

para la cual hemos verificado que —entendiendola como distribuciéon— se tiene H' = 0y,
rescribimos

G(z,y) = g(z,y)H(z —y), glz,y) =a '(1—e ).

Observese que g(y,y) = g(z,r) = 0. Tenemos ¢'(x,y) = e 2@ ¥ y ¢" = —ag’. Notese
que ¢'(z,x) = ¢'(y,y) = 1. Usamos la regla de derivacién de distribuciones aplicado a la
distribucion ¢7" definida por (vea el Problema 4a) de la guia 5)

(9T)(p) =T(g%) -

Entonces escribiendo H,(z) = H(x —y)

(gHy)l = g/Hy + 9<Hy)/ ) (gHy)H = QIIHy + 29/(Hy)/ + 9<Hy)” ;

luego
(9H,)" +a(gH,) = (¢" + ag') H, + (29" + ag)(H,) + g(H,)"
S—— ————
=0 =14e—(z—y)
= (1 + €_a($_y))(Hy)' + 9<Hy)” .
Pero

(Hy)/ = (H,)y =0y , (Hy)” = (H”)y = 53/, ]
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b)

de modo que
(1+e @) (H,) =24,

Q(Hy)” = 95; = (géy)/ - 9,51/ = (g(Sy)' — Oy
pues ¢'(y,y) = 1. Ahora,
((90y)' () = —=(90,)(¢") = =0, (9¢") = —g(y,y)¥'(y) = 0;

luego,
Juntando todo esto

lo que habia que verificar.

con f(x) = sin(2zx); y(0) = y(7) = 0.
Procedemos de la mismisima manera reemplazando la inhomogenidad f por ¢, con 0 <
y < m. Entonces la soluciéon de

2
1
%+ZG:5y,O<x<7r, (3)

conservando la condicién de borde G(0,y) = G(m,y) = 0, y con la condicién (" denota la
derivada respecto de la primera variable)

Gy y) -Gy ,y) =1

que se obtiene integrando (3) en el intervalo [y — €,y + €] con € > 0 lo suficientemente
chico y pasando al limite € — 0, es:

cos(y/2)sin(z/2) , 0<z<
Glz,y) =2 { sin(:yy/Q) cos(z/2) , y<z< ?7JT

Entonces la diferenciacién de la funcién
y(zr) = /Tf G(z,t)f(t) dt = 2cos(x/2) /$ sin(t/2) f(t) dt + 2sin(x/2) /7r cos(t/2)f(t)dt
0 0 T

muestra que esta es efectivamente la solucién de la ODE dada.
Por otro lado, usando la conocida relacién trigonométrica sin(a) cos(f) = (sin(a — 5) +
sin(a + 3))/2 y teniendo en cuenta que el seno es impar

Gz, y) = sin((z +y)/2) —sin(|z —y|/2) .
Ahora |z| = 2 sgn(z) donde la funcién signo estd definida por

1 , six >0
sgn(:v) = -1 six <0

I

y se tiene
sgn(z) = H(x) — H(—x) =2H(z) — 1



donde H es la funcién de Heaviside. De modo que la derivada distribucional de sgn es,
usando la regla de la cadena,

sgn/(z) = 2H'(z) = 200(z) .

Usando esto tenemos

alxa—;yl = sgn(z —y) + 2(z — y)do(r —y) = sgn(z —y) .

Entonces
G'(x,y) = 27" cos(z +y)/2) — 27" cos(|z — y|/2)sgn(z —y) ,
G"(z,y) = =47 sin(z +y)/2) + 47 sin(|z — y|/2)(sgn(z — y))?* — cos(|z — y[/2)d,(2)
= —47 sin(z +y)/2) + 47 sin(|z — y[/2) = 6, () = —G(z,y)/4+0,() ;

lo que completa la verificacion directa.



