Métodos Matematicos de la Fisica 11

Solucién® del Problema 3, Guia 1

Problema 3: Sea p una funcién real diferenciable sobre los reales. Muestre que la ecuacion
w = p(u)ug , t>0,

tiene una solucién de la forma u(z,t) = f(z + p(u(x,t))t) donde f es real y diferenciable sobre
los reales y cumple cierta condiciéon. Use esto para determinar soluciones de las ecuaciones

a) u; = kug, k constante;
b) u; = uuy;
c) u; = usin(u)u,.

. Que condicion puede agregarse para determinar a f7

Ante todo es notable la confusiéon que gener6 este problema. Lo que se pretende es dar una
idea de la amplitud de métodos y ideas que se deben emplear para obtener informacién sobre
soluciones de EDs. La idea es leer el problema como una receta para construir soluciones de la
ec. diferencial.

Apelamos al Teorema de la Funcién Implicita multidimensional. La relacion

u=f(z+p(u)t) (1)

define implicitamente una funcién « de (z,t) en un entorno de un punto (x,,,, u,) en el cual
se cumple (1) si la derivada de esta expresién respecto de u no se anula en ese punto, o sea:

L# f'(@o + pluo)to)top (o) - (2)
En tal caso, se tiene en ese entorno las derivadas parciales

w @t pt) plu)
"= fla e+ plupt)ip(u)
W Satpl)
Tl fila+p(u)t)tp (u)

de modo que efectivamente u; = p(u)u, y u es solucién de la EDP.

Supongase que se tiene dado el “valor inicial” u(z,0) = ¢(x) para x en un abierto A C R donde
p es diferenciable. Cualquiera sea = € A, los puntos (z,0, f(x)) cumplen con (1). Ademas, la
condicién (2) se cumple trivialmente (o = 0) en estos mismos puntos. Por lo tanto, hay una
solucién (localmente en las inmediaciones de los puntos {(z,0) : « € A}) del problema de
“valores iniciales”

U = p(u)ux ) u(x,O) = SO(I) , TEA,

para t lo suficientemente chico (cuan chico puede depender del x). |Y este resultado de existen-
cia de solucién local del problema de “valores iniciales” vale cualquiera sea la funcién p!

Veamos ahora lo que propone el planteo del ejercicio.

LG.A. Raggio



a) Con p(u) = k la condicién (2) se cumple pues p’ = 0. Entonces u = f(z + kt) es solucién
—lo que se puede verificar directamente haciendo las derivadas parciales. En este caso se
puede ver por un método directo? que esta es la solucién general: toda solucién de la ec.
diferencial es de la forma u(x,t) = f(z + kt) con f diferenciable.

b) Con p(u) = u se tiene p'(u) = 1 de modo que (2) es f'(x + ut)t # 1. Probemos algunas
funciones f:

» f(z) = ¢ con ¢ constante. Se cumple la condicién trivialmente y u = ¢ es efectiva-
mente una solucion.

» f(x) = ax + b con a,b constantes no ambas nulas; entonces la condicién es t # 1/a
en cuyo caso u = a(x + ut) implica u(x,t) = (ax + b)/(1 — at) que es solucién
(verficar) si t # a. Esta solucién resuelve el problema de “valor inicial” u; = uu,,
u(z,0) = ax + b; vemos que deja de existir en ¢ = 1/a. La geometria es muy simple:
a partir de la recta inicial ax + b la evolucién (a > 0 y t > 0) es una recta donde
va cambiando tanto la pendiente a/(1 — at) como la ordenada al origen b/(1 — at).
Al “tiempo” t = 1/a la derivada parcial respecto de z deja de existir (la recta tiene
pendiente infinita).

» f(x) = 2?; entonces la condicién es
2(x +ut)t # 1.

Escribiendo (1)

(z+ut)? =u
obtenemos la funcion
1 T 1
+ _

siempre que t # 0y zt < 1/4. Insertando estas funciones en la condicién obtenemos
que 1 — 4xt # 0. Por lo tanto, u®(z,t) son ambas soluciones de la ec. diferencial
u; = uu, siempre que xt < 1/4 y t # 0. Esto se puede verificar haciendo las
derivadas parciales necesarias.

Consideremos t > 0. Las soluciones u™ estan definidas siempre que x < 1/4t. Observe
que

lm vt (2. t) =
JMm w=(z, 1)

22 | parau ytodox € R
+oo , parau’ ytodozr eR

Por lo tanto,la funcién v~ definida para ¢ > 0 en el sector S; := {(z,t): t >0, = <
zp(t) := 1/4t} € R?* y por u(z,0) := 2 para t = 0, es solucién del problema de
“valor incial”

uy = uu, en Sy, u(x,0) =27 .

Notese que esta solucién desarrolla un frente x/(t) = 1/4t de modo que deja de
estar definida para x > x(¢). Esta solucién ;jpuede o no extenderse a x > x,(t)? La
respuesta amerita una investigacién que no he hecho y desconozco la respuesta.

En la figura 1, se grafica u~ como funcién de x para valores de t que crecen sucesi-
vamente.

2F1 caso k = 1 se desarroll6 en clase.



Figura 1: u=(z,t) con valores crecientes de t a partir de ¢ = 0. Todas las curvas exceptuando
aquella para t = 0 (u™(z,0) = 2?) terminan en x;(t) = x,(t) = 1/4¢.

» Con f(x) =1/z la condicién es —t # (z + ut)? y la ec. que determina u(x,t) es
WCt+ur—1=0;

de modo que
1
ut(x,t) = —2% + Q_tva + 4t

siempre que 22 + 4t > 0 nos da solucién si se cumple la condicién. Esto impone a su
vez, que x # 0 # t.
Analizamos la situacién para t > 0 en cuyo caso z? + 4t > 0 para todo x. Tenemos

lim w*(z,t) =
t—0t

+oo , <0 (resp. x >0)
1/, x>0 (resp. z <0)

De modo que la funcién

1/x , parat=0yax#0
uw(z,t) =< ut(z,t) , parat>0yz>0
u (xz,t) , parat>0yx <0

es solucion del problema de “valor inicial” w; = wu, para  # 0y t > 0 con
u(x,0) = 1/z. Observe que tanto u™ es solucién de la ED para x < 0 asi como u~
es solucién de la ED para x > 0 (siempre para ¢ > 0) pero no son estas soluciones
del problema de valor inicial planteado.

En la figura 2 se grafica la soluciéon u del problema de valores inciales para x > 0
con u(x,0) = 1/x.

Creo que queda claro que el procedimiento produce soluciones y que estas deben redis-
cutirse a la luz de las condiciones subsidiarias a la ED propiamente dicha. Ademaés se
ejemplifica como estas soluciones tienen ciertas propiedades peculiares (debidas ellas a la
no-linealidad de la ED, a singularidades de la condicién, o a ambas causas).



Figura 2: u~(x,t) con valores crecientes de t a partir de ¢ = 0.

c) Con p(u) = usin(u), tenemos p'(u) = sin(u) + wcos(u). Y la condicién es
tlucos(u) + sin(u)]f'(z + ut sin(u)) # 1.

Es generalemente imposible no sélo obtener una férmula explicita para u(z,t) a partir de
(1) sino también chequear la condicién.



