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Métodos Matematicos de la Fisica II

Gufa N° 4 (05/05/16)

Problema 1: Resuelva la ecuacion de Laplace dentro de una region rectangular 0 < x < L,0 <
y < H, con las siguientes condiciones de borde:

a) u(0,y) = sin(2Y), u(L,y) =0, u(z,0) =0, u(z, H) =0

b) %(O,y) =0, u(L,y) = 2y, u(z,0) =0, u(z,H) =0

Problema 2: Encuentre la solucién acotada de la ecuacién Au = 0 en el exterior de un disco
de radio a sujeto a las condiciones de borde u(a, ) = In2 + 4 cos(36).

Problema 3: Encuentre aquella soluciéon de la ecuacién de Laplace en el interior del disco
unitario de radio r = 1 que tenga valores en la frontera dados por

Vo 0<op<m
0, m<o¢<2rm

f(1,¢)={

donde Vj es una constante.

Problema 4: Un cilindro recto sélido semi-infinito de radio ¢ mantiene su superficie curva a
0°C' y su base a una temperatura de Tp. Encuentre la distribucién de temperatura en el cilindro
en el estado estacionario.

Problema 5: Considere una esfera metalica de radio unitario, con una condicién de frontera:

U(1,0) = Uy 0<0<m/2
’ 0, w/2<f<n’

donde Uy es una constante. Podemos dar a este problema, las siguientes interpretaciones (entre
otras), para las cuales nos interesa conocer su solucion:

a) Suponga que la esfera es sélida y la condicién de frontera representa una distribucién de
temperatura. Determine el estado estacionario.

b) Suponga que la esfera es hueca y la condicién de frontera representa una distribucién de
potencial electrostatico. Encuentre el valor del potencial dentro y fuera de la esfera. En
particular, determine el valor de la solucién en el ecuador de la esfera (6 = 7/2).

Problema 6: Una esfera conductora, descargada de radio a se encuentra dentro de un campo
electrostatico uniforme de magnitud E. La esfera se sitiia en el origen de un sistema coordenado.
El campo eléctrico uniforme, orientado segin la direccién del eje polar, genera un potencial
electrostatico: u = —Ez, donde se toma arbitrariamente u(z = 0) = 0. Muestre que la esfera se
comporta como un dipolo eléctrico.

Problema 7: Determine las armoénicas radiales no constantes en d dimensiones.

Problema 8: Considere el problema de valores iniciales para la solucién u de la ecuacién de
ondas en 3 dimensiones espaciales (¢ =1) con u(2,0) =0y



1, sz <1
M%m_{o, si |z| > 1

Muestre que u depende de solamente de |x| y grafique el perfil radial para tiempos tipicos. Por
ejemplo: t = 0, 1/10, 2/10, 1/2, 1, 11/10, 3/2, 2, 3. ;Cémo se comporta el perfil asintéticamente
para t — oo?

Problema 9: Para un campo escalar ¢ definido en R? sea

— 1
7/)(7”) T ‘ST| s,

el promedio de 1 en la esfera de radio r > 0 alrededor de 0. Aqui |S,| es el volumen ((d — 1)-
dimensional) de la esfera de radio r > 0 dada por

Y(x)dx, r >0,

27Td/27‘d_1

5= Ty

Verifique que (0) :=lim,_,o 1 (r) = 1(0).

Verifique que o
dv) 1 / 1
- = Vy) -ndx = Ay de,
dr 1Sy S’r( ) 5r| JB,

donde n = x/|x| es la normal exterior a S; en © € S1 y B, = {x € R?: |z| < 7} es la bola de
radio r alrededor de 0.

Muestre que Ay = Ay para d = 1, 2, 3. ;Puede demostrar esto en dimensién d arbitraria?

. . 27
Sugerencia: Determine %.

Problema 10:

a) Repita los calculos realizados en clase para dimensiones mayores o iguales a 3 en el caso
bi-dimensional para obtener la férmula

ww) = 5 [ [utw) gz o) = 5w (i~ w) | as

vélida para una funcién arménica u en un abierto acotado D C R? de borde suave 0D.
0/0n denota la derivada direccional en la direccién normal exterior a D a lo largo de 9D:
(0f /on)(x) = (Vf)(x) - n(x); ds denota el elemento de linea a lo largo de dD.

b) Determine la funcién de Green para el disco D = {& € R? : |x| < 1} con condicién de
Dirichlet y recupere asi la férmula integral de Poisson.

Sugerencia: tenga en cuenta los resultados del problema anterior. Muestre que si f es continua
sobre D entonces para a € D

3 1
m ————
r—0t |Br(a)] /B, (a)

f(x)dz = f(a) .

Recuerde que lim,_,g+ 2% In(z) = 0 cualquiera sea a > 0.

Problema 11: Determine la funcién de Green para el semi-espacio {x € R? : axy +bxs +crs >
0} determinado por a,b, y c.



