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Primer parcial (28/04/16)

Problema 1: Considere una cuerda homogénea de longitud L con un extremo fijo y el otro

libre

(desliza sin roce sobre un eje). Si la cuerda en reposo sujeta en p, tal como lo indica la

figura, se libera en un dado instante,

a) Escribir las condiciones iniciales y de borde del problema.

b) Determine las oscilaciones de la cuerda para todo ¢ > 0.

c) Determine los valores del pardmetro d tal que en la evolucién temporal resultante no se
encuentre el quinto modo de oscilaciéon. Muestre que no es posible eliminar el modo fundamental.

fijo L libre

Solucion:

a)

b)

El problema es para una funcién u de variables x € [0, L] y t € [0, 00) para la cual

Ut = CQUQU;B (1)
u(0,t) =0, t>0 (2)
ug(L,t) =0, t>0 (3)
w(z,0) = Ygn(z), w(z,0)=0, 0<z<L. (4)
La funcién 14, es la de la figura:
[ hx/d , si0<z<d
¢d’h(x)_{h , sid<z<L

Observe que 14 “cumple” con las condiciones de borde (aunque no es diferenciable en
r =d).

Es muy pero muy razonable intentar la solucién via el método de variables separadas.
O sea: buscar todas las soluciones en variables separadas de (1-3) [ya que (2) y (3) son
condiciones homogeneas] y plantear la solucién del problema de Cauchy como combinacién
lineal (infinita) de estas soluciones especiales. Manos a la obra:

Con u(z,t) = X(z)T'(t) obtenemos de (1) que XT" = 2T X" y luego sendos problemas
de autovalores
X" =)\X, X(0)=X'(L)=0, (5)



T" = \2T . (6)
Con la técnica usual (ver el Problema 2)
h
N _fo (X'(x))? dx
Jy' (X ()2 da

de modo que A\ < 0. Pero A = 0 implica que X = const. y por (2) X = 0. De modo que
A < 0y entonces (EDO de segundo orden con coef. constantes) X es combinacion lineal
real de las funciones cos(y/|A|x v sin(y/|\|x). De (2) obtenemos X (x) = sin(y/|\|x) y de
(3) que cos(y/|M[L) = 0 lo que equivale a A\ = —pu2,

pn = 2n+1)w/2L, neN.

Con estos valores de A se obtiene la solucién de (6) a T),(t) = a,, cos(wpt) + by, sin(wy,t) con
W, := Cfiyn. Las soluciones de (1-3) en variables separadas son

un(z,t) = sin(pupx)[a, cos(wyt) + by sin(w,t)], n €N,

siendo a,, y b, constantes reales arbitrarias.

Ahora

u:g U

es formalemente una solucién de (1-3). Para obtener (4):
Yan(x) =u(z,0) Z ap sin(pupz) , 0=u(z,0) = anbn sin(pnx) ,
neN neN

que son ambos desarrollos en términos del sistema de funciones linealmente independiente
y completo {[0, L] 5 z — sin(unz) : n € N}. La ortogonalidad

L L
/ sin(ppx) sin(pme) de = —pm
0 2
nos da
9 L
b,=0, an:L/ Yap(x)sin(ppr)de , neN.
0
Calculo
2 /h d L
anp = — / xsin(ppx) dr +h/ sin(pnx) dx
L\dJ, d
d 1 d L
:h< x cos(punT) /cos 1) dx_cos(unx) >
L pnd und 0 [
h [ cos(upd) sm(un ) cos(finx) 2h
i = nd) .
Entonces

2h sin(pnd)
Ld w2

neN n
_ 8hL sin((2n + 1)7d/L)
 dn? = (2n +1)2

u(x,t) = sin(pnx) cos(wnt)

sin((2n + 1)mz/L) cos((2n + 1)met/L) .

Dado que la serie ), - n~2 es convergente, el criterio de Weierstrass garantiza que nuestra
serie para u converge uniformemente en [0, L] x [0, 00).



¢) Los modos de esta cuerda son las soluciones en variables separadas, o sea u, con n € N, y
tienen frecuencia angular w, que crece con n. La condicién para que el modo de frecuencia
wp no aparezca en el desarrollo de la solucion u es que a, = 0; o, equivalentemente,
sin(p,d) = 0. Por lo tanto, para que la contribucién de este modo se anule, es preciso que
d sea un nodo (no trivial, i.e. distinto de 0) del modo. Estos nodos estdn caracterizados
por

mn = ppd = (2n+ 1)7d/(2L), paraalginmeN, 0<d< L.

Esto equivale a

2m
0<d/L=—=—=<<1 ara algin m € N .
/b= Gpypy <1 paraale
Los nodos no triviales del modo de frecuencia w,, son entonces los puntos
2m

— L, m=1,2,---,n

(2n + 1) 9 ) ) 9
si n > 1 mientras que el modo fundamental de frecuencia wg = 57 no tiene nodos no

triviales. El quinto modo corresponde a la frecuencia wy y los nodos no triviales correspon-
dientes son cuatro: 2L/9, 4L/9, 2L/3, y 8L /9. Si d toma alguno de estos cuatro valores el
quinto modo no contribuye a la solucién (y viceversa).

. I . I . I
0 0,2 04 0,6 0,8 1

Figura 1: Los modos con n = 0 (fundamental), n =1y n = 4.

Problema 2: Nos interesan las soluciones estacionarias de la ec. de calor en un tubo cilindrico
recto de altura h y radio a inmerso en un medio con el cual no hay intercambio de energia, lo
que se modela con las condiciones de borde de Neumann (en coordenadas cilindricas (r, ¢, z),



0<r<a,peR,0<2z<h): para todo ¢ se tiene
up(a,p,2) =0,0<z<h,yuy,(r,e0) =uy(r,p,h) =0, 0<r<a.

Determine las soluciones estacionarias en variables separadas que tengan simetria axial.

Informacién: La ecuacién de Bessel modificada de orden cero es 22y” + zy' — 2%y = 0 para

una funcién compleja y de una variable compleja z # 0. Esta ecuacién diferencial admite dos
soluciones linealmente independientes I, y K, que tienen el siguiente comportamiento asintético
para x — 07:

I(z) <1, Ko(z)=<—In(z).

La funcién 0 < z — I, y su derivada son positivas y estrictamente crecientes.

Solucion: Claramente © = const. es solucién estacionaria de la ec. de calor u; = kAw con las
condiciones de borde de Neumann especificadas. ;jHay otras? ;Hay otras con simetria axial (o
sea: no dependen del dngulo azimutal ¢)? ;Hay otras con simetria axialque separen en las coor-
denadas cilindricas naturales especificadas?

Buscamos entonces u(r,z) = X(r)Z(z) con (1) X'(a)Z(2) = 0,0 < z < h; (2) X(r)Z'(0) =
X(r)Z'(h),0<r <a; (3) Au=0.De (3) (Z(X" +r71X') + XZ" =0 y luego
72'=XZ, X' +r7' X'+ XX =0,
donde X es constante real. El problema queda reducido al problema de autovalores
Z"=XzZ, Z'(0)=Z'(h)=0;

y ala EDO
X" +rX '+ A*X =0, X'(0)=0.

Con el modus operandi usual (multiplicacién de la ec. de autovalores por Z e integrando sobre
[0, h] usando la condicién de borde) obtenemos

Jo(Z'(2))? dz

S (Z(2))? dz

de modo que A\ = 0 y Z' = const. o bien A < 0. Luego, resolviendo la EDO, obtenemos la
siguiente solucién al problema de autovalores

A=\, = -—n?7?/h?, neN, Z,(z) = cos(nmz/h) .
La EDO para la funcién X es entonces
X" +rX' — (nmr/h)?’X =0, neN.

Para n = 0 (EDO de Euler) obtenemos X,(r) = a como tnica solucién regular (la otra solucién
In(r) es singular en 0); mientras que si n > 0, la transformacién de variables { := nwr/h,
Y (&) := X(h&/(nm)) nos entrega la EDO de Bessel modificada de orden cero

62}/// _|_ €Y/ _ EQY — 0 .

La informacién provista nos permite afirmar que la solucién es Y (§) = I,(§) o sea X(r) =
I,(nmr/h) ya que la funcién K, es singular en el 0. Pero entonces

X'(r) = (nw/R)I(n7r/h) ,



y por ende, X’(a) no se anula ya que 0 < z +— I’ (x) es positiva luego I/ no tiene ceros positivos!.

Esto muestra que una solucién estacionaria axialmente simétrica y que separe en coordenadas
cilindricas es necesariamente constante.

Problema 3: Considere la ec. de difusién en V' C R3 que es acotado y de borde suave con
la condicién mixta u + «(Vu) - m = 0 para todo ¢ > 0 en 9V donde « es una funcién no-
negativa definida en OV y n es la normal unitaria exterior a V' en 0V. Muestre que la funcién
0<t— fv u?dv es no-creciente y deduzca un resultado de unicidad para la solucién de esta ec.
de difusion si se le agrega una fuente.

Informacion: La primera identidad de Green dice que

/V[g(w)(Af)(w)Jr((Vg)'(Vf))(w)] dw:/ 9(@)(Vf)(z) - do

ov

para campos escalares f y ¢ los suficientemente diferenciables.

Solucion: Con

donde u es solucién de la ec. de difusién u; = kAwu, k > 0, y cumple con la condicién de borde
mixta

u=—a(Vu) -n, (7)

en JV; tenemos

y Oou?
= | —dx= uug de = ulAu
E'(t) de =2 dx =2k Audx
v ot v %

= —2k/v(vu)2dx +2k/8vu(Vu)-nda— —2k (/V(Vu)Qd:U—i-/avoz[(Vu)-n]2d0>

donde hemos usado la primera identidad de Green y la condicién (7) en V. Claramente E’(t) < 0
y por ende 0 < ¢t +— E(t) es no-creciente. Deducimos entonces

OgE(t)gE(O):/u(m,O)Qdm, £50,
1%

yva que en virtud de la definciéon de E estd magnitud es no-negativa.

Supongase que u; y uo son soluciones de le ec. de difusion vy = kAwu + f con condicién inicial
u(x,0) = ¢(x), ¢ € V, y la misma condicién de borde (7), donde f es una fuente que es funcién
de (x,t) € V x (0,00). Entonces u := u; — ug es solucién de la ec. de difusién (sin fuente,
homogenea) con u(x,0) = 0 y cumple con (7); por lo tanto

0<E() <E(0)= / u(z,0)%de =0
\%

con lo cual E = 0. Entonces u? = 0 de modo que u; = us.

11/(0) = 0 es posible y, de hecho es cierto.



