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1. 8/03/16 - Introduccién

Aspectos formales, organizativos, etc.

. Que es una ec. diferencial en derivadas parciales (ED)? Soluciones clésicas. Orden de una
ED. EDs lineales. Notacion uz, := aa%gy.

Cuatro ejemplos; solucién y caracteristicas de esta solucién: 1) ug, = 0; 2) ugy +u = 0;
3) Uzy = 0; ¥y 4) up — uy = ku.

Condiciones subsidiarias; unicidad. Inestabilidad de las ED respecto a “pequenos” cambios.
Requerimientos:

a) Derivadas parciales; Regla de la Cadena; Jacobiano

b) Gradiente y derivadas direccionales.

¢) Teorfa de integracién multidimensional. Teoremas de Gauss, Green, Stokes.
d) Derivadas de integrales que dependen de pardmetros.

e) Series infinitas y su manejo.

f) Todo el material de Métodos Matemdticos de la Fisica I (2015); en especial ecuacio-
nes diferenciales ordinarias.

2. 10/03/16 - Ecuacién de calor/difusién

Sobre la derivacion de las ec. de calor o de difusién
up =V - (kVu) + f

con fuente f. Caso en el cual k es constante y sin fuente: u; = kAu.

Caso de una sola dimension espacial:

Los problemas que surgen son generalmente encontrar solucién (o soluciones) de la ED
uy = kug, con alguna condicién subsidiaria como una condicién “inicial” u(z,0) = ¢(x)
con dada funcién ¢ y, ademés, una condicién de borde (o asintética) espacial.

M¢étodo de separacion de variables. Se buscan soluciones muy especiales donde las variables
factorizan (se separan) u(z,t) = X (z)T(t) con funciones reales X y T de una sola variable.

La ED es entonces
X =kTX".



Descartando inmediatamente el caso trivial de X = 0 (que es porsupuesto solucién y es
separable), hay z, con X (z,) # 0. Evaluando la ED en z, y dividiendo por X (x,) obtienese

T =kaT, a:=X"(x,)/X(z,) .
Esta EDO de primer orden separable tiene a
To(t) = cekt

como solucién general siendo ¢ una constante. Entonces, T'(t) # 0 para cualquier ¢ y por
ende volviendo a la ED
X"=aX;

Esta EDO de segundo orden tiene las sig. soluciones

bow + ao y sia=0
Xa(x) =13 aqcos(y/|a|z) + by sin(/|alz) , sta<0 ,
aq cosh(y/az) + by sinh(y/azx) , sia>0

donde siempre tanto a, como b, son constantes arbitrarias reales. Por lo tanto
Ug(z,t) = X (2), aeR

son todas las soluciones en variables separadas de la ED.
Como la ED es lineal la suma finita

N
UZE uak7 a17a27”'aN€R7
k=1
también es solucién. Mas atin una serie infinita (apropiadamente convergente)
oo
U= E Uay » {o: k=1,2,---}CR,
k=1

es solucién. Incluso

u = /Rp(a)ua do

tiene grandes posibilidades de ser solucién si la funciéon a — p(a) es lo suficientemente
bien comportada para que la funcién u pueda derivarse bajo la integral. jTenemos entonces
una enorme cantidad de soluciones! La pregunta es si este universo de soluciones puede
acomodar las condiciones subsidiarias (iniciales, de borde, etc.).

Ejemplo concreto: un barra de largo L cuyos extremos son mantenidos a temperatura
constante e igual a 0.

up =kugy , 0<z <L & wu(0,t)=u(L,t) =0, paratodot>0. (1)

Buscamos aquellas soluciones en variables separadas que cumplan con la condicién de
borde. El andlisis inmediato (y hecho en clase) muestra que no hay tales soluciones si
a > 0. Para a < 0 el andlisis (hecho en clase) muestra que si (y sélo si)

n?n?

Oz:an:—?, neNconn>1

entonces . )
un(z,t) = e ™ R/ gin(nrx /L)



es solucién separable de la ED que cumple con la condicién de borde.
Esto conviene verlo desde un punto de vista mas abstracto. El Ansatz u(x,t) = X (x)T'(t)
con u(0,t) = u(L,t) = 0 conduce inmediatamente al problema (de Sturm-Liouville)

X"=aX, X(0)=X(L)=0.

Multiplicacién de la EDO por X e integracién sobre el intervalo [0, L] nos da

a/ XQdasz/ X”:cdx:X'X|oL—/ (X’)dez—/ (X')? do .

De modo que « es necesariamente menor que cero si X # 0. Como el operador X — X"
actuando sobre funciones que se anulan en los extremos es auto-adjunto (verifiquelo) res-
pecto del producto escalar natural, los autovalores —que como vimos son negativos— son
simples y las autofunciones a autovalores -distintos son ortogonales y, ademds, forman una
base ortogonal del espacio L? correspondiente.

Volviendo al problema, u = > ° | apuy, serd solucién del problema de contorno (1) si po-

demos intercambiar derivadas con la suma (e.g., si la serie es uniformemente convergente).
Por ende, si nos dan ademads una condicién inicial

u(z,0) =p(x), 0<zx <L,

v ¢ admite un desarrollo como serie de Fourier

00 L
u = Zanun , ap = (2/L)/ o(z) sin(nmx/L) dz
n=1 0
es la solucién del problema. Observese que si

o(z) = Z ap sin(nmwz/L)

n>1

es absolutamente convergente entonces

u(zx,t) = Z ane TR/ L sin(nmx /L)

n>1

también lo es para t > 0 ya que las exponenciales que intervienen son todas < 1 cuando
t>0.

3. 15/03/16 - Transformacién de Laplace y aplicaciones a la
ec. de difusién

Ver Notas Transformacion de Laplace y primeras aplicaciones en la w-pagina.

4. 17/03/16 - Transformacién de Laplace y aplicaciones a la
ec. de difusién

Ver Notas Transformacion de Laplace y primeras aplicaciones en la w-pagina.



5. 22/03/16 - Transformacién de Fourier y aplicaciones a la
ec. de difusién

Transformada de Fourier de una funcién f a valores reales o complejos de una variable
real es la funcién de una variable real f definida por

F(k) 12\/12—%/Re“”f(:1:)dm, keR.

Esta es la férmula que usaremos aunque no siempre es la mas adaptada en cuanto a la
distribucién de signos y de factores 2w que es siempre convencial. Cuando se usan tablas
de transformacién de Fourier, siempre cerciorarse de cual es la convencién usada.

La propiedad crucial para el uso de esta transformacion en ec. diferenciales es:

—

(f")(k) = - - - integracién por partes --- = [contribuciones de +oo] + zk/ e~ f(2) dx
R

que cuando se tiene que lim,|_,, f(z) = 0, produce

Luego, en general

(f0) =ik f
si las derivadas de orden 1,2,--- ,n — 1 decaen todas cuando |z| — co.
Generalizacién a d variables reales (en R9):

) = 2m) 2 [ exp(-ik ) fe)de

R4

. d. _ d o .
donde - denota el producto escalar canénico en R%: y-v =) j=1Y;jvj- Entonces, bajo las
condiciones de decaimiento pertinentes

~

(gasamee o ) J0) = RS 3 k)

aq a2 Qg
0z 0xy? - - - O

para a1, a9, ,aq € Ncon oy +ag + -+ + ag = m.

Si f es de médulo integrable, o sea [pq | f(2)| dz es finito, entonces f est4 bien definida, es

continua y acotada, y limg|_, f(k) = 0. Si ademéds f es de médulo cuadrado integrable, o

sea [pa|f(x)|? dx es finito, entonces f es de médulo cuadrado integrable y vale la férmula
de inversiéon

f(@) = (2m)~ /2 / e F(k) dk

R4
Si denotamos la transformacién de Fourier alternativamente con F, Ff := fA‘, tendremos
f@) = (F(F)(-=) .

Introduciendo la inversiéon P por

(Pf)(x) := f(—),

podemos escribir PFF = id donde idf = f es la identidad. Se verifica inmediatamente
que PP =P?2=idy que PF = FP demodo que F2=FF =Py F ' =FP="PF.



6. 29/03/16 - Principio Extremal para la ec. de difusién y
consecuencias. Simetrias.

7. 31/03/16 - Comentarios (finales) sobre la ec. de difusién.

Resultado de D. Widder.
Funciones de Green y férmula de convolucién para la ec. de difusién en R

Espacio vectorial con distancia. Operadores lineales y su continuidad. Derivada de una
familia mono-paramétrica de vectores. La ec. diferencial de primer orden lineal en el espacio
vectorial; solucién (la exponencial de un operador lineal continuo).

8. 05/04/16 - Ecuacién de ondas

La ec. de ondas para desplazamientos (verticales) de una cuerda.

Ec. de ondas en muchas dimensiones espaciales (R?). Invariancia ante la transformacién
(x,t) — (—x, —t).

Solucién del caso d = 1 mediante transf. de variables £ := = + ct, n := x — ct. u(x,t) =
f(x+ct) + g(x — ct) donde f y g son funciones C2. Especificacién de f y de g cuando se
dan datos iniciales u(x,0) = ¢(z), ui(z,0) = ¢(x); férmula de d’Alembert

plx+ect)+elx—ct) 1 /”3+Ct
+ _
2 2c J,
Interpretacién de esta férmula. Posibilidad de considerarla como “solucién” no clésica de
la ec. de ondas cuando ¢ o 9 no son diferenciables en finitos puntos.

Ejemplo: v =0y
(2) = 0 , x> a
A= 1- lz|/a , |z|<a

Las caracteristicas y la propagacién de u(z,,t,) para t > t,.

u(z,t) =

P(s)ds .

—ct

Persistencia en el tiempo de la contribucién de la velocidad inicial. Si % tiene soporte
compacto K, dado = hay ¢t > 0 lo suficientemente grande para que K C (x — ct,z + ct) de

modo que o
/xct P(s)ds —/Kw(s) ds = /OO P(s)ds;

a partir de ese tiempo la contribucién de la velocidad al valor de u en = es constante (e
independiente de x). Imposibilidad de senales limpias cuando 1 no se anula.

9. 17/04/16

FALTA

10. 12/04/16

FALTA



11. 14/04/16

FALTA

12.  19/04/16 - Ecuaciéon de ondas en 2 y 3 dimensiones
espaciales

Formula de Poisson-Kirchhoff para ondas en 3 dimensiones espaciales. Sea u solucién de
Ut = A ) u(w,()) = gO(iC) ) ut(w,O) = 77/}($ . (2)

Puesto que tenemos una férmula para la solucion radial de la ec. de ondas en 3 dimen-
siones espaciales, se sugiere estudiar promedios de u en esferas de radio r y, como estos
promedios son “radiales” resolver la ec. de ondas para estos promedios.

Para una funcién f definida en R3, sea

— 1
flr) = 2 /Sr(o) f(x)dz

! f(rcos(p) sin(), rsin(y) sin(f), r cos(d)) sin() db dp

B E S51(0)

el promedio de f sobre la esfera de radio r > 0 alrededor de 0 denotada S, (0). Suponga
dada la solucién u del problema de Cauchy (2). Permutando la derivacién temporal con

la toma del promedio .
(ﬁ)tt = (utt) = CQAU .

Se puede demostrar que la toma del promedio conmuta con el Laplaciano, i.e.,
Af=Af;
entonces obtenemos
Uy = AT, a(r,0) =p(r), wW(r,0)=¢(r); (3)

un problema de Cauchy radial para el cual, aplicando la férmula de d’Alembert (unidi-
mensional) a
w(r,t) :=ru(r,t),

ya obtuvimos la solucién

w(r,t) = % [(ct +7r)p(ct + 1)+ (r —ct)p(|r — ct])]
1 r+ct
+on yo(y)dy .
C Jlr—ct|

Observamos que w(0,t) = 0. Para r < ¢t tenemos entonces

r+ct
wlrt) = 3 (et + r)ptet +7) + (r = co)plet = )]+ o [ vl dy

1 r+ct a 1 ct+r
yi(y) dy+8t{/ yp(y) dy} :

2¢ ct—r 2¢c t—r



Ahora,
u(0,t) = lim u(r,t) = lim w(r,t) —w(0,t)

r—0 r—0 r

= wr(oa t) ;

el calculo de la derivada radial de w es inmediato

wy(r,t) = 2% [(r+ ct)p(r + ct) + (ct — r)p(ct — 1))

—1—210; (ct+r)@(ct+7)+ (ct —r)p(ct —r)} .

De modo que 5
u(0,£) = wr(0,1) = £5(et) + - {#(et)}

Con la definicién del promedio obtenemos la formula llamada de Kirchhoff —pero debida
a Poisson—

1 0 1
w0.0 = o [ v+ g { i o so(y)dy}

que nos da el valor de la amplitud u en el origen a tiempo ¢ > 0. Si se quiere obtener a
u(x,t) basta considerar la funcién ¢(y,t) := u(y + @,t) que es solucién de (2) pero con
condicién inicial g(y,0) = o(y + ) y g:(y) = ¥(y + x); entonces aplicando la férmula de
Kirchhoff a g tenemos

1 o 1
Inc2t /Set(o) Uy +x)dy + o {47r02t /Sct(o) ey + w)dy} ;

Pero la transformacion de variable y = p —  entrega

u(x,t) = g(0,t) =

Y€ Su(0) < |p—x|=ct < p < Su(x)

de modo que

1 0 1
u(x,t) = Anc2t /GCt(m)¢(y)dy+ ot {4770275/50493) go(y)dy} .

Si estudiamos la ec. de ondas (2) en dos dimensiones espaciales podemos definir la funcién
¢ de (z,t) € R? x [0,00) por

C(w1, 22, 73,1) := u(w1, T2, 1)
Entonces
gtt = C2A< ) ((m,O) = U(SUl,ZEQ,O) = 90(1‘171‘2) ) Ct(a:,O) = Ut(ﬂfl,I‘Q,O) = 1/)(17171‘2) :

La férmula de (Poisson-) Kirchhoff aplicada a este problema espacialmente tridimensional
nos da

1 0 1
u(z,t) = ((x,0,t) = Trc2t /Sd((%o)) Y(y1,y2)dy + ot {4770275 /sct((m,o)) 90(5617$2)d’y} .

Ahora

Set(x,0) = {(P17p27 z) € R3 : (p1 — 331)2 + (p2 — $2)2 + 22 = c2t2}
={(p,2) eR’: 2= 4/ — (p1 —11)? — (p2 — 72)?}



={(p, Vet —|p—z?): [p—z| < ct} U{(p,—/ 2 — [p—=[?): [p— x| < ct}
={(p, Vv —|p—z|?) : p € Bu(z)} U{(p, /> — [p—z|?) : p € Bu(x)}

El elemento de superficie ambos casos z = ++/c?t? — |p|? es

dy = \/1+[(02/9p1)(p)* + [(92/0p2) (p)|? dp ;

lp — x|? ct
Y \/ +02152—|p—alc|2 P 2t? — |p — xz|?

Por lo tanto, tenemos la formula de integracién general

O sea

f(y)
fly)dy = 2ct/ dy ;
/sct«w,o» ) Bei(x) /22 — |y — x|?

lo que nos entrega la férmula buscada

1 1
u(x, t) = / Y() dy—{—g / e(y) dy b
21C JBy(x) /12 — |y — x|? Ot | 2mc [, (a) /22 — [y — @2

13. 21/04/16 — Ecuaciones de “potencial” (ED elipticas)

Correccion de algunos errores de la clase pasada.

a) Caso unidimensional.

b) Caso bidimensional. Si f es analitica en un abierto D C C entonces Re(f) y Im(f)
son funciones arménicas en D C R2. Si u es arménica en un abierto D C R? y admite
una arménica conjugada v (e.g., si D es simplemente conexo) entonces f := u+iv es
analitica en D C C. Esto abre el camino a tratar problemas de funciones arménicas
en dos dimensiones a problemas de funciones analiticas.

Armonicas radiales en 2 dimensiones: Au =0 <= uy, + u,/r = 0. EDO de Euler
con solucién
u(r)=a+bln(r), r>0.

Pero Au = 0 solo fuera de r = 0. Posibilidad de trabajar Aln(r) como distribucion.

¢) Caso tridimensional.
Armonicas radiales: Au =0 <= uy + 2u,/r = 0. EDO de Euler con solucién

u(r)=a+0b/r, r>0.
Pero Au = 0 solo fuera de r = 0. Posibilidad de trabajar A(1/r) como distribucion.

a)

e) Inestabilidad ante pequenos cambios en las condiciones de borde. Si u es arménica
en el semiplano superior {(z,y) : « € R, y > 0} con u(x,0) = uy(z,0) = 0 se puede
demostrar que u = 0 es la unica solucién. Ahora, si pedimos que u sea armonica
en el mismo semiplano superior pero u(x,0) = 0, uy(x,0) = esin(z/e) entonces la
solucién es

uc(z,y) = € sin(x/€) sinh(y/€) .



Dado cualquier = que no es miltiplo entero de e se tiene que

y > uc(z,y)

crece exponencialmente con y cualquiera sea € > 0. Pequenos cambios en la condicién
de borde tienen grandes consecuencias.

f) Principio extremal
g) Condiciones de borde. V C R? con borde 9V suave.

1) (Dirichlet) w = h en OV donde h es dato.

2) (Neumann) (Vu) -n = h en 0V donde h es dato. Aqui, n denota la normal
(unitaria) hacia afuera de V en el punto € V. Notacién frecuente: (Vu)-n =

Ou/on.
3) (Mixta o de Robin) fu + a(Vu) -n = h en 0V donde h,« y 5 son datos.

14. 26/04/16 - Funciones Armonicas (continuacién)

Principio extremal (débil) para funciones armoénicas (en dominios abiertos, acotados de
borde suave). Consecuencias: unicidad de la solucién al problema de Dirichlet para la ec.
de Laplace.

Propiedad de la media esférica para funciones armonicas:

’u(m):ﬂ(r;m), r>0y By(x)CV

; (4)

donde la media esférica f(r, z) de radio 7 alrededor de € R? de la funcién f es

— 1
f(rix) = S5 5 ()

u(y)dy -

Aqui, |S,| es el volumen de la esfera S, := {x : |x| =r} C R? se tiene |S,| = r¢~1|5y|.
Comentario: La propiedad de la media esférica es caracteristica; si u satisface (4) y es lo
suficientemente diferenciable entonces u es arménica.

Consecuencias:

a) Si u es arménica en R? con im0 u(x) = 0 entonces u = 0.
b) Si V C R? es abierto acotado de borde dV suave entonces

1) El problema de Dirichlet para la ec. de Laplace tiene a lo sumo una solucién.

2) La diferencia de dos soluciones del problema de Neumann para la ec. de Laplace
es constante.

3) El problema de Robin (o mixto) u+ a(du/dn) = 0 en OV donde a(x) > 0 para
x € 0V para la ec. de Laplace tiene a lo sumo una solucién.

Férmula de Poisson para el disco en R2.
Au=0en By i={(z,y) €R?: a®+y> < R?}, uls, = h.
Entonces en coordenadas polares (7, ¢),
R2 . T2 2m h s0/
U(T, SO) = 9 / D) ( ) 7 5 ngl .
m Jo R?*—2Rrcos(p—¢')+r

Derivacién por el método de variables separadas y desarrollo de h en serie de Fourier que
se puede sumar con la férmula de adicién de la serie de potencias.




15. 28/04/16 - Primer parcial

16. 3/05/16 - Representacién de funciones arménicas como
integrales de borde

Agregado de dos comentarios sobre el Principio Extremal para funciones armonicas.
1) La hipétesis de que V C RY sea acotado es necesaria. Ejemplo: V = R?\ B1(0) = {x €
R?: 22 + ¢% > 1}. La funcién u(z,y) = —In(2? + y?) satisface u|gy = 0 pero u(z) > 0
para todo x € V.
2) Hay una versién fuerte del Principio Extremal (que se puede obtener de la propiedad de
la media esférica, la desigualdad de Jensen y la compacidad de V): Si V C R? es abierto
acotado y conexo de borde suave entonces para una arménica u en V' (que es continua en
V) pero no constante

minu < u(x) <mixu, x €V .

ov ov

Partiendo de la primera identidad de Green

/Vngdv: —/V(Vf)~(Vg) dv—l—/avf(ag/an) do

intercambiando f con g y restando se obtiene la segunda identidad de Green:

[ 89— gapyav = [ (s(@9/0m) - g(05 /o)) do
1% oV

El caso particular f =1 da

/V Agdv = /8V(3g/0n) do

Si f es una armonica sobre V' que es conocida, entonces la segunda identidad de Green
expresa a fAg como integral de borde. Tomamos para f las arménicas radiales en R?\ {0}
que ya hemos determinado:

— i71-1 (| |) Sid_—

o | s 2
v\x) = 1 1 i 7 ‘
() {((1_2)|S(¢i)|1,|d — , sid>3 2137'50

Las constantes elegidas son convencionales. |S?| denota el volumen de la esfera {x € R :
|z| = 1} que es 27%2/T'(d/2); en nuestra notacién usual |S?| = |S;(0)| pero ahora se
remarca la dependencia de la dimensién d. Se tiene

|Sr(@)| = r™ 1S, |B(a)| = r?|SY/d
cualquiera sea el vector a del centro.

Dado & € V, consideramos la traslacion de v por &
ve(@) = v(@ - €) = (Tev)(@) , @ #E .
Ya que A conmuta con cualquier traslacién,
Av€ =0 , T 75 E .

Para mitigar la singularidad en & consideramos un p > 0 lo suficientemente chico tal que
B,(&) C V (la bola de radio p alrededor de £ cabe en V' que es abierto) y consideramos

Vo =V A\ By(§)



con borde

oV U S, (&) -
La aplicacién de la segunda identidad de Green da
ou Ovg
vAudv:/ [v —u] do ; 5
/Vp ¢ v, $on on on ( )

y aqui queremos recuperar V haciendo el limite p — 0*. Recordando que el elemento de
volumen en coordenadas radiales es de la forma dv = %! dr dQ observamos que vg es
integrable sobre V' de modo que

lim veAudv :/ veAudv . (6)
\7 v

p—0+

El miembro derecho de (5) tiene dos contribuciones:

ou Ovg ou Ovg ‘

la primera es independiente de p y calculamos el limite de la segunda en lo que sigue.
Para x € S,(£), se tiene n(x) = —(x—§)/py % = —% donde r = |z — £|. Consideramos
d > 3 dejando el caso bi-dimensional para el lector. Ya que

~1 1 %()_ I
(d—2)[S@] =2 op T |91 T (5, (8)]

vg(x) =

obtenemos, sucesivamente,

ou -1 / ou 0> 1
vg— do = —do = Audv
/sp(g) *on (d—2)|Sp=2 Jg,(¢) On d(d —2) |By(&)] /B,

donde usamos el caso particular de la segunda identidad de Green (teniendo en cuenta
que n es la normal interior a B,(§)); y

/ 81}5 do = 1 udo .
s,6) On EAGINZR

Ahora, si f es funcién continua sobre V entonces

R MRCEECR Ay ) AL )

De modo que

Ou P 1 P (Au)(€)
lim vg— do = lim Audv = lim ————=> =0, (7
o0+ Js,¢) - On p—0t d(d —2) [B,(&)| JB,e) p—0+ d(d — 2) (7)
' 8 1
’U —
lim / udo = —u(€) . 8
P07 s, () “on P—>0+ 15p(&)] Js,(¢) (©) ®

Entonces usando (6,7,8) en (5) obtenemos

ov
u(§) = [, ve Audv — [,y {”ﬁgn uaﬂ do |, 9)

lo que expresa el valor de v en un punto arbitrario & € V' en terminos de los valores del
Laplaciano de u en V' y los valores de u y de Ou/9n en el borde 0V de V. Si en lo recién



hecho reemplazamos a vg por G(x, &) := ve(x)+P(x, §) donde la funcién V 5 = — &(x, §)

es armonica para todo € € V y continua en V, obtenemos del mismo modo?

ue) = [ ceo@u@a- [ lawe (5 ) @ - (5 ) @e) a.

Si también se cumple ®(x,§) = —ve(x) para © € OV, o sea G(x,§) = 0 para x € IV,
entonces tenemos

w6~ [ ceo @@t [ ) (5) @ (10)

G es la denominada funcién de Green (del Laplaciano en V') y 0G/0n se denomina el
nucleo de Poisson (para el Laplaciano en V). Si u es solucién del problema de Dirichlet
para la ecuacién de Poisson

Au= fenV con ulgy =h,

entonces (10) es

w6 = [ G i@t [ n@ (5 ) @e i, (1)

Y, vice versa, (11) es solucién del problema de Dirichlet para la ecuacién de Poisson.

El Laplaciano con condiciones de borde homogeneas de Dirichlet, Neumann o Robin es
auto-adjunto (aplicacién de la segunda identidad de Green).

17. 5/05/16 - Funciones de Green I

Dos métodos para obtener funciones de Green. El directo via solucién del problema A® = 0
en V con ®|gy = —vg que admite a lo sumo una sola solucién. El método distribucional
que plantea que

AG(,x) =64, G(,x)|lsv =0.

18. 10/05/16 - Distribuciones

19. 12/05/16 — Funciones de Green II y Laplaciano

Funcién de Green para el Laplaciano con condicién de Dirichlet. Construccién y propie-
dades.

Funciones de Green para la ec. de ondas.
Funciones de Riemann para la ec. de ondas.

Funciones armonicas en variables separadas; coordenadas cartesianas y polares en d = 2;
coordenadas cartesianas y cilindicas en d = 3.

1

lim [®(Ou/On) — u(0P/On)]do = — lim PAudv =0.
p—0t S, (&) p—0t B, (&)



20. 17/05/16 —

21. 19/05/16 — Clasificacion de ec. diferenciales de segundo
orden. Carcateristicas. Formas canonicas.

22. 24/05/16 — Caracteristicas para ec. hiperbdlicas y pa-
rabdlicas

23. 31/05/16 — Elementos de la teoria de probabilidades

Espacio muestral (modelo conjuntista) y eventos. Eventos mutuamente excluyentes. Fre-
cuencia relativa de un evento; propiedades.

Idealizacién: Probabilidad o distribucion de probabilidad en un espacio muestral S; 0 <
P(A) < 1para A C S, P(S) =1, P(U}_;A;) = >7_, P(A;) para toda familia {A4;} de
eventos mutuamente excluyentes dos-a-dos. Consecuencias: P(f)) = 0, P(A¢) =1 — P(A),
P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(An B). Ejercicio: P(AUBUC) = P(A)+ P(B)+ P(C) —
P(ANB)—-P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNCQC).

Probabilidad condicional; motivacién y ejemplos. Definicién P(B|A) = P(ANB)/P(A) si
P(A) > 0. Para A C S fijo con P(A) > 0 el mapa S > B — P(B|A) es una probabilidad.
Particién de S en eventos mutuamente excluyentes {B; : j € J}: S = UjcsB; y P(B;) > 0.
Entonces, P(A) = .. ; P(A|B;)P(B;). Ejemplos.

24. 2/06/16 — T. de Bayes; independencia; variables alea-
torias

T. de Bayes: si {B; : j € J} es particién entonces

 PAB)P(B)
PO = = BB P(BY)

Ejemplo: dos tipos de cajas con distintas frecuencias relativas de dos tipos de caramelos.
., Que puedo decir de la caja si pruebo un sélo caramelo?

Eventos independientes; para dos, P(A N B) = P(A)P(B); para 3 eventos; en general
{Aj:j=1,2,--- N} son independientes (N > 2)

P( ﬂ Aj) = H P(A;j), cualquiera sea el subconjunto K C {1,2,--- ,N} con |K|>2.
jeEK jeEK

Variables aleatorias ‘Magnitud que toma valores reales para la cual se tiene informacién
probabilistica sobre su comportamiento’. Ejemplos (extraidos del lanzamiento de dos da-
dos). Funcién distribucién de probabilidad o distribucién acumulativa F' de una variable
aleatoria &

F(z) =Prob({{ <z}), z€R.

F es:

a) no-negativa o sea F'(z) > 0;



b) no-decreciente o sea F(x1) < F(x2) si 1 < wo ({£ < 1} C {& < xo} si x1 < 29
implica Prob({¢ < z1}) < Prob({¢ < z2}));

¢) limy oo F(x) =0y limy 00 F(z) = 1.

Ademas,
Prob({¢{ < z}¢) = Prob({¢ > z}) =1— F(z) ; (12)
y
Prob({z1 < € < x2}) = F(z2) — F(x1) . (13)
Ya que

{r1 <& <mo} = {21 <&} N{§ < w2}

de modo que
Prob({z1 < £ < x9}) = Prob({z1 < &} N{ < x9})

= Prob({z1 < &}) + Prob({¢ < z2}) — Prob({z1 < £} U {& < z2}) ;
pero ya que
{11 <& U{E < @2}) = (21,00) U (—00, 2] =R

se tiene Prob({z; < {} U{¢ < x2}) =1y de todo esto se desprende (13).

Como se vio6 en el andlisis de la funcién distribucion acumulativa en los ejemplos discretos
esta resulta continua desde la derecha. Esto nos lleva a la definciéon: Una funcién distri-
bucién acumulativa es una funcién F' a valores reales de una variable real que cumple con
las tres condiciones a),b), ¢) y ademas

d) F es continua desde la derecha.

En caso de una variable aleatoria & que toma M > 2 valores {z; : j = 1,2,--- M}
con probabilidad p; cada uno la funcién de distribucién acumulativa se puede expresar
inmediatamente si enumeramos los valores posibles de menor a mayor (z1 < z3 < -+ <
Tar)

0 , six <

- ] .
F(‘T): Zi;:lpk ) Slxj_1§$<$j para]:2537”')M

1 , sixy <z

Se tiene?

Prob({¢ = 2}) = Fla) = Fla™) , F(a") = supF(y)
y<zr
Dada una funcién de distribucién acumulativa cualquiera que tiene un ndmero finito K
de discontinuidades (necesariamente desde la izquierda) en s, 2, -+, Sk, esta funcién
es la funcién de distribucién acumulativa de una variable aleatoria que toma finitos va-
lores discreto;; {s; + j = 1,2,--- K} con probabilidades p; = F(s;j) — sup,,, F(y),
.j = 17 27 Ty .

Ejemplo: Para A > 0

0 , <0
F,\(x)—{ 1 —exp(—z/A) , >0

2La continuidad desde la derecha con la propiedad de crecimiento b) de F implican que F(z) =
limy s, y>e = infy>, F(y) mientras que F(z) > limy—z, y<o F(y) = sup, ., F(y)-



es una funcion de distribucién acumulativa continua. Es diferenciable salvo en z = 0 con
derivada

0 , <0
f(x):{ exp(—z/N)/A , x>0

Esta distribucion llamada exponencial se estudiara mas adelante.

Ejemplo: La funcién error complementaria
2 x
erfe(z) = / et dt
VT oo
es una funcién distribucién acumulativa continua y diferenciable con
erfd(z) = —=e

—la gaussiana normalizada— que tiene un rol fundamental en toda la teoria de probabili-
dades (Teorema central del limite).



