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1. 10/03: Introduccién

Cuestiones de forma y contenido; personal docente; regimen de regularidad; etc.

. Que es una ecuacién diferencial? Orden de una EDP. Notacién abreviada para las derivadas parciales

(Ou/0z = uy etc.).

Ejemplo simple u, —u, = ku con k constante. Esta ec. es de primer orden y lineal vale decir: Si u
y u® son soluciones entonces u := u(") 4+ u(?) también lo es (!). Linealidad de la operacion de tomar
derivada parcial de una funcién. Transformacién de variables £ := x + y, n = x — y lo cual conduce a la
ec. diferencial ordinaria

2vy = kv

para la funcién v(&,n) = u (5-5-7717 f_?”) (i.e. la funcién u como funcién de las nuevas variables). Solucién

general
(& n) = f&)e?

con f funcién real arbitraria (pero diferenciable). Entonces,

u(e,y) =v(@+y,x —y) = flz+y)ev/?

es la solucién. Una solucién “especifica” (especial, particular,...) se obtiene especificando a f. Por ejemplo:
si se pide que u(x,0) = h(z) para todo z real entonces f(z) = e **/2h(z) y la solucién —cuando h es
diferenciable— es tinica (en todo R?) y estd dada por

u(z,y) = e h(z +y) .

. Cuantas soluciones de la EDP hay en el semiplano superior {(z,y) : « € R, y > 0} tal que u(z,0) = p(z)
para todo x > 0 donde p es una dada funcién diferenciable ? La condicién especifica a f solamente en el
semieje positivo —via

fl@)=e " p(z), >0

y a la solucién solamente en el cono C := {(z,y) : x> —y, y > 0} via

u(z,y) = e Mp(z+y);

quedando indeterminada en el resto C’ del semiplano superior. f es libre en la semirecta no-positiva. Si
cambiamos p esto no incide sobre los valores de cualquier solucién en el cono C’. La respuesta a la pre-
gunta es: muchisimas (infinitas); tantas como maneras de extender a p a una funcién diferenciable sobre R.

En general esperamos que la solucién a una EDP de orden k en n variables independientes quede
especificada completamente prescribiendo los valores de la funcién buscada y de su derivadas parciales
hasta orden k—1 en una (hiper) superficie (n—1) dimensional pero esa hipersuperficie debe ser lo bastante
"grande”.

Las EDP —incluso las lineales— son objetos inestables en el sentido que pequenos cambios pueden tener
consecuencias enormes (ejemplos en la guia 1).



EDP como modelos de fenémenos fisicos. Condiciones subsidiarias; como “iniciales” o de contorno o
borde). Resultados de existencia y unicidad de soluciones y su relevancia.

Derivacién de la ecuacién del calor (Fourier) a partir de la conservacién de la energia y la ley de con-
ductividad térmica de Fourier que postula que el flujo de calor es proporcional al gradiente de temperatura
(jsignos!) via el Teorema de la Divergencia (o de GauB). Analogfa con la ec. de difusién (reemplazo de
la ley de Fourier por la de Fick: el flujo de material es proporcional al gradiente de concentracién). En
ambos modelos

(1) w =kAu, k>0.

Esta es la ecuacién (de segundo orden) parabdlica (se vera més adelante) paradigmatica. Se analizardn
distintos métodos de construir soluciones y algunas de sus propiedades cualitativas caracteristicas entre
las cuales estd aquella de que propaga temporalmente de manera instantanea. Por lo tanto describe
pobremente las fases iniciales de un proceso de difusién real.

2. 12/03: Ecuacién de difusién (o calor)

Comentarios sobre el rol de la condicién k > 0; “simetria” (¢,k) — (—t, —k); sin conclusiones por
ahora.
Observar que u(x,t) = const. es siempre solucién.

Ansatz de separacién de variables: sin tener en cuenta las condiciones subsidiarias (de borde, iniciales,
asintdticas, etc.) se buscan soluciones de (1) de la forma

(2) u(z,t) = X(z)T'(t) .
De (1)
XT' = kT(AX);
si X no es identicamente nula hay z, con X (z,) # 0 y entonces
AX(z,)
T = —"2/ kT
X (o)
————

=k
que es ODE lineal de primer orden con coeficientes constantes de modo que
T, (t) = ceott

es la solucién general siendo ¢ constante real arbitraria que se supone no-nula de ahora en mas. En tal
caso aprendemos que el cociente T”/T es constante e igual a «. Pero entonces

KTAX = X (kaT)

y como T no se anula si ¢ # 0,
AX =aX .

Esta EDP (llamada de Helmholtz) serd estudiada en gran detalle més adelante. Observamos que podemos
proceder “inversamente”: cualquiera sea el real a podemos resolver la ODE T" = «kT y si planteamos
que u = XT, obtenemos la ec. de Helmholtz para X.

Para proseguir hacemos la suposicién simplificadora de que n = 1, i.e. hay una sola dimensién espacial.
Entonces la ec. de Helmholtz que obtenemos es

X" =aX;

una ODE lineal de segundo orden con coeficientes constantes que también sabemos resolver explici-
tamente. La soluciones forman un espacio vectorial real de dimensién 2 y la solucién general puede
expresarse

a+ bz sia=0
X,(x) = T
o(@) { aeVor 4 he=Var g o £ 0



siendo a y b constantes complejas arbitrarias pero tales que X, sea real. Aqui, ha de tomarse la raiz
cuadrada compleja (cualquiera de las ramas). Alternativamente, la solucién general es combinacién lineal
real de cos(y/|az) y sin(y/]a] ) para a < 0y, combinacién lineal real de cosh(y/a =) y sinh(y/a x) para
a > 0. Hemos obtenido entonces el siguiente resultado. Cualquiera sea el real o la funcién

Uo (2, 1) == eF X (2)

es solucién de (1) para todo real ¢, todo real x y todo real no-nulo k. Estas soluciones tienen la partic-
ularidad que para a # 0 son divergentes para t — oo (ak > 0) o bien para t - —oo (ak < 0). Esto
renueva la pregunta planteada sobre la naturaleza de las soluciones en dependencia del signo de k.

Estas soluciones en variables separadas json tutiles? En general no podremos satisfacer las condiciones
subsidiarias con estas soluciones. Por ejemplo, si imponemos un condicién inicial

u(z,0) = f(z)
solo podemos acomodar casos donde f(z) = X, ().
Pero j(1) es lineal! Por lo tanto si oy, ag, ag. -+, ay son reales arbitrarios la funcién
N
u = Z Caj Uar,
n=1
también es solucién cualesquiera sean los coeficientes reales {co, : j = 1,2,---,N}. Y esto extiende

algo mas la clase de condiciones, por ejemplo iniciales, que se pueden acomodar. Analizamos un caso
especifico: consideramos (1) en el intervalo [0, L] (L > 0) suplementada por la condicién de borde

u(0,t) =u(L,t)=0, t>0.
Con (2) esta condicién se incorpora naturalmente como condicién de borde a la ec. de Helmholtz
(3) X'"=aX, 0<z<L, X(0)=X(L)=0.

Este es un problema de Sturm-Liouville llamado problema de Dirichlet y podemos resolverlo inmediata-
mente ya que conocemos la solucién general X, de la ODE. Claramente, cuando a = 0, una recta no
cumple la condicién de borde salvo si es nula. Entonces, o # 0 y, para proseguir, distinguimos los casos
a >0y a<0. En el primero expresamos a X, como combinacién lineal de cosh(y/azx) y de sinh(y/ax)
y obtenemos

a = X,(0) =0= X,(L) = acosh(v/aL) + bsinh(y/aL) ;

de donde a = 0 y luego b = 0 pues el unico cero de = — sinh(y/ax) para a > 0 es cero. En cambio, para
a < 0 expresando a X, como combinacién lineal de cos(y/—ax) y sin(y/—ax) obtenemos

a=X4(0)=0= X,(L) = acos(v/—aL) + bsin(v/—al)

de donde @ = 0 y luego b = 0 o bien sin(y/—aL) = 0. Descartando la solucién identicamente nula,
obtenemos la condicién sobre a:

n?n? 7
o= — 72 nedas.
El caso n = 0 conduce a la solucién nula; observando que sin es una funcién impar y por lo tanto
sin(—|n|rz/L) = —sin(|n|rz/L) podemos restringirnos a los siguientes valores de «:
n?n?
an__L2 777,:172, )

que tienen asociados las siguientes soluciones del problema de Dirichlet
Xn(z) = X, (x) =sin(nwz/L) .

Esto hay que verlo como caso particular de una teoriia completamente general. En efecto, (3) es un
problema de autovalores para el operador f +— f”. Los autovalores (que son los «, calculados) son
negativos y los correspondientes autovectores (en este caso son funciones y se las llama auto-funciones)



{X,:n=1,2,---} forman un “conjunto completo” de modo que cualquiera sea la funcién continua g
definida en [0, L] se tiene

(o] 2 L
9= Z InXn ) gn = \L[/ g(z)sin(nma/L) dx .
n=1 0

Los ndmeros reales {g, : n = 1,2,---} suelen denominarse coeficientes de Fourier (o de Bessel) de g
respecto del conjunto completo {X,, : n =1,2,---}. La serie para g converge generalmente sélo en media
cuadratica; pero bajo ciertas condiciones de regularidad la convergencia es puntual o incluso uniforme.
Esta posibilidada de desarrollar “cualquier” funcién g es la que nos permite obtener una solucién a (1)
con la condicién de borde explicitada y una condicién inicial

u(z,0) = f(z) = Z fnsin(nmz/L) .

muy general.

3. 17/03: Principio extremal para la ec. de difusiéon y conse-
cuencias. Transformacién de Laplace.

Principio extremal y consecuencias.
Considere la ecuacién de difusién/calor (k > 0)

ou

para una funcién u definida en V' x [0,00) donde V' C R™ es un compacto de borde 9V para la cual

(5) u(x,0) = f(x), xeV;

(6) u(x,t) = g(x,t), x€dV& t>0.
Teorema 3.1 (Principio extremal débil) Para T > 0 sea

Ip:={(x,0): xeV}U{(x,t): x€dV, 0<t<T}.
Siu definida en 'V x [0,T] es solucién de (4) y es continua entonces:
(7) min{u(z,s) : (x,s) € T'r} <u(y,t) < méx{u(z,s): (x,s) € 1}
para todo (y,t) € V\T'r.

Observese que V \I'r = (V' \ V) x (0,T]. En la figura se esquematiza el espacio de fase del sistema:
un rectdngulo de altura T con seccién transversal V (constante). I'r consiste (trazo grueso) en la base y
ambos lados verticales; V' \ 't es el interior del tubo pero con la “tapa” en ¢t = T que es la seccién V sin
su borde: (V' \ V) x {T}.

Demostracién: Si se ha demostrado el miembro derecho de la desigualdad, entonces —ya que —u es solucién
continua de (4)— tendremos

—u(y,t) < méx{—u(z,s): (x,s) € T'r} = —min{u(z,s) : (x,s) €r};

de modo que basta demostrar el miembro derecho de (7). Esto se hace por contradiccién. Suponemos
entonces que la afirmacién es falsa y hay (y,t,) dondey ¢ 0V y 0 < t, < T, tal que

(8) u(y,to) > max{u(x,t) : (x,t) e I'p} = M .



=T V x{T}
. (zt 1)
3V x[0,T]
t=0
V x {0}

Considere la funcién ve(x,t) := u(x,t) — €(t — t,) donde € > 0. Entonces v.(y,t,) = u(y,to) vy

max ve(x,t) < max wu(x,t)+ max (—e(t —t,
(x,t)elr ( ) (m,t)eI‘T( ) (m,t)EFT( ( ))

=M — i t—t,) =M to ;
OgmtlgnT<€( o)) + €lo ;
de modo que
Ve(y,to) — max ve(x,t) > [uly,to) — M| — ety.
(z,t)elr

Poniendo « := u(y,t,) — M, que es estrictamente positivo, deducimos que (recuerde que t, > 0) si
€ < (a/t,), entonces ve(y, to) > MaX (4 4)er, Ve(®,t) y por ende v, asume su maximo en V'\ I'r. Tomamos
un € que satisface la condicién y escribimos w := v, para este € fijado. Entonces, hay z ¢ 0V y 0 <t; <T
tal que w(z,t1) es maximal. Como z es un punto interior de V', el Hessiano de w respecto de las variables
(espaciales) z1,--- , 2, evaluado en el pto. maximal debe ser negativo semi-definido® :

" 0%w
E _Z = . <
<8xjaxk> (Z7t1)p.7pk = 0

J,k=1

cualesquiera sea p = (p1,p2,--- ,pn) € R". En particular %(z,tl) <0 paraj=1,2,---,ny por ende
J

Aw(z,t1) <0.
Entonces, con (4),

0 0

—w(z,tl) = —u(z,tl) —e=kAu(z,t1) — e = kAw(z,t1) —e < —e<02.

ot ot
Por lo tanto la funcién ¢t — w(z,t) es estrictamente decreciente en las inmediaciones de ¢;. En particular,
existe to < t1 (ya que 0 < t; <T) con w(z,tz) > w(z,t1) contradiciendo la maximalidad de w(z,t;). Por
lo tanto la suposicién sobre (y,t,) es falsa. B

Mencionamos que hay una versién fuerte del Principio Extremal que dice que en (7) se pueden reem-
plazar ambas desigualdades por desigualdades estrictas (< — <)3.

Las consecuencias de este gran resultado son muchas:

2
LEl Hessiano en cualquier punto estd definido como la matriz (n X n) con elementos H; j(x,t) := (Jiaw%) (x,t). El
J
Hessiano es real y simétrico y por lo tanto diagonalizable; que sus autovalores sean no-negativos es equivalente a la condicién
de ser negativo semi-definido.
2Hemos usado explicitamente que k > 0

3Ver Prosser



1. Si los “datos” iniciales f y de borde g son no-negativos entonces u(x,t) > 0 para todo x y todo
t > 0. Esto es consecuencia de u(x,t) > minp, v = min{min{f(z) : z € V},min{g(z,t) : (z,t) €
oV x [0,T]}.

Del mismo modo, |u| es acotado en V' x [0, T] por el mayor de los niimeros méxy | f| y méxay (0,17 |9]-
Esto lo veremos enseguida.

2. Si la solucién continua de la ec. de difusién/calor inhomogenea

Ou o
— =0v°A F
o Uent

con condicién inicial (5) y de borde (6) existe para F una funcién definida en V' x [0, 7] entonces
es Unica.
Esto es consecuencia de

Teorema 3.2 Sean u; y us soluciones continuas de la ec. inhomogenea
vy = kAv+ F
donde F' es continua en V x [0,T], tales que
uj(e,0) = fi(®), j=1,2

para todo x € V y
uj(x,t) = gj(x,t), j=1,2
para todo x € OV y todo t € [0,T], entonces

x,t) —us(x,t)| < ma A — fal, A —
ur (@, 1) — uz(2, 1)| < méx{mdx|fi — fo m}g%fﬂ\gl g2}

para todo (x,t) € V x [0,T].

La unicidad mencionada se obtiene directamente de f1 = fo y g1 = go.
Este resultado muestra que la ec. de difusién inhomogenea tiene cierta estabilidad o es robusta.
Pequenos cambios en las condiciones iniciales y/o de borde tienen pequefias consecuencias.

Demostracién: Sea u := u; — ug; entonces du/dt = kAw con condicién de borde e inicial dadas por
g1 — g2 v f1 — fo respectivamente. Por el Principio Extremal débil

minu < u(x,t) < méxu,
FT FT

para todo (x,t) € V x [0,T]. Con el Lema que sigue
ju(a,1)] < mdx ful;
I'r

Pero

méx |u| = max{ma — ma. —
FTX|| x{ VX|f1 f2|,8VX[3fT}|91 g2}

Lema 1 Si la funcion real h sobre un compacto X en R™ es continua y Y C X es cerrado y se
tiene miny h < h(z) < méxy h para todo x € X entonces |h(z)| < maxy |h| para todo z € X.

Demostracién: Sean A := méxy h y B := miny h; entonces
|h(z)| < méx{|Al],|Bl} .

Probamos que
méx{|4]|,|B|} = m}z/ix|h| .



Los casos B > 0 o0 A < 0 son inmediatos y los dejamos para el lector. Supongamos entonces que
B <0y A > 0. En tal caso h asume valores tanto positivos como negativos en Y de modo que
Vi={zeY:h(zx) >0} yW:={x Y :h(x) <0} son ambos no vacios y compactos ya que
son cerrados y VUW =Y. Ahora |A| = A = méxy h = maxy |h| y |B| = —B = —minw h =
maxy (—h) = maxy |h| de modo que

ix{|A4|, |B|} = ma ix |h|, max |h|} = méax|h| .
méx{|A, |B|} = max{mdx ], max |h[} = méx |h]

3. El siguiente resultado explicitado para el caso espacial uni-dimensional muestra otras virtudes del
Principio Extremal débil.

Teorema 3.3 Sea L > 0. Si la serie (de senos)

f(z) = Z cpsin(nra/L)

n=1

converge uniformemente para x € [0, L] entonces la serie
e 2_2 2
u(x,t) = Z cnsin(nma/L)e kL
n=1

converge uniformemente para (x,t) € [0, L] X [0,T] cualquiera sea T > 0 y u es la solucion de la ec.
(4) con condicion inicial (5) determinada por f y con la condicion de borde u(0,t) = u(L,t) =0
para todo t € [0,T].

Demostracién: Damos solamente una hoja de ruta. Cualquiera sea el conjunto finito K C N, la
funcion ug (x,t) = Y,k casin(nmz/L) es solucién de (4) con la condicién nulidad en el borde
x =0, L. El criterio de Cauchy para la convergencia uniforme de una serie nos dice que dado € > 0
hay N de modo que para k> /¢ > N,

k

|ch sin(nra/L)| < €.

n=~{

Por el Principio Extremal débil se tendra entonces

k
| Z Cn sin(nwx/L)e*k"Q’T%/Lq <e

n=~{

cualquiera sea 7' > 0. Etc. W

Transformacion de Laplace

Recordamos que si f estd definida en [0, 00) y toma valores reales, la transformada de Laplace Lf es
la funcién

(Lf)(s) = / T

definida para aquellos valores de s para los cuales la integral existe (s puede ser complejo*). La propiedad
sobresaliente de la transformacion de Laplace en cuanto a su utilidad para atacar problemas de ecuaciones
diferenciales es que

(Lf)(s) = s(LL)(s) = f(0) , silimyooe™f(t) =0,

48i f es integrable o sea, fooo |f(t)|dt existe, entonces la transformada de Laplace esta definida para todo s complejo
con Re(s) > 0. Si f es acotada, i.e., |f(t)| < K para todo ¢ > 0; entonces la transformada de Laplace existe para todo s
complejo con Re(s) > 0 y satisface |(L£f)(s)| < K/Re(s) pero puede diverger cuando Re(s) — 0.




lo que surge de una integracién por partes de la definicién. No nos detenemos en las condiciones necesarias
para que Lf y Lf’ estén bien definidas, si no mas bien buscamos expresiones que formalmente son
soluciones de la ec. de difusién. Serd preciso entonces verificar a posteriori si estas expresiones conducen
realmente a soluciones clasicas de la EDP.
La mejor tabla de transformadas de Laplace sigue siendo la de Erdélyi (Tables of Integral Transforms,
Vol. 1. McGraw-Hill, New York 1954). Hay una buena tabla en Abramowitz & Stegun (Handbook of
Mathematical Functions. Dover, New York 1965; paginas 1019 y siguientes (novena impresién)).
Consideremos a (4) (con k > 0) en algin dominio V' C R™ y para ¢ > 0. Transformamos segtin Laplace
a la funcién t — u(x,t):

G@Jy:wm%qmg:/ e~ tu(a, ) dt .

0

Con (4) y permutando las derivadas espaciales con la integracion,
—u(x,0) + sG(x, s) = k(AG)(x, s) .

Esta es la ecuacién de Helmholtz pero ahora inhomogenea debido al término u(x,0) especificado por
la condicién inicial. Debemos resolverla para s fijo para luego —variando s— obtener la funcién (x, s) —
G(x, s). Nuevamente para simplificar, consideramos una sola variable espacial de modo que la ec. de
Helmholtz se transforma en una ODE de segundo orden lineal e inhomogenea con coeficientes que son
funciones de s:

G"(z,s) = (s/k)G(z,s) — u(z,0)/k .

La solucién general se obtiene sumandole a la solucién general de la ec. homogénea cualquier solucion
particular.

4. 19/03: Transformacién de Laplace (continuacién)

Aplicando la conocida férmula, observe que

1 [k [*
77(1573) = 2\/:/ u(y,O)(e_\/sTk(x—y) _ em(x—y))
Zo

es una solucién. Luego,

A(s)e\/STkI + B(s)ef\/s/ikx +n(z,s)

es la solucién general de la ec. de Helmholtz para G. Una vez determinadas las funciones A y B, el
resto es un problema de invertir la transformacién de Laplace. Esto puede hacerse numericamente sin
mayores problemas. Las funciones A y B estan determinadas por condiciones subsidiarias. Por ejemplo
por una condicién de borde, o una condicién de borde y alguna condicién asintética, etc. Veremos ejemplos
concretos. En todo caso, si a y b denotan aquellas funciones de ¢ > 0 tales que

A=La, B=CLb,

podremos expresar a u como suma de la convolucién de a (con cierta funcién cuya transformada de

Laplace es eV¥/k® ), de la convolucién de b (con cierta funcién cuya transformada de Laplace es e~V s/ka )
y una expresion integral que involucra a la condicién inicial y a aquella funciéon de ¢t > 0 cuya transfor-

mada de Laplace es sinh(y/s/k x).
Es facil encontrar una solucién particular si
(9) u(z,0) =a,

pues la funcién constante e igual a «/s es solucién particular. En tal caso la solucién general de nuestra
ec. de Helmholtz es

(10) Glo,5) = & + A(s)eV /e 4 B(s)emVo/he

con funciones A y B bésicamente arbitrarias. Usaremos esta expresién para discutir una serie de casos.



1. Consideremos el caso V = [0, L] con L > 0 y agreguamos las condiciones de borde
u(0,t) =u(L,t)=0, t>0,

que son compatibles con la condicién inicial (9) solamente si o = 0. En tal caso, la unicidad de la
solucién nos dice que w es idénticamente nula y luego G también lo es. Esto también se obtiene
directamente a partir de (10) imponiendo G(0, s) = G(L, s) = 0°.

Si suponemos o > 0 en (9) tendremos una discontinuidad de ¢ — w(0,¢) y de ¢ — u(L,t) en t = 0.
Pero podemos proseguir de todos modos; obtenemos las ecuaciones (§(s) = y/s/k L)

0=G(0,5) = as™ + A(s) + B(s) ,

0=G(L,s) = as™ ' + A(s)e*®) 4 B(s)e™¢() .

que se resuelven a:
1 675(8) (1 — 675(5))

A(s) = —as [ 020 ,
_ L (1—et)
B(S) = —QsSs m .

De modo que

o€ (A-a/L) _ (—€()(2~2/L) 4 o—E(s)2/L _ o—&(s)(142/L)
G(z,s)=—(1- :
S 1 — e—24(s)

La tarea es ahora calcular la transformacién de Laplace inversa de G. Sabiendo que la transformada
de Laplace de
e(t) = erfc(\/2Vt), A >0,

(Le)(s) = e Vs,

se sugiere la expansién®

oo

(1—e €GN~ = Z e né(s)

n=0

Esto nos permite expresar a G como serie infinita de términos que son todos proporcionales a e~*V*
con ciertas A > 0 que dependen de z, k, L y del indice de sumacién. Obtenemos asi la siguiente serie

para u
u(x,t) = a {1 - i(erfc(L(n +1—x/L)/(2Vkt) — erfe(L(n + 2 — /L) /(2Vkt)
n=0

terfe(L(n + x/L)/(2VE) — exfe(L(n + 1 + 2/L) /(2\@)} .

Esta serie ha de ser comparada y contrastada con la serie de Fourier obtenida por separacién de
varaiables (vea por ejemplo el Teorema 3.3). Son “complementarias” en el sentido que la conver-
gencia de la serie de Fourier mejora si aumentamos t mientras que esta mejora si disminuimos ¢’.
En cuanto a la discontinuidad en ¢ = 0 en los bordes, lo que podemos decir es que: la serie converge
puntualmente en todo (z,¢) con 0 < z < L y t > 0 y que la suma u satisface (4) y u(z,0) = « para
0 <z < L asi como u(0,t) = u(L,t) para t > 0.

2. Veamos el caso V = [0,00) conservando la condicién inicial (9) y agregando como condicién de
borde la condicién
u(0,t) = h(t),

5Vea las expresiones para A y B que siguen y ponga o = 0
6que converje uniformemente en s para s > s, donde s, > 0 es arbitrario.

"La funcién de error complementaria erfc(z) = (2/y/7) [, e P’ dp, x > 0, es decreciente con erfc(0) = 1y
limg o0 erfe(z) = 0.
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5.

que trae consigo que
G(0,s) = H(s)

siendo H la transformada de Laplace de h. Nuevamente observe que habrd una discontinuidad en

(0,0) si h(0) # a.

Si suponemos que h es acotada y buscamos una solucién u que sea acotada, vale decir
|u(z,t)] < K paratodox €V ytodot>0,

tendremos -
|G(z,5)|§K/ e Stdt =K/s,
0

de modo que = — G(z,s) es también acotada. Esto no es posible si en (10) se tiene A(s) # 0 para
algin s > 0. Por lo tanto planteamos

)

G(z,s) = % +B(s)e_\/%x ;

luego
H@:G@@:%+mg

de modo que

Gla,s) == (1 - e‘\/mz) + H(s)e Vo/ke

S

Ya hemos presentado la transformada de Laplace inversa del primer sumando; tenemos
as™H(1 — e Vs/k) = a1 — erfe(z/2VEt)) = a erf(z/2Vkt) .

Para el segundo sumando usamos la propiedad de convolucién: si q(¢ fo (t =t )r(t') entonces

(Lq)(s) = (Lp)(s)(Lr)(s). Esto con

—/s/ke L z —x? /(4kt)
& — —F=e
2V krt3

nos da
—ﬁ/(4k(t )
u(x,t) = o erf(z/(2Vkt)) + r/ G dt’ .

Se puede verificar directamente que estd funcién es solucién del problema y que u(x,0) = « para
x > 0. Que u(0,t) = h(t) para t > 0 requiere de cierto esfuerzo ya que si permutamos el limite
x — 0 con la integracién en el segundo sumando obtenemos simplemente 0.

26 /03: Difusién en todo el espacio; Transformacién de Fouri-
er; Simetrias (y representacién de grupos)

He hecho el esfuerzo al que me referia y esta volcado en la w-pégina (Notas varias).

Considere la ec. de difusién/calor (4) en todo RY con condicién inicial u(x,0) = f(x). Anotamos

ahora con ¢ = k la constante de difusion.

Se sugiere realizar una transformacién de Fourier respecto de las variables espaciales € R?. La gran
virtud de la transformacién de Fourier siendo que transforma derivadas parciales en multiplicaciones con
monomios de las componentes de la variable “conjugada” k € R?. Repasamos entonces algunos aspectos
bésicos de la transformacién de Fourier.

Transformacion de Fourier La féormula basica es

(11)

F1 = (2m) = [ e ) dx

11



que asocia a una funcién f de d variables reales x = (21,72, -+ ,24) € R? otra funcién f del mismo
nimero de variables reales. Esta funcién f es la transformada de Fourier de f. Observese que aunque f

tome valores reales, los valores de f son complejos (aunque satisfacen f(k) = f(—k) en este caso). Para
poder darle sentido a esto es necesario que f tenga propiedades que permitan garantizar la existencia de
la integral (impropia). Una discusién adecuada y profunda de este aspecto necesita necesariamente de
una teoria de integracién més general que la teoria de la integral de Riemann (ver, e.g., ). Esta teoria no
estd disponible para nosotros. Lo que sigue puede verse entonces como manipuleo formal (se permutan “a
piacere” integrales con derivadas y otros limites) que necesita de un andlisis matemético méas cuidadoso.
Tanto el factor (1/v/27)% como el signo del argumento del factor exponencial es cuestién de convencion.
Al factor (1/4/2m)? se lo puede omitir o colocar 7 en el exponente de la exponencial oscilatoria; si se lo
omite reaparece en la transformada inversa. La convencién que se elige aqui es quizas la més natural y
conveniente en las aplicaciones a la mecanica cuantica y es la que reparte a m de manera simétrica entre
la transformada y su inversa. jAl consultar tablas de transformadas, asegurarse de cual es la convencién
usadal

Claramente, la transformacién de Fourier alli donde este definida es una transformacion lineal del
espacio vectorial complejo de las funciones a valores complejos definidas en R?. La propiedad crucial de
la transformacion de Fourier es que transforma derivadas en multiplicacién por la variable. Con d = 1
calculamos la transformada de Fourier de la derivada f’ de f:8

(k) = (7'(k) = (2m) 2 / e f(z) du

R

oo -

= 2m) 2 e ()] T - (27T)’1/2/(*ik)6’“”f(z) dr = (2m) V2 [ f(2)] T + ik f (k)

R

y cuando “f decae en el infinito”: f/(k) = +ikf(k). jEstd simple pero fantdstica relacién hace de la
transformada de Fourier una arma poderosa para el andlisis de ecuaciones diferenciales ordinarias o no!
La versién multidimensional es

(12) ( 8mf ) (k):(i)mka1ka2"'kam ]/C\(k)7 Qq,Q, ;ame{1’27"' ’d}

0% o, 0%q, -+ 04,

~

Si f admite una transformada de Fourier f que a su vez admite una transformada de Fourier entonces
se tiene (jesto es altamente no-trivial y volveremos sobre ello!)

(13) fe) = 2m) 1 [

Rd

e* e fk) dk = (zw)*dﬂ/ e T F(—k) dk .

Rd

Notese el signo en el argumento de la exponencial; se tiene F~! = FP donde P es la transformacién
(lineal) dada por la inversién

(PHy) = f(-y) .

Otra propiedad crucial es la relativa a la convolucién. La convolucién de dos funciones f y g es

(P = [ Fx=y)atyiy

La propiedad crucial es

~

(f *9) (k) = (2m)¥2 G(k) [(k) ;

O sea:

(14) (Fxg)=(@r)25 7T,

Volveremos sobre esto mas adelante.

8Cuando puede haber confusién escribimos a veces () (e.g., r# ()-
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Regresando a la transformacién de Fourier de la (4), con @ la transformada de Fourier de u respecto
de las variables espaciales dada por

n

u(k,t) := (2m)" Y2 / e Xy (x, t)dx

nos produce

ou

ot

con condicién inicial (transformacién de Fourier de (5)):

= —clk|*u;

~

u(k,0) = f(k) .
Cuya integracién produce inmediatamente
t(k,t) = f(k)e et

Esto es el producto de f con la Gaussiana. Por la férmula (14)

u(x, ) = (2m) /2 / B(x—y.0)f(¥)d"y .

n

siendo @ la anti-transformada de Fourier de la Gaussiana:
B(x, ) = (2m) 42 / ¢ exp{—clk[2t}dk
Rd

Como la integral factoriza en d integrales sobre R con integrando exp{ikz; — ck?t} basta calcular esta
integral

Lema 2 Si z € C, entonces

/ exp{—a? + 2za} doe = /T e* .
R

Demostracién: Lo reducimos a la conocida integral [, e dr = /T que se obtiene considerando el
cuadrado e integrando en coordenadas polares.

Sea a := R(z) y b = I(z). Considere la funcién compleja f(w) := e*(w*“)z, w € C, que es entera y el
camino vy C C formado por el perimetro del rectangulo en C de vértices w; = —R, wy = P, wg = P — ib
y wy = —R — ib donde P, R > 0. Tenemos

P 2 b N2 R 22 0 N2
Ozj{f(w)dw z/ e~ (@=a) dx—|—/ e~ (P—a=it) dt+/ e~ (mr—a=ib) da:—l—/ e~ (FR—mamit) gy
~ R 0 P b
P—a

- -P b 0
:/ e’mzdx—&—e’zz/ 671:2+21:zdm+67(P7a)2/ et2+2it(P7a)dt+€7(R+a)2/ €t272it(R+a)dt.
—R—a R 0 b

Las dos tltimas integrales estan acotadas en médulo por \b|e|b|2 con lo cual los dos tltimos sumandos
tienden a cero para P, R — ooy, por lo tanto

R —-P P—a
2 2 , 2 2 , .2 2
lim e e Uy = lim  —e® e U TR0y —  lim e dr= | e dr=+r7.
P,R—c0 _p P,R—0 R P,R—oo J_p_, R

Incorporando el factor (27)~%/?

a la funcion &J, obtenemos
D(x,1) = (2m) " 2®(x, t) = (4mct) "/ exp{—[x|?/(dct)}

y luego

(15) k)= [ @x—y 05y = (ret) 2 [ exp{=lx—y[*/(aet)} f¥)dy
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Si bien la derivacion de esta férmula para la solucién depende del uso de la transformacién de Fourier,
podemos analizar su viabilidad como solucién cuando f no admite una transformada de Fourier porque
no decae suficientemente répidamente cuando |x| — co. El decaimiento exponencial (cuadratico) de ® es
la propiedad crucial para extender esta férmula a situaciones mdas generales (o simplemente distintas).
Como sucede frecuentemente: la férmula (15) es mucho mas general que lo que permite esperar el método
usado para obtenerla. Siguen algunos resultados en esa direccién®.

Teorema 5.1 Si el dato inicial f es continuo a trozos con finitos saltos discontinuos en cada intervalo
finito, y si existe (15), entonces es solucion de la ec. de difusion en R x (0,00) y es C*. Se tiene

) _ @)+ ()
L

para todo x € R; donde fi(x) =lim,_,,= f(y).

Teorema 5.2 La solucidn de (4) que cumple (5) y que es acotada, i.e, |u(x,t)] < K para todo (x,t) €
R? x [0,00), es tnica.

En especial,

Teorema 5.3 Si el dato inicial [ es acotado, entonces (15) es la inica solucién acotada del problema de
valores iniciales (4,5).

Simetrias
Queremos desarrollar un formalismo que nos permita discutir simetrias de EDP y/o de sus soluciones.
Lo que sigue no es enteramente fiel a lo dicho en clase.

Supongamos que tenemos una solucién u de (4) en R x (0,00), y consideremos la transformacién de
variables asociada con cualquier real positivo A:

(16) R x (0,00) 2 (z,t) = (£,7) := (A\z, \*t) € R x (0,00) .
La funcién w : R x (0,00) — R dada por

w(&,7) = u(§/X,7/A%)
satisface:

wo(€,7) = }1111)% w(é, T+ h})L —w(&,T) -2 }llll}% u( AT N2 (T +)\/i)2)hf u( A7 N2

= A 2u (AT NTET) = A 2eup, (N TE AT

y también:

hor) — we(€,
wee((¢,7) = lim we (€ + Tzi we(£,7)
i (1 €A T) W€t b)) w(EHg,T) —w(ET)
= p—0 hp ey ha

~ lim (h’m uAHE+h+p), A1) —u((VHE+R), AP

h—0 \ p—0 hp
Ly u(ATHE+ q), A7) —u(A T AT
ql—% hq
_ o (e uATHEF R+ p), ATPT) —u(VHE+ R), AP
= AT Jom (%13% (A Th)(A1p)
Y uATHE+ @), A7) —u(ATEE A2
a0 (Th)(A~Tq)

9Las demostraciones de estos y muchos otros resultados interesantes se pueden consultar en F. John y/o en S. Zaidman
(ver Bibliografia en el programa.
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— 2 lim <um(>\1(£ +h),A727)  u (AT AT

_ 2 —1 —2 .
h50 (A=1h) - O 1h) >)\ Uy (AT EATT)

de modo que:
W, = cwege .

Lo que cualquiera hubiera escrito usando la regla de la cadena (que no es otra cosa que una manera
simbdlica de hacer lo que acabamos de hacer en base a la defincién de la derivada). Formalizando un poco
mas, sea

(Skf)(mat) = f()‘ilmv >‘72t)

que es un operador lineal definido en (el espacio vectorial complejo de) las funciones (a valores complejos)
sobre R? x (0, 0). Es inmediato verificar (jhagalo!) que

(17) SASu =S -
Observe en particular que Sy es invertible con inversa
(Sx) ™" = Sia -

Lo que acabamos de hacer arriba es ver que

0 Ll2g O

—aTSA—)\ S,\—at ;

Y que 52 L
pe N = A g

lo que —con el dato extra de que u es una solucién de la EDP— nos dio que tambien w := Syu lo es. Un
célculo idéntico al ya hecho nos muestra que en d dimensiones espaciales

AgS)\ = )\725)\Ax

donde el indice denota las variables naturales. Podemos reescribir estas relaciones (multiplicando las
anteriores por (Sy)~1)

18 S 2S —)\_QQ S1aAeSy = A T2A,

(18) UAgIPA = op 7 PUAREIN = z

estas implican lo que uno llama la invarianza de la (4) respecto de la transformacién de escala dada
por (16). ;Es indispensable introducir el operador (lineal) Sy para ver la invarianza de la ec. de difusién
respecto de esa transformacion de escala? Quizas no, ya que el resultado sale inmediatamente del uso
(correcto) de la regla de la cadena. Sin embargo, las relaciones (18) pueden ser ttiles (lo son) en otros
contextos.

Volvamos a la relaciéon (17); ella nos dice que si consideramos a los nimeros reales positivos con la
multiplicaciéon usual entonces el mapa

(19) (0,00) 3 A = Sy

que le asocia a cada uno de estos nimeros (A) una transformacién lineal invertible (S ), lo hace respetando
la multiplicacion si consideramos como multiplicacién de transformaciones lineales a la aplicacién sucesiva.
O sea:

SA S,u = SA-,LL
~—— ~—
aplicar primero S, y luego Sy  aplicar el S asociado con el producto de A con

Observe que acd S)S, = S, Sx. Ahora (0, c0) con la multiplicacién es lo que se llama un grupo. Un conjunto
G con una operacién binaria “o”19 que es asociatival! de modo que hay un elemento distinguido (llamado
neutro) e que satisface g o e = e o g para todo g € G y de modo que todo g € G tiene un “inverso” h

Omapa que a cada par ordenado (g1, g2) de elementos de G le asocia un elemento g1 o g2 de G.
(g1 0g2)0gs =g10(g2093)
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para el cual vale goh = hog = e (luego se demuestra que el inverso es tinico y se anota g~ !). En
nuestro caso, G = (0, 00) con la multiplicacién como operacién binaria y entonces 1 es el elemento neutro
y (A\)7!1 =1/) es el inverso.
También las transformaciones (lineales o no) invertibles de un espacio vectorial (complejo o real) forman
de manera natural un grupo. En efecto, si T' y S son transformaciones (lineales o no) del espacio vectorial
V y definimos el mapa T o .S por

(ToSw:=T(Sw)), veV

(al vector v se le aplica S para obtener el vector Sv y a este vecor se le aplica la transformacién T),
entonces T o0 .S es una transformacién de V en V que es lineal si tanto S como T lo son. Ademas, si tanto
T como S son invertibles con inversas 7' y S~! respectivamente'? entonces S~ o T~ es la transfor-
macién inversa a T' 0.5 como se verifica inmediatamente. Por lo tanto el conjunto de las transformaciones
(lineales 0 no) de V en si mismo con la operacién binaria o (que es asociativa como se ve rapidamente)
forman un grupo con elemento neutro I = aplicacién idéntica (o sea Tv = v) que es lineal, e inverso dado
por la transformacién inversa. Luego podemos releer a la relacién (17); ella nos dice que el mapa (19)
A +— Sy aplica el grupo (RT,-) de los reales positivos con multiplicacién en el grupo de transformaciones
lineales invertibles con la composiciéon de transformaciones como operacién. Hemos obtenido una copia
fiel del grupo (RT, ) en las transformaciones lineales. Esto es lo que se llama un homomorfismo de grupos
y, en este caso més precisamente, una representacién del grupo (R*,-) sobre V.

Lo que acabamos de hacer es un ejemplo concreto de la siguiente situaciéon. Tenemos un espacio X
con el cual describimos nuestro sistema fisico (e.g.: R% x [0,00) en la difusién en todo el espacio) y un
grupo G de transformaciones g : X — X actuando en X que son biyectivas (anotamos la inversa con g—1)
y tomamos la aplicacién sucesiva como operacién binaria o de G. Consideramos las funciones f a valores
reales o complejos sobre X y definimos

(Tyf)(x) == f(g 'a), g€ G, z€X.

Entonces

(TyTnf)(x) = (Tuf) (g~ (2)) = F(h (g7 (2))) = F((h o g™ ") () = f(go W)™ (2)) = (Tgonf) (@) ,

vale decir!?
TgTh = Tgoh )

de modo que G 3 g — T define un homomorfismo del grupo (G, o) en el grupo de las transformaciones
lineales invertibles del espacio vectorial formado por las funciones f (donde la operacién de grupo también
es la aplicacién sucesiva).

6. 7/04: Ec.de dif. (fin); Simetrias II

1. Ejercicio: La variable 2/2v/kt es invariante ante la transformacién de escala R x [0,00) 3 (z,t)
(Az, A%t) para A > 0. Vimos que la ec. de difusién (4) es invariante ante la transformacién de escala
(Sxyu)(x,t) := u(A"1x, A\72t) de funciones definidas en R x [0, o0).

Muestre que la tinica solucién u de (4) en R x (0,00) de la forma u(z,t) = @(x/2vVkt) es

o(y) = a + Berf(y)

con a y B constantes arbitarias donde

erf(y) = (2//7) /Oy ePdp, yeR.

Verifique que

, _Ja+pB , siz>0
tli%i“(x’t)_{a—ﬂ , siz<0

12Que son lineales si tanto T' como S lo son.
13Notese aquique el inverso usado en la definicién de Ty es esencial para obtener el orden correcto; si se usara g en esa
definicién se obtendria TyTy = Thog-
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Use traslaciones para obtener una solucién del problema de valores iniciales de (4) con

1, siz>a
“(x’o)_{o , siz<a

donde a es un real arbitrario.

. Se sabe (ver e.g. libro de F. John, p. 211 y siguientes) que la férmula (15) es una de infinitas (!)
soluciones del problema de valores iniciales (4,5) en R? x (0,00). La unicidad —como ya vimos en
algunos casos— se obtiene imponiendo condiciones subsidiarias a la solucién.

Un resultado interesante es

Teorema 6.1 (D.V. Widder) Sea (z,t) — u(z,t) continua en R x [0,T], con us y Uy, continua
en R x (0,T). Si u es solucion del problema de valores iniciales (4,5) y se tiene u(x,t) > 0 en
R x (0,7, entonces u es inica en R x (0,T) y estd dada alli por (15).

Observe que la condicién de positividad de la solucién puede reemplazarse (sumando una constante
y multiplicando por —1) por la condicién de que u sea acotada por debajo o por arriba.

. Considere un espacio vectorial (real o complejo) V munido de una distancia d(-,-) y un operador
lineal A : V — V que es continuo; o sea: si {v, : n € N} C V es una sucesién que converge a v € V
(i.e. lim,,— o0 d(v, v,) = 0) entonces {Av,, : n € N} converge a Av (i.e. lim,_,o d(Av, Av,) = 0). La
ecuacion diferencial ordinaria

y'(t) = Ay(t) ,to <t <T, y(to) = yo
en V tiene sentido si se interpreta a la derivada y'(t) como: para cada t € (t,,T) existe un vector
v(t) € V de modo que
t+h)—y(t

lm d (v(t), y(+)y()> =0.

h—0 h
La solucién es

y(t) = exp{A(t — o) }yo
donde la exponencial del operador As estd definida como limite de la serie infinita
esy = Z iA"v veV
n! ’
neN

en el sentido que dado v € V hay w € V con

N n
, S
lim d | w, E — A" | =0.
n=0
w es tnico y se lo anota e’4v 1= w.

La ec. de difusién (4) es de primer orden en el tiempo y es un caso particular de lo recién descripto.
En efecto
u =kAu, t>0,

y kA es un operador lineal actuando sobre el espacio vectorial (real) de las funciones a valores reales
definidas en algin V C R? que sean lo suficientemente “suaves” (i.e. diferenciables) provistas de la
distancia (por ejemplo)

d(f,g) = /V (@) — g(x)| de

No esta claro que el Laplaciano sea continuo. jDe hecho generalmente no lo es! Pero formalmente
la solucién es

u(-,t) = exp{kA t}u(-,0) .

Esto nos provee de una herramienta —nueva, distinta— para analizar la solucién de la ec. de difusién.
Hay que analizar la exponencial del Laplaciano. Este método aplicado al caso unidimensional 0 <
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2 < L con condicién de borde de Dirichlet (o Neumann) nos conducirfa irrevocablemente a la
solucién por series de Fourier. ;Como? El Laplaciano en [0, L] con esas condiciones de borde es
un problema de Sturm-Liouville (o bien: el Laplaciano con esas condiciones de borde resulta ser
un operador auto-adjunto respecto del producto escalar canénico); los autovalores existen {\, :
n > 1}, son simples y son tantos que las correspondientes autofunciones {p,, : n > 1} forman un
conjunto ortonormal completo (una base ortonormal); entonces denotando con P, a las proyecciones
ortogonales a las autofunciones ,,,

A= Z P, eSA = Z e P,

n>1 n>1

de modo que la solucién de la ec. de difusién con condicién de borde de Dirichlet (o Neumann) y
condicién inicial (5) es

u(wt) = (exp{ktA}f)(2) = 3 e fn (), fo = / on(@) f(2) da .

n>1
Simetrias 11

R? es un espacio vectorial real.
d
(z,y) = ijyj
j=1

define un producto escalar y
[zl = v/ (z, z)

es una norma y d(x,y) := || — y|| es una distancia. R? es completo respecto de esta norma: toda
sucesion de Cauchy en R? es convergente. Si 7 : R¢ — R? es una transformacién lineal continua a ella
le corresponde univocamente una matriz [T'] que es d X d con elementos reales Tj i, (j,k =1,2,--- ,d) de

modo que
d

(Tx)J :ZTj,kxka ]: 132a"' ad'
k=1

Dada cualquier matriz [T] que sea d x d y tenga elementos reales esta férmula define una transformacién
lineal tnica. Se verifica sin problemas que si A y B son transformaciones lineales entonces AB definida
por (AB)x := A(Bx) es lineal y que [AB] = [4] - [B] donde el producto de matrices es el candnico

d

(AB)jr = _AjiBuy .
/=1

La matriz adjunta (o transpuesta en este caso real) a la matriz [T] es aquella matriz [S] cuyos elementos
son Sj 1 = Tk ;. Se ve inmediatamente que la correspondiente transformacion lineal S tiene la propiedad

(Sz,y) = (z, Ty)

para todo = y todo y en R?%; ademés es la tinica transformacién lineal con esta propiedad. Se llama a
S la adjunta de Ty se anota T* = S. Es inmediato verificar que (zA + B)* = zA* + B* si A, B son
transformaciones lineales y z es un escalar real; y que (AB)* = B*A*.

Una transformacién lineal T se dice ortogonal si T es invertible (o sea: existe una transformacion lineal
Q con TQ = QT = id) y la inversa es igual la adjunta. Esto significa que (7))~ = T™* o sea:

™"T=TT"=1id.

En dimensién finita resulta que
T'T =id < TT* =id.

Entonces la ortogonalidad de T es equivalente a

(x.y) = (x,T"Ty) = (Tx,Ty) , Yo,y R’
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lo que Euclides expresaria como: una transformacién ortogonal es una transformacién lineal que preserva
angulos y largos. Observe que si T es ortogonal entonces T~! = T* también lo es. Ademas si T} y T, son
ortogonales entonces

(M) = (T) H(T) ' =TT = ()"

luego T1T» es ortogonal. Como la identidad id, (id)x = x es auto-adjunta, es ortogonal. Pero entonces
O(d) := {T : T es ortogonal} con la composicién de transformaciones como operacién binaria forma un
grupo con elemento neutro id e inversa T~' = T*. Este es el grupo ortogonal en d dimensiones. Ya
que det(T*) = det(T) las transformaciones ortogonales (viz. 1 = det(T*T) = det(T*)det(T) = det(T)?)
tienen determinante 1. SO(d) es el conjunto de transformaciones ortogonales de determinante 1'4; como
det(AB) = det(A)det(B) estas forman un subgrupo de O(3).

Si pasamos a considerar funciones a valores reales o complejos definidas en R? podemos asociarle a
cada T' € O(d) una transformacién Ur de funciones via la férmula

Urf)(x) = f(T™');

esto es lo que se conoce como una transformacion de variables. Pero es una transformacién muy especial
yva que T es lineal y ademds ortogonal.

Ejercicio:

1. La transformacién Uz del espacio vectorial real (o complejo) de funciones definidas en R? con valores
reales (o complejos) es lineal.

2. UrUg = Urg; en particular Ur es invertible y (U7)™! = Up-1. El mapa O(d) > T — Ur preserva
la estructura del grupo O(d) si se toma a la composicién de transformaciones (lineales) de funciones
como operacién binaria.

3. jAl diablo con la linealidad! Si 7 : R = R?% y ¢ : R — R? son biyecciones entonces 7 o o definida
por (1o 0)x = 7(o(x)) es biyeccién asi como la inversa 7= de 7. id es biyeccién; las biyecciones
de R? forman un grupo B(d) respecto de la composicién con elemento neutro id e inversa 771. Sea

(U'rf)(w) = f(le) , TE B(d) .

Todo lo dicho anteriormente sobre Ur y sobre la relacién de O(d) con {Ur : T € O(d)} vale para
U, B(d) y {U.: 7€ B(d)}.

Obtenemos una copia fiel de (el grupo de) las transformaciones de coordenadas de R?
como transformaciones lineales del espacio vectorial de las funciones definidas sobre
R<.

7. 9/04: Simetrias IIl. Ecuacién de ondas
Se continuo con la consideracién de la transformacién lineal
Urf)(z) = f(T""x)
definida sobre funciones a valores reales (o complejos) de una variable € X. Los resultados y obser-
vaciones pertinentes se encuentran mas arriba en este resumen que no es enteramente fiel a la sucesién

temporal de las clases.

Se derivo la ecuacion para los desplazamientos verticales de una cuerda con tensién horizontal con-
stante: ec. de ondas.

Se obtuvo la solucién general

u(z,t) = f(x +ct) + gl — ct)

14Estas son las que ademds de preservar dngulos y largos también preservan “orientaciones relativas”. Por ejemplo: en
d = 3 se tiene T'(a A b) = det(T)((Ta) A (Th)) si T € O(3).
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para la ec. de ondas espacialmente unidimensional uy; = c>uy,. Esto surge de la transformacién de coor-
denadas & := x+ct y n := x —ct donde la ec. de onda toma la forma (hiperbélica) wg, = 0. Interpretacién
de esta solucion. Reversibilidad ¢ — —t de esta solucién. Posibilidad de considerar soluciones “general-
izadas” de la ec. de ondas al tomar f y/o g con discontinuidades (o discontinuidades en primera o segunda
derivada).

Las caracteristicas x 4+ ¢t = const. de la ec. de ondas unidimensional. Por cada punto pasa un sélo
par de caracteristicas. Las“mdculas” de f y/o g se propagan a lo largo de las caracteristicas.

Problema de Cauchy (o de valores iniciales) para la ec. de ondas (en R x (0,00)) y férmula de
d’Alembert para la solucion.

8. 14/04: Separacién de variables, Transf. de Laplace y de Fouri-
er para la ec. de ondas. Problema de Cauchy (unicidad)
Meétodo de separacion de variables para la ecuacion de ondas. Con detalles de la solucién del problema
U = CUuge +f, 0<xz <L, t>0;

u(0,t) =u(L,t)=0, t>0;

u(z,0) =g(z), wu(z,0)=h(x).

Cuya solucién resulta ser

u(a,t) =Y Tu(t)sin(A,z)

n>1

donde A\, =nw/Ly

To(t)

t
= / sin(cAn (t — 8)) fu(s) ds 4+ gn cos(cAnt) + i sin(cAnt) |
C>\7l 0 A

CAn

con coeficientes determinados por

L L L
falt) = %/0 flz, t)sin(Apz)dx , g, = %/0 g(z)sin(\,z)dz , h, = %/0 h(zx)sin(A,x) dx .

M¢étodo de transformacion de Laplace. Consideramos el problema

uttzczurm7 IEVCR, t>0

con condiciones iniciales

’LL(.’t,O) = h([L‘) ’ ut(x,()) :p({E) , xEV,

desestimando eventuales condiciones de contorno. Vemos que la condicién inicial nos provee la informacién
necesaria para determinar la segunda derivada espacial de la transformada de Laplace temporal'® de u o
sea:

U(z,s) = / e Stu(x,t)dt .
0
Tenemos
s2U(x, 8) — su(z,0) — u(x,0) = Ups(z,8), z€V, s§>0.
Una ODE lineal de segundo orden pero inhomogenea. La solucién se expresa como convoluciéon de la in-

homogeneidad con las soluciones de la ecuacién homogenea asociada. Estas tltimas son ¢ (z, s) = e=5%/¢,

Si V =R y buscamos una solucién acotada del problema dado debemos descartar ¢ para x — co y
a ¢_ para x — —oo. Obtenemos asi a

c

Ulas) = 52 [ €S 0(6) + i) de

15Y no a la transformada de Laplace espacial de u
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para la transformada de Laplace de la solucién acotada u. La inversion de la transformacion de Laplace
(jhagalo con tablas!) devuelve la férmula de d’Alembert.

Transformacién de Fourier Si se considera la ec.de ondas en d dimensiones espaciales y u denota la
transformada de Fourier de una solucién u

ﬂ(k,t)::(Qﬁ)’d/Qj[ e~y (. 1) da

Rd
entonces
ﬂtt = —C2k2 ﬂ
de donde 4 '
U(k,t) = F(k)e'Flet + G(k)eilklet
y por ende

u(k,t) o / etz tlklet) p(k) dk + / ez =lkle) G (k) dke .
Rd R
En el caso de una sola dimensién espacial se recupera la férmula u(z,t) = f(x + ct) + g(x — ct).

También se puede realizar una transformacién de Fourier temporal

u(z,w) = \/% /Re*i‘*’tu(:c,t) dt

que conduce a
—w?u =AU

Esta ec. de Helmholtz se tratara més adelante.

Unicidad para el problema de Cauchy Considere la ecuacién de ondas forzada en una regién V C R? de
borde 9V

(20) uy = EAu+ f, (x,t) €V x (=T,T)
con condicién de contorno

(21) u(z,t) = g(z,t), (x,t) €V x[-T,17],
y condicién inicial

(22) ul(®,0) = p(x) , w(@,0) = b(z).

Suponiendo que este problema admite dos soluciones u(*) y u(?)| consideramos a w := u® — u?);
entonces w es solucién del problema con f = g = ¢ = ¢ = 0. Demostramos que w = 0 de donde se
desprende la unicidad ©™) = «(?). Para este fin consideramos la funcién E, asociada a una solucién u de
(20):

E.(t) = / (u)? + 2 (Vu)?) dz .
\%
Esto puede necesitar hipétesis de integrabilidad sobre u; y (Vu)?. Ahora
((ug)* + A (Vu)?)y = 2ugugs + 262 (V) - (V)

y, por la férmula de Green

/ (Vu) - (Vuy)dx = —/ usAudx —|—/ ug(Vu) - do .
\% 1% ov
Entonces, permutando la derivada temporal con la integracién espacial

diu = /V(((Ut)2 + A (Vu)?)dx = 2/

|

(ugugy — CugAu)de + 2/ ut(Vu) - do
1%
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:2/ Uy {utt—c2Au}dw+2/ ut(Vu)~da:2/ ut(Vu) - do .
v v v
Pero entonces ya que w = 0 en 9V también w; = 0 en 9V para todo t € (=T, T) y por ende

dE,
di

Ahora, ya que w(x,0) = 0 también (Vw)(x,0) = 0 y como w;(x) = 0 obtenemos E,,(0) = 0 y por lo
tanto E,,(t) =0 en (=T,T). Pero

0= By (t) = /V((ut)Q + (Vu))da

implica que
ug(x,t) = 0= ug, (x,t)

para todo t € (=T,T) y todo x en el interior de V' de modo que u = 0 en el interior de V para todo
€ (=T,T). De modo que si u es continua, u =0 en V x [-T,T].

9. 16/04: Propiedades cualitativas de la ec. de ondas (1 dimen-
sién espacial); caracteristicas; férmula de d’Alembert para la
ec. inhomogenea. Producto escalar en R? y vectorial en d = 3

Consideraciones sobre la solucién del problema de Cauchy para la ec. de ondas en una dimensién espa-
cial basadas en la férmula de d’Alembert. Caracteristicas y el tridngulo caracteristico de un punto. Zona
de influencia de un intervalo espacial arbitrario. Fendmeno de “permanencia”. Férmula de d’Alembert
generalizada para el problema de Cauchy de la ec. de ondas inhomogenea (forzada) us = c*uy, + F:

—ct

x+ct
u(x,t):%(f( Fet) 4+ flz—ct) + 216/06 ds+//A(m (4, s)dyds ,

donde A, 4) es el tridngulo caracteristico del punto (z,1).
Demostracién de esta via la férmula de Green planar:

[ (@ -Pizay=¢ (Pds+Qay
' oOF

para funciones P, definidas en F' C R? donde las variables ortogonales = e y estdn positivamente
orientadas y la integral de linea se toma en el sentido positivo. Entonces

/ F(y,s)dyds = / (ugs — czuyy)dy ds = —/ [cz(uy)y — (us)s)dy ds
ANERS) At AN

— ]{ (Puy ds + us dy) ,
BUL;UL>

donde BU L1 U Ly es el perfmetro del tridngulo caracteristico de (x,t) recorrido en el sentido positivo:
B:{(y,O) x76t§y§z+6t}7 le{(yvf(yfxfct)/c) : xJFCtZyZﬂf},
Lo={(y,(y —z+ct)/c): v 2y 2 a—ct}.

Las integrales de linea se calculan a:

x+ct
/B<02uy ds + us dy) = / 9(y)dy , /L (Puy ds + us dy) = cf (x + ct,0) — cu(z,t)
xT 1

—ct

/ (Puy ds + us dy) = cf (v — ct,0) — cu(x, t)
Lo
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de donde se obtiene la formula de d’Alembert generalizada.

Producto escalar en R¢. Producto vectorial en R®; tensor totalmente anti-simétrico en tres indices
€j,k¢; grupo de permutaciones y signo de una permutacién (“toda permutacién es producto finito de
transposiciones y el nimero de estas involucradas es siempre par o impar”). Propiedades de €; 5 ¢

€o(j,k,0) = S9N(0)€) ke , Para toda permutacion o .

3 3
§ €j ke 0€n,m,e = 0jnOk,m — 0j,mOk,n » § €j ke 0€n k0 = 2051 -
=1 kf=1

10. 21/04: Ec. de ondas en d dimensiones espaciales. Principio
de Huygens

Busco extender las propiedades cualitativas geométricas de la ec. de ondas vistas en una sola dimensién
espacial al caso de d dimensiones espaciales. Considero entonces la ec. de ondas en la franja R? x [0, 7]
donde T > 0. En el hiperplano {(x,0) : * € R¢} considero la bola de radio ct, —para 0 < t, < T—
alrededor de un punto x, dada por

B :={(x,0): |x —zo| < cto} .

B juega el rol de la base del tridngulo caracteristico [z, — cto, T, + cto] = {2 : | — x| < ctp} en una
dimensién espacial. Considere el cono (de vértice (@o,t,) y “base” B cuyo manto estd especificado por
las superficies caracteristicas {(x,t) : |& —@o| =c(to — 1), 0<t <t,})

Claoity) = 1(x,t) s | —2o| < c(to—1t), 0t <t}
Teorema 10.1 Si tanto u como uy se anulan en B entonces u se anula en Cig, )-
Usaremos la siguiente notaciéon. Para « vector arbitrario y r > 0
B.(x) :={yeR®: |y — x| <r}
es la bola de radio r alrededor de  mientras que
Sp(x) ={yeR?: |y —z[=r}

es su borde la esfera del mismo radio alrededor de x. Observese que cualquiera sea el campo escalar
continuo y +— f(y) definiendo

I(r) == /Br(z)f(y)dy=/or (/Sp(z)f(y)dy> dp,

se tiene

para la derivada de I.
Volvemos al Teorema y damos su
Demostracién: Usamos el método de la energia que ya fue usado para demostrar unicidad del problema

de Cauchy para la ec. de ondas inhomogenea. Consideramos entonces la energia asociada con la bola de
radio ¢(t, — t) alrededor de x,:

E(t) ::/ (u +A(Vu)Hdy, 0<t<t,.
Bc(to—t)(mo)

Observe que el dominio de integracién depende explicitamente de ¢. Claramente E(t) > 0. Como u = 0
en B = By, (o) tenemos Vu = 0 alli de modo que E(0) = 0. Para demostrar que E(t) = 0 para
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0 <t <'t, basta ver que E’ es no-positiva pues entonces [0,t,) > ¢t — E(t) es no creciente y positiva luego
0 < E(t) < E(0) = 0. Calculamos la derivada. Como el dominio de integracién depende de ¢ tenemos dos
términos

Et) =2 / (w2 + (V) - (Vug))dy — ¢ / (2 + A(Vu)2)dy |
Bc(tu—t)(mo) Sc(to—t)(mo)

=:A

donde el segundo sumando —cA es la contribucién de la derivada de lo que arriba llamamos I(c(t, — t))
para el integrando (u? + ¢?(Vu)?). El término cuyo integrando es (Vu) - (Vuy) en el primer sumando
puede reescribirse con la primera identidad de Green:

/ (9Af + (Vg) - (V))dy = / o(Vf) ndo
1%

2%

donde n denota la normal normalizada hacia el exterior de la regién cerrada y acotada V' de borde 9V'.
Con esta identidad (aplicada con g = u; y f = u) obtenemos

E'(t) = —cA+ 2/3 ( )(utut2 — u Au)dy + 202[5 ug(Vu) - ndy .
c(to—t) (Lo

c(to—t) (o)

El segundo término se anula en virtud de la ec. de ondas. Para el tercer término tenemos

/ u(Vu) - ndy
Sc(t(,—t) (xo)

pero, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

< / o] |(Vr) - mldy -
Sc(to—t)(wo)

[(Vu(y, 1)) - (n(y)] < [Vu(y,t)] [n(y)] = [Vu(y, 1),
de modo que

1
/ ut(Vu) - ndy
Sc(to—t)(mo)

< / e | (V) dy = / e [e(V)|dy -
Sc(ta—t)(mO) ¢ Sc(to—t)(mO)

Ahora,
1
lue(y, )] le(Vu)(y, 8)] < 5 {(ue(y,1)* + [l (Vu)(y, )]}
con lo cual
1 2 2 2 1
lut| |e(Vu)|dy < 5 (ug)® + c¢*(Vu)*)dy = B A.
Sc(to—t)(mo) Sc(to—t)(mo)

Con lo cual demostramos que

202/ ug(Vu) - ndy| < cA
Sn(to—t)(mo)

y por ende E'(t) < —cA + cA = 0 de donde obtenemos E(t) = 0 en [0, t,].
De la nulidad de E(t) para todo t € [0,,] se desprende que u; = 0y que Vu = 0 en B, _4)(a,) Para los
mismos ¢ con lo cual u = 0 en el cono especificado. W

Después de ver que la observacién hecha en una dimension espacial sobre la “zona de influencia” de
datos iniciales persiste en cualquier dimension espacial, pasamos a considerar el caso de tres dimensiones
espaciales (d = 3) que como veremos es sumamente particular (Principio de Huygens). Comenzamos
este andlisis con el estudio de soluciones radiales. Buscamos entonces soluciones u de la ec. de ondas en
R3 x [0,00) que dependan solamente del radio con condiciones iniciales que tengan la misma propiedad

(23) u(@,0) = f(lz]) , w(z,0)=g(|z)
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con f y g funciones definidas en [0, 00). Si u(x,t) = v(]x|,t) con v definida en [0, 00) x [0, c0) entonces v
satsiface la ec. de ondas radial (en 3 + 1 dimensiones):

v = E(vpr + 20, /1) .
El truco p(r,t) = rv(r,t) conduce a
pie = prr

que es la ec. de ondas unidimensional pero con la condicién de borde p(0,t) = 0. Las condiciones iniciales
son

p(r,0) =7rf(r), pe(r,0) =rg(r).

Si extendemos a f y a g a funciones pares f~y g sobre toda la recta real con f(—x) = f(z) y g(—z) = g(x)
para z < 0, la férmula de d’Alembert nos da la solucién'®

- - r+ct
(24) plryt) = % {C+a)fr+a)+e-a)fr—a}+o /7 vl 620,

para la cual

p(0.0) = 5 {etfen) ~eft-en}+ o [ vty =0,

2c J_.

ya que j~’ es par y ya que el integrando y — yg(y) es impar. El manipuleo de la integral muestra que
podemos reescribir

1 1 r4ct
p(rit) = S +et) f(r+ct) + (r—ct) f(Ir —etl)} + o / o yg(y)dy ,

donde todo estd en términos de los datos de Cauchy originales f y g. Obtenemos entonces la solucién
radial del problema de valores iniciales

- of) — zl — ¢ |x|4ct
(CECESEEC I yolu)dy

u(a:,t)—;{f(w+0t)+f(|w|Ct|)}+02t{ || 2c|z| J,

|| —ct|

Observe que
uw(0,t) = f(ct) + ctf'(ct) + tg(ct) .

11. 283/04: La ec. de ondas en d = 2,3 dimensiones espaciales.
Demostracién de la férmula de Poisson (Kirchhoff). Princi-
pio de Huygens

0 1
0= gt PO {Wt foe 9("”"”} o

usando promedios

1
a(r,t) = —— t)d >0, t
u(r,t) 4W2/Sr(0)u(y, Jdy, r>0, t>0,

sobre la esfera de radio arbitrario alrededor de 0 para obtener u(0,t) y luego u(x,t) por traslacién.
Consideracién de la propagaciéon cuando f y ¢ tienen ambos soporte finito y deduccién del Principio de
Huygens fuerte. Si & no esta en la unién del soporte de f con el soporte de g entonces hay ¢; > 0 tal que
u(x,t) = 0 para todo t < t1 y hay to > t; tal que u(ax,t) = 0 para todo ¢t > ts.

160bserve que r > 'rf('r) y 7 — rg(r) son ambas impares si tomamos extensién par de f y de g; entonces r — p(r,t)
serd impar con lo cual p(0,t) = 0. pero esto se verd explicitamente luego.
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La ec. de ondas en dos dimensiones espaciales y desarrollo de la la solucién por restriccién dimensional
para obtener:

1 9(y) 9 ] 1 / 9(y)
u(z, t) = — ————dy + — ——=—dy, , t>0.
(1) 2me »/Bct(m) 22 — |x)? Y70t 2rc Bur(a) /2% — |z|? y

Consideracién de la propagacién cuando f y g tienen ambos soporte finito y deduccién de ¢ como velocidad
de propagacién méxima y del fenémeno de permanencia. Si  no estd en la unién del soporte de f con
el soporte de g entonces hay t; > 0 tal que u(x,t) = 0 para todo ¢t < t; y hay t2 > t; tal que u(x,t) no
depende de t para todo t > ts.

12. 24/04: Ecuaciones de potencial (Poisson, Laplace); funciones
armonicas. Problemas de Dirichlet, Neumann y Robin. Prin-
cipio Extremal.

[Recuperacién de una clase perdidal. Ecuaciones de potencial: ec. de Poisson Au = fen V C R? y
Laplace (caso f = 0). Funciones arménicas. Paradigma de la EDP lineal eliptica.

1. Caso undimensional.

2. Relacién necesaria para la solubilidad de la ec. Poisson

| t@yiz= [ (vu)-nda.

donde n(x) es la normal exterior en € V. En particular para una funcién armdnica ¢ se tiene

/H(Vga) ‘ndo =0

para toda hipersuperficie (d — 1)-dimensional (suave) H contenida en V.

3. No hay unicidad de la solucién. Al contrario: hay enormes cantidades de funciones arménicas. Y
v =u+ h con Au = f y h armodnica es solucion ya que Av = f. En general se espera unicidad si
se imponen condiciones de borde (cuando lo hay) o condiciones sobre el comportamiento asintético
(cuando no hay borde).

a) (Problema de Dirichlet). Se especifica el valor de w en OV: u = g en JV.

b) (Problema de Neumann). Se especifica el valor del gradiente de u proyectado sobre la normal
en el borde: (Vu)-n =g en dV.

¢) (Problema mixto o de Robin). Se especifica u + a(Vu) - n = g en JV con a y g definidas en
el borde.

En estos tres casos se tienen resultados de unicidad bajo hipétesis razonables sobre OV y los datos
dados.

4. “Inestabilidad”. Ejemplo de Hadamard: En R x (0, 00) la ec. de Laplace con u(z,0) = 0y u,(z,0) =
sin(Az)/A (A > 0) tiene la solucién uy(z,y) = A~ 2sin(A\z)sinh(A\z). Ya que |uy(z,0)] < A7! la
condicién en el borde OV = {(x,0) : « € R} es una perturbacién pequena de la condicion homogenea
u = uy, = 0 en OV para A\ grande. Sin embargo para z fijo no igual a mm/\ la solucién crece
exponencialmente con y lo que no es una perturbacién pequena de la solucién trivial.

5. Armoénicas polinomiales. Si N > 2
_ Q2 ag
u(wy, 9, ,Tq) = § Caraz,,aal] Ta” o Ty
artaz+-Fag<N

serd armonica si los coeficientes cq, a,,-,a, Satisfacen ciertas ecuaciones lineales que admiten en
general muchas soluciones linealmente independientes (e.g. 2% — y? + 2z, xy + 3y — 7, etc.).
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6. Armonicas radiales en d = 2. En caso de que u sea radial en R? conlleva u,, +r 1u, = 0 una ODE
de Euler con raiz del polinomio indicial cero (doble). Las soluciones son u; = const. y us(r) =
—(1/27)In(r) que no es regular en el origen (el factor es cuestién de conveniencia solamente). ug es
la llamada solucién fundamental y es la nica no trivial que es radial.

7. (Principio extremal débil). Una funcién armoénica asume su méximo y su minimo en el borde. Le.:

minu < u(x) <mixu, xe€V .
ov av

Demostracién: Considere v(z) = u(z) + d|x|?> con § > 0. Vea que Av > 0 de modo que no hay
méaximos locales adentro. Sea M := maxpy u y L := méxyy |x|?. Entonces, cualquiera sea x

v(x) <mdxv < M+ 6L
v
luego
u(x) = v(x) — S|z < M +5(L — |x|?) .

Dado z y € > 0, hay § > 0 de modo que §(L—|z|?) < € y entonces u(z) < M +e¢. Luego ya que € > 0
era arbitrario, u(x) < M. Pero —u es arménica de modo que —u(x) < maxgy (—u) = — mingy u. B

8. Medias esféricas y Principio Extremal fuerte. FALTA RELLENAR

13. 28/04: Unicidad en el problema de Dirichlet. Problema de
Dirichlet para el disco, formula de Poisson.

Algunas consecuencias y comentarios. El Principio Extremal no vale en dominios no acotados; ejemplo:
u(z,y) =In(z2 +y?) en V = {(z,9) € R? : 22+ 4% > 1} con borde 9V = {(z,y) € R? : 22 +y? = 1}

satisface © =0 en OV perou > 0en V.
Unicidad del problema Dirichlet via Principio extremal (débil o fuerte).

Teorema 13.2 Si u es arménica en R? con im0 u(x) = 0 entonces u = 0.

Demostracién: Dado € > 0 hay r, > 0 tal que |u(z)| < € si « esta fuera de la bola B, (0). Dado y € R?
elija 7 > 0 tal que B, (0) C B,(y) entonces

/ udz
S-(y)

u(y) = IS~

< |Sr|71/ luldz < €.
Sr(y)

Teorema 13.3 Si V C R? es un abierto acotado de borde suave OV entonces:
1. El problema de Dirichlet en V tiene a lo sumo una solucion.
2. Siu y v son soluciones del problema de Neumann para V entonces u — v es constante en V.

3. Sia>0 en dV entonces el problema mizto en V tiene a lo sumo una solucion.

Demostracién: 1. es consecuencia de 3. tomando a = 0.
En los casos 2. y 3. suponemos que u y v son soluciones de la ec. de Poisson con fuente f. Definiendo
w :=u — v se tiene Aw = 0 con lo cual w es arménica. Por la primera identidad de Green

(25) /V(Vw)Qda: = / w(Vw) - ndo .

oV

En el caso 2., (Vw) -n = (Vu) -n—(Vv)-n=g—g=0en dV de modo (25) implica que Vw =0en V
de donde w es constante en V.
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En el caso 3., tenemos w+a(Vw) -n = u+a(Vu) - n—[v+(Vv) - n] =g—g =0y luego w = —a(Vw) -n
en 9V de modo que con (25)

/V(Vw)le' = */ a[(Vw) - n]?do .

oV

Si a > 0 el miembro izquierdo es mayor o igual a 0 y el miembro derecho es menor o igual a 0. Se sigue
que Vw=0enV y que w=0en 0V de modoque w=0en V. R

Teorema 13.4 Si u es C*(V) para un abierto acotado V 1y satisface la propiedad del promedid esférico
en todo punto de V' entonces u es armdnica en V.

Demostracién: Suponga que hay x, € V con Au(x,) # 0. Considerando —u si fuere necesario, podemos
suponer que Au(x,) > 0. Hay entonces r > 0 tal que Au(z) > 0 para todo = € B,(x,) y, ademds,

B, (x,) C V. Entonces
0</ Audm:/ (Vu) -ndo .
Bi(x,) S (20)

(Vu) - n(zy + re) = (gjf) (@0 +re)

Pero

de modo que

/ (8u) (x, +re)do = ra-t / <8u) (x, +re)de = ra-t <3 / u(x, + re)de)
Sy (20) or Sy (o) or or Sy (o)

0 0
=719 | p <|51 /Sl(wo) u(x, + re)de) ‘Sr|8r (u(x,)) =0,

donde usamos la propiedad del promedio para u(z,). Entonces 0 < |, Br () Audx = 0 y esto implica que
no puede existir x,. W

Problema de Dirichlet para el disco en R?: Separacién de variables y serie de Fourier para la condicién
de Dirichlet u(a, @) = h(p). Férmula de Poisson:

@) [ () "
o7 o a%—2arcos(p — ')+ r? '

(26) u(r, @) =

14. 30/04: Motivaciones hacia las distribuciones. Segunda iden-
tidad de Green y férmula de representacion de Green para
el problema de Dirichlet de la ecuacion de Poisson.

FALTA

15. 7/05: Distribuciones.

FALTA

16. 12/05: Funciones de Green I (Laplaciano)

Partiendo de la segunda identidad de Green

Ov ou
(27) /v (uAv — vAu) dx = /av (uan — van) dx
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y usando las soluciones fundamentales (soluciones radiales de la ec. de Laplace con singularidad puntual)
hemos obtenido las férmulas de Poisson (26) en dos dimensiones y en tres dimensiones

) =32 f 4w () * e -

para armonicas u en un dominio V. Estas férmulas expresan los valores de u en V' en términos de los val-
ores de u y de su derivada direccional normal en el borde 0V de V. Mencionamos ya la idea de ‘corregir’
las soluciones fundamentales " con una funcién arménica suave v de modo que I' + v se anule en OV; en
tal caso (28) nos entrega una férmula para v que sélo involucra los valores de u en el borde y esta
es entonces la soluciéon del problema de Dirichlet para la ec. de Laplace. Esta es la idea béasica detras de
las funciones de Green.

Dado un punto x, € V' la funcién de Green (mds especificamente la funcién de Green para el problema
de Dirichlet) del Laplaciano en el abierto V' C R? es una funcién V 3 z — G(x; x,) tal que

1. G(-;x,) es arménica en V salvo en x,; o sea en el abierto V'\ {z,}.

2. G(-;x,) es nula en V.

3. G(z,z,) — T'(x,x,) es finito para bmz = x,.

En el sentido de distribuciones la funcién de Green del Laplaciano satisface
(29) AG(z,x5) =0z, (x) en V'y G(,x,) =0en dV .
Teorema 16.1 Si G es la funcion de Green del Laplaciano entonces:

1. la solucion del problema de Dirichlet de la ec. de Poisson, Au= f enV yu =g en V, satisface

oG
u(@,) = /V G, x,) () d + /d (@) %6 (@, ) do(x) .

\%4 811

2. G(z,y) = G(y, ) para todo x,y €V con x # y.

3. G es Unica.

(Existencia de la funcién de Green? El analisis de la solubilidad de (29) conduce a la existencia. Otra
idea: deformacién suave de un dominio que tiene funcién de Green conduce a la existencia de la funcién
de Green del dominio deformado.

Ejercicio: Verifique que la funcién de Green del semiespacio V := {x € R® : x3 > 0} de borde 9V =
{x eR®: 23 =0} es

Lo-1 1 1
G((E,y) =F(w,y)—F(w,y ): E (|az—y| - |m_y*|) ’

donde y* = (y1,y2, —y3) es la reflexién de y € V en 9V.

Ejemplo: La funcién de Green para el Laplaciano en la bola. V = {z € R? : |z| < R}, 0V = Sr(0).
Para 0 # = € R? sea
x* = Rz /|x|* .

Entonces |z*| = R?/|x| de modo que si || < R se tiene |z*| > R. Ademds, cuando |z| = R se tiene
T =

Lema 3 Six # 0 # y entonces |||y — x*| = |y| |z — y*|.
Demostracién: Tomamos cuadrados y calculamos

z|* |y — z*| = |2 ([y|* + R*=| > — 2R’|x| Pz - y) = |=|* [y|* + R* —2R%x -y ;
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|z — y*| = ly[*(|z[* + R'|y| > = 2R?|y| 2z - y) = |z|* |[y|* + R* — 2R’z - y .

]
Por lo tanto si || = R tenemos
@ — | = [ — o] = 22l |z — a2
R
Luego con
R -1 1 R
Glawy) = Tlew) ~ rey) = o (o )
lyl dr \ |z -yl |yl |z —y*|

y G(x,0) = I'(x,0) — 1/R, la funcién « — G(z,y) es arménica en V salvo en y (pues I'(x,a) lo es en
R3 salvo en = a). Se tiene para = € dV que

G(sc,w:‘l( ! R ):0.

dr \|lz -yl |yl |z —y*|

Y, claramente, la propiedad 3. de la definicién de la funcién de Green se cumple. Entonces G es la
funcién de Green de la bola de radio R. Para calcular K (x,y) := 2% (x,y) el llamado nicleo de Poisson

observamos que:

on

Vlieg—a|=(x—a)/|lx—al;

luego
1 —x, R(x — x*
VG(z,x,) = — oz, K-z ;
T\ =2l @l —ayp
entonces si @ € OV
1 |z, € 2/ p2
o) — — Lo — —x) = 1 o 3
VG(z,x,) prep—— (a: T JE (z a:o)> praP—— (1—|xo|?/R?)

de modo que

El nucleo de Poisson es entonces

K =
(@.y) At R|x — z,|3

Formulamos el resultado multidimensional

Teorema 16.2 Si V C R? es un abierto acotado de borde suave OV entonces
1. El Laplaciano tiene una funcion de Green G para el problema de Dirichlet en 'V que es tinica.
2. G(z,y) = G(y, ) para todo x,y €V con x # y.

3. Para cualquier y € V fijo la funcion V > x — G(x,y) es negativa y armonica en V \ {y} y se
anula en V.

4. Para cualquier x € OV fijo la funcion V > y + K(x,y) = (V,G)(x,y) n(x) es positiva y armdnica
enV y se anula en OV \ {x}.

5. Si Vi y Vy son abiertos acotados de borde suave en R* con funciones de Green Gy y G respectiva-
mente y si V1 C Vo entonces se tiene

0 2 Gl(m,y) Z G2($ay) Z F(ﬂ%'y) )

para ¢,y € V7.
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El ejemplo de la bola en R? se puede extender a cualquier dimensién (con el Lema). Sea

-1
d>3,

I =
)= ga oz 12

donde |B;| denota el volumen de la bola B;(0) de radio 1 en R%; ie. |By| = «%?/T(1 4 d/2) =
274/2 /(dT'(d/2)) siendo ahora I la funcién gamma de Euler. Entonces

o | Ta(lz]) = Ta(R) , sly=0
(z,y) := Fd(|m—y|)*rd(%\$*y*|) , siy#0 7

donde y* = (R?/|y|*)y, es la funcién de Green de la bola (abierta) de radio R en R? y el niicleo de
Poisson asociado es

K($7y) =

17. 14/05: Funciones de Green II

FALTA

18. 19/05: Arménicas que separan en coordenadas esféricas
(Funciones esféricas)

Vea las notas Funciones esféricas que estan en la w-pagina.

19. 21/05: Problemas de autovalores. Sobre todo para A. Fun-
ciones de Bessel

El problema de autovalores para el Laplaciano en un abierto acotado V' C R? de borde suave consiste
en encontrar A € C y u definida en V' no nula de modo que

—Au=u enV
y alguna de las siguientes condiciones en el borde 9V:
= (D) Dirichlet: u =0 en JV.
s (N) Neumann: (Ou/0n) = (Vu) -n =0 en 0V donde n(x) es la normal (exterior) en x € V.
= (R) Robin: u + a(0u/dn) = 0 en 9V, donde « es una funcién real no-negativa en OV.

En tal caso, —\ es autovalor de A y u es autofuncién a ese autovalor. Con L?(V) se denota el espacio de
Hilbert complejo de las funciones f complejas definidas en V' que satisfacen

1112 I:/V\f(:c)\zdm < 0.

El producto escalar asociado es
(f9) = [ T@lgla)de
1%

Veamos que en los tres casos el Laplaciano resulta ser simétrico respecto de este producto escalar. En
efecto si tanto u como v satisfacen cualquiera de las tres condiciones en 9V entonces la segunda identidad
de Green nos da:

(u, Av) — (Au,v) = /V(a(m)) — o(AT))dz = /av <ug;i - ugz) do ;
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Tanto en (D) como en (N) la integral sobre el borde se anula; en el caso (R) el integrando en el borde

17
e\ oman | ovomy
“an U@n B a@n@n O‘anan B

es

En los tres casos entonces

(30) (u, Av) = (Au,v) .
Supongamos que —\ sea autovalor con autofuncién correspondiente u. Entonces AT = —\% y por la
simetria

M) = (i) = (u, —Au) = — (A, 1) = —/V(Tu) wdaw = — /V(Aa)udm ~ Nu,u) ;

osea (A — \)|lul|? = 0 de donde A = X ya que u # 0. Los autovalores son reales. Pero ademds, por la
primera identidad de Green,

Al = . a) = [

\%

— ou Ju
=— Vu) - (Vu d:c+/ ﬂ—daz—/ Vu 2da:—|—/ u—do ;
| - (v | ug (v | g

en los casos (D) y (N) la integral sobre el borde se anula y en el caso (R) tenemos

@da——/ aaj@da——/ a@
3V8n o v anan o oV 871

que es manifiestamente no-positivo cuando o > 0. De modo que en los tres casos

ﬂAudw:—/(Vﬂ)-(VU)dm—F/ ﬂ@da
v ov On

2
do

Al > /V (Vu)|? dae

de donde deducimos que A > 0 pues |Ju|| # 0. Ademds, si A = 0 obtenemos Vu = 0 y por ende u = const.
y, en el tal caso, para la condicién (D) necesariamente v = 0 lo que contradice la hipdtesis de que A (= 0)
es autovalor. En cambio para la condicién (N) u = const. no-nula es autofuncién al autovalor 0. En el
caso (R) 0 es autovalor si « es una constante no-nula. En resumen:

Teorema 19.1 Si —\ es autovalor de A entonces A > 0 en cualquiera de los tres casos; A > 0 en el
caso (D) o (R) cuando o no es constante. 0 es autovalor para la condicion (N) o para (R) con o una
constante no-nula.

Ya que si u es autofuncién también w y —u son autofunciones al mismo autovalor, tanto (u + u)/2 como
(u —w)/(2i) son autofunciones reales al mismo autovalor.

Considere ahora dos autovalores A\ y Ao con autofunciones asociadas w1 y uo respectivamente. Por la
simetria (30)
=1 (ur, u2) = (Aug,ug) = (ur, Aug) = —Aa(ui, uz) ;

por lo tanto (A1 — A2){uy, uz) = 0 ergo:

Teorema 19.2 Las autofunciones a autovalores distintos del Laplaciano en V' con condicién (D),(N) o
(R) son ortogonales.

Laplaciano en una bola de R® Consideramos un ejemplo concreto: V = Bpg la bola (abierta) de radio
R en R3. Buscamos los autovalores —\ que admiten autofunciones u para las cuales u(x) = R(r)Y (z)
donde r = |z|. La teorfa de las funciones esféricas desarrollada nos indica que necesariamente Y es una
funcién esférica de algiin orden ¢ € N. En particular Y es combinacién lineal de los armonicos esféricos
Y,/ con m =0,%+1,4£2,.--- ,+( La ODE radial es entonces

r*R"+2rR + (Ar® —£({+1))R=0.

17 Aqui usamos que « es real.
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La posibilidad A = 0 donde R(r) = 7 puede cumplir eventualmente una condicién de borde (N) o (R)
pero ninca (D). Analizado esto, seguimos con A > 0. En ese caso la transformacién z = VA7 nos conduce
a la ec. diferencial de Bessel esférical® de orden ¢

22X 422X+ (22— Ll +1)X =0
para la funcién X (z) := R(z/v/)). La tinica solucién regular es la funcién de Bessel esférica j,(z) que se

expresa como
Je(2) = 7/ (22) Jog1/2(2)

en términos de la funcién de Bessel de orden (semi-entero) £ + 1/2 . Por lo tanto la condicién para un
autovalor —\ es

- (D): ju(VAR) = 0.
- (N): i (VAR) = 0.
= (R) Suponiendo que « es radial o sea a(R,Z) = ¢ > 0: j,(VAR) + av/A j,(VAR) = 0.
Para poder seguir necesitamos el siguiente resultado fundamental
Teorema 19.3 Para v real no-negativo la ec. diferencial de Bessel
(31) 22X 42X+ (- 1v)X =0,

admite dos soluciones linealmente independientes J, y Y, en el plano complejo sin el semi-eje real negativo
{z€C: Im(z) =0, Re(z) <0}. La funcidn de Bessel J, es reqular en z = 0 mientras que la funcidn de
Neumann (o de Weber, o de Bessel de seqgunda especie) Y, tiene en z = 0 una singularidad logaritmica
para v =0 y un polo de orden v para v > 0.

_ (=2 - *7,1;(1/2)” , v>0
Tu(2) = rv+1)’ YV(Z)A{ (271'()1/11%;2) , v=0

Ambas funciones tienen denumerablemente infinitos ceros no-negativos que son simples con la posible
excepcion del cero 0. Denotando con {&, 5 : k=1,2,--- Y ycon{nyp: k=1,2,---} los ceros no-negativos
de J, y de J!, respectivamente enumerados de menor a mayor se tienen las relaciones de entrelazamiento

VSUV,1<§V,1 <771/,2<§V,2<"';

&1 <& <& <&pra< o

Ademds si b y a son constantes reales la ecuacion
(32) bJ,(z) + axJ,(x) =0

tiene denumerablemente infinitas raices positivas {p, 1+ k=1,2,---} y se tiene

. 0 . sikAK
| o0 sa) o) do = § (rliwa)*/2 ; sik=kya=0
0 (b/a) 2';!;:,19_” (JV(ILLV,]C)2 ’ stk=Fk ya 7é 0

Obtenemos entonces los siguientes autovalores y autofunciones:
» D) Ak = (Cr1j26/R)? con L eNy k=1,2,--. ugp(x) = je(Eog1/2.47/R) Yo ().
s (N) Apg = (Megrjo6/R)Pconl e Ny k=12, ugp(x) = jo(nes1/2,,67/R)Ye(Z).

» (R) Suponiendo que « es radial o sea (R, Z) = ¢ > 0: g, = (fg41/2,6/R)* donde pip1 195 son las
raices de (32) con b =1y a = ¢/R. ugr(x) = je(pes1/2,67/R)Ye(Z) donde Y.

18
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donde Y es cualquier funcién esférica no-nula de grado ¢ (hay (2¢+1) de estas linealmente independientes).
Observamos que, en cada caso, las autofunciones explicitadas son ortogonales entre si ya que denotando
con (¢, los ceros que corresponden en cada caso:

R
(w17 = / dr 2y (Coxr/ R)jo (Co s/ R) / Vi@)Yy (@do
0 S2

TR? [!
e aas T/ tJos172(Cent) Jog1/2(Cepet) dt
0

(gé+1/g(€u,k))2/2 , , (D)
Miv12 — (L+1/2) )
7R? : (Jog1/2(Ne41/2,8)) , (V)
= 0¢,0 0,k 5 s 2277?“ 2k +/ , +1/2,
(R/0)" + iy )np — (L +1/2)
2+2/ : (Jor1/2(es1/20))* + (R)
Hov1/2.k

iSon un montén de autovalores y cada uno con multiplicidad no menor a (2¢ + 1)! La pregunta por
otros autovalores se contesta negativamente con el resultado de que si elegimos los Y, como Yy, con
m=0,£1,£2,--- ,£¢ donde {Yy,, : m=0,£1,£2,--- , £} es linealmente independiente (por ejemplo
Yim = Y™ los arménicos esféricos) entonces {ug k. m} es un sistema ortogonal total'® en L?(Bg). Cada
autovalor A tiene multiplicidad 2¢ + 1.

Continuamos con propiedades generales de los problemas (D),(N) y (R) en V. FALTA

20. 02/06: Clasificacién y tipologia de las EDP de segundo or-
den lineales; superficies caracteristicas; formas candnicas

Vea las notas correspondientes an la w-pagina.

21. 04/06: Variables aleatorias; distribucién (y densidad); me-
dias (expectaciénes)

Una sola variable real &: funcién distribucién (de probabilidad) F(x) = Prob{{ < xz}. F es no-
decreciente y continua a la derecha con lim, , o F(z) = 0 y lim, o F(z) = 1. F tiene toda la in-
formacién en la medida que Prob{a < & < b} = F(b) — F(a). Ejemplo: variable discreta con valores
1 < k9 < --+ < xn y probabilidades py = Prob{¢ = 1 }; grafico (funcién escalera con saltos de magnitud
pr —discontinuos desde la izquierda— en los ptos. x3). Ejemplo F(z) = 0 paraz < 0y F(z) = (1 —e™*/*)
para x > 0 (gréfico); en ese caso la derivada f existe salvo en © = 0 (pero la derivada a la derecha
existe en todo punto) y se tiene F(x) = ffoo f(y)dy; f se llama la densidad de probabilidad ya que
f(z) =lima_0 Prob{z < { <z + A}/A.

Promedios y valores de expectacién. En el caso acotado donde £ tomavalores en un intervalo [a,b] se
consideran particiones
a=z,<x1 < - -<xny_1<zTN=Db

y el promedio
N N
Y tiProbi{w; 1 <& <} =Y t;[F(x;) — Fla;1)],
j=1 j=1

donde los t; son puntos arbitrarios del j-ésimo intervalo (z;_1, z;]. En el limite de particiones infinitamente
finas (Riemann) se obtiene la integral de Riemann-Stieltjes

/ab zdF(x) .

19Esto es: las combinaciones lineales son densas
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Se tiene consistentemente con la notacién que F'(z) = fax dF(x). Cuando F admite la densidad f se tiene

fab zdF(z) = f: xf(z) dx. Se define la media o valor esperado de la variable aleatoria £ como

b
E(¢) ::/ xdF(x) .

de la misma manera que para integrales de Riemann impropias se interpreta a
(oo}
BQ= [ P
—oo

cuando £ no es acotada. Més generalmente
[ee]
B6(0) = [ ola)dF(@)
—o0

cualquiera sea la funcién a valores reales definida en R. Aqui ¢(£) se entiende abstractamente como la
variable aleatoria cuyos valores son ¢(z). El k-ésimo momento de la distrib. F' para k = 0,1,2,--- es el
caso ¢(x) = 2* (sobrentendiendo que z° = 1):

= E(E*) = /jo ¥ dF(z) .

iSe puede determinar (univocamente) a F' a partir de todos sus momentos (cuando estos son finitos)?.
El primer momento que tiene informacién sobre la dispersién (“ancho”) de la distribucién es el segundo;
mas precisamente la diferencia entre po y u? donde p := pp. Si consideramos ¢(z) = (z — u)? obtenemos

E((& — p)?) = B(&? = 2u& + p?) = po — 20° + pi® = po — 11,

y como el miembro izquierdo es (manifiestamente) no-negativo —us > p?— la varianza se define como

o=\ —p?.

Es posible demostrar que (existiendo los dos primeros momentos de la distribucién) o = 0 si y sélo si la
distribucién es constante salvo en un punto z, donde hay un salto de magnitud 1, i.e. F(z) = H(x — x,)
donde H es la funcién de Heaviside?°. Este caso —llamado degenerado— es totalmente banal desde el punto
de vista probabilistico pues la variable no es alaetoria ya que toma el valor z, con probabilidad 1.

Otro caso para ¢ que tiene nombre propio: la funcion caracteristica de la distribucién F' corresponde a
#(r) = e con \ real:

X(A\) == E(e” ) = /OC e~ dF (z)

esto siempre es finito pues | [* e~ dF(z)| < [ dF(x) = F(c0) = 1. Cuando F admite una densi-

dad f se tiene y = v/ 27rf. En general F' puede reconstruirse a partir de su funcién caracteristica.
El paso a dos variables aleatorias &, 7 tiene aspectos novedosos (correlaciones).
F(z,y) = Prob{{ <z &n<y}.

Entonces F(00,00) =1y F(x,—00) = F(—00,y) = 0. Ahora la probabilidad para que el par (£,7) tome
valores en un rectangulo es

(33) Prob{z1 <& <zo&yr <n <y} = F(xa,y2) — F(x1,y2) — F(z2,51) + F(x1,41)
= [F(22,92) — F(21,92)] — [F(22,91) — F(21,91)]
=Prob{z1<{<z2 &n<y2} =Prob{z1<{<z2 &n<y1}
= [F(z2,92) — F(z2, 1) — [F(21,y2) — F(x1,y1)] ;
=Prob{{<z2 & y1<n<y2} =Prob{{<z1 &y1<n<yz2}

20Fs costumbre expresar esto en términos de la densidad de probabilidad asociada d5,,.
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observese que todas las probabilidades intervinientes son no-negativas. Es inmediato que, por ejemplo,
F(za,y1) — Fx1,y1) = Prob{€ < z1&y1 < n < ya} > 0 pues F(x2,y1) = Prob{€ < x2&n < y1} >
Prob{¢€ <z &n < y1} ya que x1 < xo; asi como Prob{ < axo &y <n<ys} > Prob{é <z &y <n <
Y2} por el mismo motivo. Inversamente si F definida en R? toma valores en el intervalo [0, 1] de modo
que si 1 < x2 y Y1 < Y2 entonces —vease (33)

F(x2,y2) — F(21,y2) — F(22,91) + F(21,51) > 0;

y, ademas, F' es continua de la derecha en cada variable entonces F' es una funcién distribucién de un par
de variables aleatorias. Para una funcién ¢ : R? — R se tiene

2o = [ O; / O; b(z,9) dF(z,y) ,

con una definicién de la integral de Stieltjes andloga al caso univariado. Si (92 F/dxdy) = f existe entonces

Blo(en) = | h / " o) fla,y) dedy

y f es la densidad de probabilidad asociada con la distribucion.
Las variables aleatorias se dicen independientes si la distribucién F' factoriza

F(z,y) = Fi(2)Fa(y) -

En este caso no hay correlacién alguna entre las variables aleatorias; las probabilidades asociadas con una
de estas variables son totalmente independientes de las probabilidades de la otra.

En general, podemos asociar a la distribuciéon bivariada F' las distribuciones monovariadas
Fi(z) = Prob{§ <z} = F(x,00) , Fa(y) = Prob{n <y} = F(c0,y)

que son efectivamente las distribuciones de £ y de 7 respectivamente. En el caso no-independiente
F(z,y) # Fi(z)F»(y): jla informacién probabilista de cada una de las dos variables por separado no
alcanza para especificar el comportamiento aleatorio del par!

Los momentos correspondientes son

Kk = E(fknl) ) kvg = 07 172: .
Denotando las medias con g1 = p11,0 y pt2 = po,1 la (matriz de) covarianza es
pr1=E((€ —m)?) =0, pro=E((n—p)?) =03,

pr2 = p21:=E((€—p)(n—p2) = w11 — pape
lo que se organiza a la matriz (2 x 2)
C = P11 5, P12
' P21 5 P22 '

Esta es positiva semi-definida en la medida que 07 y 03 son nimeros no-negativos y —por la desigualdad
de Cauchy-Schwarz— |p1,2| < \/p1.1p22 de modo que det(C) = p1,1p2,2 — piQ > 0. Cuando p;,1p22 > 0
(ambas variables son no-degeneradas®!) se acostumbra definir el coeficiente de correlacién

£1,2
vV P1,1P2,2
que cae en el intervalo [—1, 1]. Es de notar que cuando las variables son independientes se tiene py 1 = py o

y por ende p; 2 = p = 0. Pero la condicién p = 0 no es suficiente para la independencia como se ve en el
ejemplo:

[ (1/4n) , sia?+y?<1
f(xay){o , Si$2+y221 )

215i una de ellas es degenerada entonces hay independencia y p1,2 =0.
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tomando esta funcién como la densidad de una distribucién.

Pasar de 2 a muchas variables aleatorias no trae nada nuevo:
F(z):= Prob{{; <zj paraj=1,2,--- ,n}.

Considere los hipercubos??
an::{az: a; <xz; <bj}.

Los vértices son aquellos vectores v con v; = a; o v; = b; para todo j = 1,2,--- ,n. Hay entonces
2" vértices. Introduciendo #(v) como el nimero de componentes a; del vértice v se obtiene la versién
multi-dimensional de (33):

Prob{é o P} = > (~D)*F(v) = F(,0°%,
{vértices v}

que nos permite determinar la probabilidad de que el vector aleatorio & caiga en el hipercubo ,° v, via
cubrimientos con hipercubos y pasaje a un limite, la probabilidad de que caiga en cualquier subconjunto
X C R” suficientemente regular.
Nuevamente una distribucién de probabilidad multi-variada F' es un mapa de R™ en el intervalo [0, 1] tal
que

F(oO%) >0, V o0°,

con F(00,00,--,00) =1y F(x) = 0 si & = —oo para algin j. Ademds F' debe ser superiormente
semi-continua (continua de la derecha en cada variable).

22. 16/06: Distribucidnes particularmente importantes: Nor-
mal, binomial y de Poisson

Recapitulacién del caso de dos variables aleatorias e introducciéon de las distribuciones marginales
(que se habian olvidado la clase pasada).

Distribucién normal(y normalizada)

O(z) = (277)_1/2/ e /2 gt

—00

con densidad

$(a) = e /2 Vo

Los momentos son
|0 , para k impar
He = 1-3-5---(k—1) , parak par ’

en particular p=pu1 =0y o= \/uz = 1.

Renormalizacién de una distribucién F' arbitraria con primer y segundo mo,mento finitos: 7 := (§—u1)/0;
en ese caso E(n) =0y E(n?) = 1.

En general la variable ¢ se dice normalmente distribuida si

(w—p)/o @
F(z) = ®((z — p)/o) = (27r)*1/2/ e 2t = (2m2)*1/2/ e~ (s=m?/20% g

— 00 — 00

donde p es real arbitrario y o es real positivo arbitrario. En ese caso E(¢) = p y E((€ — p)?) = 02. La
densidad asociada es (27m2)_1/2e_(””_”)2/2”2; esta es simétrica y decae muy rapidamente para |z| — oo.
Por ejemplo:

Prob{—0,67449 < £ <0,67449} =1/2.

220bserve que si ¢ y d son vectores para los cuales dj > c; para algtin j = 1,2,--- ,n entonces 04 =0.
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Distribucion de Poisson. Se llama asi la distribucién discreta pero infinita donde la variable aleatoria
¢ puede tomar valores z, (k € N) con probabilidad

Prob{¢ =z} = \e k!,

donde A > 0 es una constante.

FALTA aprox. Poisson a la distrib. binomial.

23. 18/06: Leyes de grandes ntimeros

Repeticién independiente n veces de un “evento” (“experimento”) cuyo resultado es “si” (S) o “no”
(N) con probabilidad p y ¢ := 1 — p respectivamente. Hay 2" posibles resultados dados por sucesiones
como SNNSSSNSNNSSNSNS ---; la probabilidad de esta sucesion es

Prob{SNNSSSNSNNSSNSNS---} = pqqpppqpqqppqpqp - - -

o sea pPq" % donde k es la cantidad de S en la sucesién (y n — k la cantidad de N). Si solo interesa
la cantidad k de S en el resultado entonces deben tenerse en cuenta las Z maneras de elegir los k
“sitios” de los n posibles donde aparecen estas S. La distribucién de probabilidad asociada es la llamada
distribucién binomial construida a partir de las probabilidades

pn(k) == ( Z ) "k, k=0,1,2,--- ,n.

Conviene introducir la variable aleatoria ¥,, que es el niimero de S en n repeticiones. Se tiene para x real

)

(]
PTOb{En < a:} = { ()Z:kzopn(lﬂ) , i i 8

donde
[x] :=max{j € {0,1,2,--- ,n}: j<x}.
La expectativa es que

Xn
(34) — — p, paran — o0.
n

Ma3és alld de que hay que ser consciente de que estamos en un terreno complicado desde el punto de
vista filoséfico y quizéds tautoldgico, este resultado nos permite intentar una definicién operacional para
la “probabilidad” p en la cual se basa la interpretaciéon inocente y usual de p como una frecuencia. En
todo caso es cierto que cualquiera sea € > 0,

by b))
Prob{‘n—p‘ Se} =Pr0b{—e§ "—pge} = Prob{np — ne <3, < np+ ne}
n n

= Prob{%,, < np+ne} — Prob{%,, < np —ne} =1— Prob{%,, > np + ne} — Prob{%,, < np —ne} .

Para demostrar que

(35) lim Prob{’i"—p’gg}zl7

n—oQ

que es una versién precisa de (34) que se conoce con el nombre de “Ley de grandes nimeros cldsica’
debemos estimar Prob{%, < r}y Prob{%, > r}.

Lema 4 rq
Prob{s, < "
rob{%, >r} < )
(n—r)p
Prob{¥, < <~ =
v < S
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Demostracién: W

Entonces reconsiderando Prob {|Z= — p| < €}, tenemos

np+elg (p+e)g
0 < Prob{%, > np+ne} < 2.2 2

n2e ne
0 < Prob{%, <np—ne} < (g +e)p = (g+ep ,
n2e? ne2

de modo que ambas probabilidades tienden a cero para n — 00, lo que completa la demostracién de (35).

Aproximacion de Poisson. Consideramos n — oo y p — 0 pero con np = A fijo. Entonces
pn(0)=¢"=1-p)"=0-\/n)" — e .

Se tiene
pu(k+1)  pn—k)

pn(k) q(k+1)

de modo que

pa(1) =pn<0>% e,
_ pn—p _
Pn(2) = pn(1) 5 —e )‘)\(A/2) ,

(k) — e AP /KL

En este limite particular la distribucién tiende a la distribucién de Poisson para ¥, con valores zj = k
para k € N.

Aprozimacion normal. Se tiene el

Teorema 23.1 Teorema de De Moivre-Laplace. Si x1 < x5 entonces
lim Prob{np + xz1/npq < X, < np+ x2/npq} = O(x2) — P(z1) .
n—oo

Si se introduce la variable aleatoria normalizada 5, = (S — np)//npq el Teorema de De Moivre-
Laplace dice que en el limite n — oo esta variable aleatoria estd normalmente distribuida con media nula
y varianza 1.

“Ley de los grandes niumeros”. Podemos ver a ¥, como suma de variables aleatorias independientes
{&: k=1,2,---} cada una de las cuales toma el valor 1 (con probabilidad p) si en la k-ésima repeticién
el resultado es S y el valor 0 si en dicha repeticién el resultado es N. Entonces %, = 22:1 .

Generalizando, podemos considerar una sucesién {& : k = 1,2,---} de variables aleatorias & inde-
pendientes y todas con la misma distribucién de media p := E({) finita. Entonces, para todo € > 0, se

tiene la “Ley de grandes niimeros” 23

Teorema 23.2

(36) lim P?"Ob{51+§2+.”+€”—/L’>6}:0.
n— 00 n

Como generalizacién del Teorema de De Moivre-Laplace se tiene el

Teorema 23.3 Teorema del Limite Central. Si tanto la media  como la varianza o de las variables
aleatorias {&} independientes y idénticamente distribuidas son finitas entonces para x € R se tiene

{£1+€2+~~+£nnu<x}
Vo N

(37) lim Prob

n—oo

=®(x) .

23Generalizacién de (35).
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Una pregunta natural es que sucede con estos resultados si las variables aleatorias & son inde-
pendientes pero cada una tiene su propia distribucién de media pr = E(&) finita y varianza oy =

VE((&k — px)?) finita. En tal caso la variable aleatoria suma X, = Y ;_, & tiene media m,, = Y ;_, px

y varianza

n

E 2
O -

k=1

Sp =

La ley de los grandes niimeros se convierte en:

(38) Prob { ‘ Zn = Ma
n

>e} — 0;

y el Teorema del Limite Central en:

En - n
(39) Prob {:cl < Zn " M < :EQ} — D(x5) — P(x1) .
Sn
Comentamos solamente que:

= (38) es valido si las variables aleatorias & son uniformemente acotadas, i.e., [€x| < C para k =
1,2,---; o bien también cuando lim,_, $,,/n = 0.

= (39) se cumple bajo una condicién de crecimiento (que también es necesaria) sobre las varianzas

lim 5772 E O',% =1, cualquiera sea ¢ > 0.
n—oo
{k=1,2,--- | —pp|<esn}

Referencia (inmejorable) para todo lo de hoy: W. Feller: An Introduction to Probability Theory and
Its Applications. Volume I J. Wiley & Sons, New York 1968.
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