Electromagnetismo 11

FEcuaciones de Jefimenko y particion del campo eléctrico con fuentes de
decaimiento “rapido”!

Las ecuaciones de Jefimenko

Las ecuaciones de Jefimenko son:
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donde t' es el tiempo retardado t' =t — |z —y|/c, y p/, (resp. J') denota el campo escalar (resp.
vectorial) dado por la derivada temporal del campo escalar (resp. vectorial) (x,t) — p(x,t)
(resp. J(x,1)).

Para obtenerlas, tomamos los potenciales (en el gauge de Lorenz) y calculamos sucesi vamente
rot A, V& y 0A/0t. Para ello —ya que estas aplicaciones de la queridisima regla de la cadena
siempre dan dificultades a los alumnos— introducimos el mapa &, parametrizado por y € R?
que va de R? x R en si mismo dado por
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y también el mapa ry(x) := & —y. Esto nos permite reescribir los potenciales retardados como
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Observamos que
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y que, para el tiempo retardado t,,

Vi, = —c'Vr,| = ——2Y- | t,/0t=1.
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Recordando que rot (fF) = f(rot F) — F A (V(f)),

rot A = ﬁ /dSy {(VIry| ™) AT 0 &)l + |ry| ' rot (J 0 &)}

ahora

rot (J o gy) = €jke ég (a(‘ja;xfy)k) = €jke ég {(%) 9] 5y:| <Z—Z> = (Vty) AN [(aa_(t]) o) fy] .
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Luego
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donde J’ := 0J /0t denota el campo vectorial definido por la derivada parcial temporal del
campo J. Con esto, obtenemos la relacion de Jefimenko para el campo magnético
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Calculamos ahora las contribuciones al campo eléctrico.
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Recordando que V(fg) = fV(g) + gV (f),
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con lo cual
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Podemos por supuesto reescribir las relaciones de Jefimenko como:
dp
- (@ —y,t—|yl/c)
1 plz—y,t—ly|/c) (&)
Ezt)=— [ & ’
(1) 47TE/ y e y+ e Yy
oJ
(5 )@= lol/o
- Ayl ’
oJ
— | (®—y,t—yl/c)
wo o | J@—yt—lyle) ( t)
B(x,t) = —/d + ANY.
=)= yl? clyl?



Otra particion de E.

Observamos que en E hay un sumando que contiene a dp/0t que es igual a —V - J. Nos
proponemos usar esto para expresar a E en términos de p, J y J'.
Para o = 1, 2, 3, considero el campo vectorial
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parametrizado por & € R3 fijo (lo que no se explicita en la notacién). Calculamos la divergencia
de este campo vectorial.
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Ahora, si By es la bola de radio R centrada en 0, tenemos
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donde Sg es la esfera de radio R en R?, Q es el vector radial unitario en la direccién Q y dS) es
el elemento de superificie de la esfera S;. Supongamos que
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con esto obtenemos la féormula de substitucién:
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Esta es la componente a de
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que nos permite escribir —siempre suponiendo (1)

1 J/ /
E:—/dSy poéyry— O£y+p05yry
dme ‘Ty|3 C2|Ty’ C"’"y|2

1 e (pofyr J' o0&, (J'0&) -1y

_ pooL9 N TSy Ty, T TSy
T =T R Ty

- 47re

Usamos la formula vectorial
(aAb)Ab=—|bl*a +[a-bb,

para procesar los dos sumandos que tienen J o §, y J' o &, para finalmente obtener
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Regresamos a (1). Estimamos
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por la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
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Para obtener (1) hay que controlar simultaneamente el comportamiento de J a grandes distan-

cias y en el pasado remoto?. Si, por ejemplo, | J(x,t) |< f(x) para todo t (o para todo t < t,
con algin t,) y ademds lim|z o | x| f(x) = 0 entonces se obtiene (1).

2Por ejemplo: para todo vector unitario € y para todo € > 0 hay p >0y t, € R tales quesi|z |>pyt<t,
setiene |z || J(| x| é,t)|<e.



