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Primer parcial (22/09/2015) — Soluciones'

Problema 1: Usando la propiedad exp(z; + 22) = exp(z1)exp(z2) de la funcién expo-
nencial, exprese a cos(3z) (z real) en términos de cos(z) y sen(x).

Solucidn:
cos(3z) + isin(3z) = exp(i3z) = (exp(iz))® = (cos(z) + isin(z))?

2 2

= cos(z)3 + 3i cos(z)? sin(z) — 3sin(z)? cos(z) — isin(z)?
= cos(z)® — 3sin(x)? cos(z) + parte imaginaria ;

Luego
cos(3z) = cos(z)® — 3sin(z)? cos(x) = 4 cos(x)® — 3cos(z) .
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Problema 2: Calcula todos los valores de (—2)" " y determine los médulos correspon-

dientes y los argumentos pricipales.

Solucién: (—2)'*% = exp[(1+1) log(—2)] = exp[(1+1)(In(2) +i arg(—2))]. Pero arg(—2) =
{m+2nm: n € Z} de modo que

(=2)'" = exp[(1 +i)(In(2) + im + i2n7)] = exp(In(2) — 7 — 2n7) exp[i(In(2) + 7 + 2n7)]
= 2e~ DT exp (i In(2)) exp(in) exp(i2nm) = —2e~ I (cos(In(2) 4 isin(In(2)) .

Los médulos correspondientes son 2e~(2"*+D7 ¢ Z. Observe que hay médulos arbitra-
riamente grandes y arbitrariamente chicos. El argumento principal es uno sélo:

Arg((—=2)') = =7 +1n(2) .

Todos los valores de (—2)'™ caen en la semirecta {rexp(ir +iIn(2)): r > 0}.

Problema 3: Determine una rama de (4 + 22)%/2 que este definida en todo el plano
complejo sin el segmento de recta [—2i, 2i].

Solucién: Queremos definir una rama de esta raiz en el dominio D := C\ {i2s: —1 <
s <1} (abierto, conexo pero no simplemente conexo). Si usamos

1
(44 22)Y2 = exp {2 log(4 + z2)}
necesitamos una rama de log(4 + z2) definida en D. Ahora

log(4 + 2%) = log((z — 2i)(z + 2i)) = log(z + 2i) + log(z — 2i) .

Pero: no hay rama de z — log(z + 2i) definida en D ya que D contiene caminos cerrados
que encierran a —2i¢ (por ejemplo un circulo de radio 17 alrededor de z = 0). Tampoco hay
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rama de z — log(z — 2i) definida en D porque D contiene caminos cerrados que encierran
a 2i.

Intentamos otra cosa via

(44 2%) = 22(1 + (2/2)%) .

Ahora, si definimos

wi=2(14(2/2)")"? = zexp {; log <1 " Z42>}

con alguna rama del logaritmo, entonces w? = 4 + z%. Si tomamos —por ejemplo— el
logaritmo principal entonces w esta definido para todo z # 0 salvo aquellos para los cuales
4

l+5=-z, z>0.
z

Estos son los complejos z # 0 tales que
42 = —(24+1) <= 22=—4/(1+1) <= 2==+2i/Ve+1;

y estos son —junto con z = 0- exactamente los z € [—2i, 2i]. Por ende

D>z f(2) ::zexp{;Log <1+ z42>}

es una rama de las que se pedian. Hay otra mas: D 3 z — — f(z).

Problema 4: Determine una funcién ¢(x,y) que sea arménica en el semiplano superior
{(z,y) € R?: y > 0} y continua en el cierre de este semiplano tal que ¢(z,0) = z?+5z+1
para xz € R.

Solucién: Si f es una funcién analitica en el semiplano complejo superior {z € C :
Re(z) > 0} que es abierto y conexo, entonces u(z,y) := Re(f(z+iy)) definida para x € R
y y > 0 tiene derivadas parciales de segundo orden continuas y por las ec. de Cauchy-
Riemann es arménica. Si f(z) = 22 + 5z + 1 entonces f es entera ya que f/(2) = 22 +5 de
modo que
¢(z,y) = Re(f(x +1iy)) = Re {(x +iy)* + 5(x +iy) + 1}
:Re{x2—y2+2imy+5x+i5y+l} =22y +5x+1
es armonica en todo el plano real y también ¢(x,0) = 22 + 5z + 1.

Problema 5: Estime el médulo de la integral
/ exp(sen(z))dz .
[0,]

Solucién: Tenemos [0,7] = {z(t) :=ti: 0 <t < 1} que tiene largo 1 de modo que

/ exp(sen(z))
[0,1]

< max {| exp(sen(z))|} .
z€(0,1]




Pero si z € [0,1], 2(t) = ti con 0 <t < 1; de modo que

sen(z(t)) = (2i) " (exp(—t) —exp(t)) = i(e' —e*)/2 = isinh(t) ,

de donde

| exp(sen(z(t)))| = [exp(isinh(¢))| =1,

ya que sinh(t) es real. Por lo tanto

|/ exp(sen(z))
[0,1]

<1.

Problema 6: Evalue fw(l /(1 — 2%)) dz donde el camino cerrado es el de la figura.

Solucién: Sea D el dominio encerrado por [7].

16" Variante. Se tiene 1 ]

1

1—,22_2(1—,~<:)Jr
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dz:/
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1 1
dz /dz,
2/),1+=2

la primera integral se anula pues el integrando es analitico en D (la derivada del integrando
es 1/(1 — 2)?). Considere una circunferencia orientada negativamente C~(—1,7) centrada
en z = —1 de radio r tan chico que el disco cerrado D(—1,7) “quepa” en el dominio

encerrado por [v]. Entonces

1 1 1 1
/ dz:/ dz ,
2 71+Z 2 C—(~1,r) 1+ 2
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ya que la funcién z + 1/(1 + 2) es analitica (la derivada es —1/(1 + 2)?) en el dominio A
delimitado por [y] y [C~(—1,7)]. Ahora

C™(—1,r) ={2(t) == —1+rexp(it) : 2r >t > 0},

1 0 it
/ dz = ri/ Mdt = —27i ,
c-(-1,) 1 +2 or T exp(it)

de modo que

y por ende
/(1/(1 — ) dz = —irn .
g
29 Variante. Sea f(z) := 1/(1 — 2) que es analitica fuera de z = 1. Ya que ﬁ =
f(2)/(z 4+ 1) y v tiene orientacién negativa, la férmula de Cauchy nos dice que

1 .
R ey L

/1_122 dz:/;f)l dz = =2mif(—1) = —mi .
gl g

por lo tanto




