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1. La transformacién de Laplace

Para una funcién a valores complejos definida para ¢ > 0, su transformada de Laplace es la funcién
de la variable compleja z dada por

(1) F) = /Ooo F(t)e== dt .

Claramente, para que F'(z) tenga sentido, es preciso que tanto f como z cumplan con ciertas condiciones
que garanticen la existencia de la integral (impropia).

Ejemplo 1.1: Sea f(t) = « € C, para todo t > 0. Entonces, siempre que R(z) > 0, tendremos

R —zt

F(z) = Rh'm ae *dt = « Rh'm — |§ =az ! Rh’m (1 — e REAR=SERY — /5
— Jo —00 z —00

Podemos extender a F' a la funcién analitica z — «/z en todo C\ {0}, pero si R(z) < 0 esta funcién no
es la transformada de Laplace de algo. «

Uno de los resultados de existencia mas utiles es:

Teorema 1.1 Si f es integrable en todo intervalo finito de [0,00) y hay M > 0 y a € R, tales que
|f(t)] < Me® para t lo suficientemente grande, entonces F(z) esta definida y es analitica para todo z en
el semiplano abierto {w € C: R(w) > a}.

*Notas provisorias para Métodos Matemdticos de la Fisica II, 1°"-cuatrimestre 2016
1M4s precisamente esta es la transformada de Laplace unilatera a distinguirse de la bilatera ffooo ft)e==tdt



Ejemplo 1.2: Con f(t) = e* con a constante,

R
F(z) = lim et gy — lim e~ (-94R
R—o0 [ Z—a R—oo
_ o (1 — ¢~ (RE)-a)R=iS(:) Ry _ !
Z— a R—oo zZ—a

si R(z) > a. «

La hip6tesis |f(t)] < Me® es equivalente a |f(t)] = O(e®) para t — oo. En tal caso, se puede
considerar al menor valor posible de a € R tal que |f(t)| = O(e); este ntimero o := inf{a € R : |f(t)| =
O(e™)}, se llama abcisa de convergencia de la transformada de Laplace de f y se tiene F' es analitica en
el semiplano abierto R(z) > a.

Si f es integrable o sea, fooo | f(t)| dt existe, entonces la transformada de Laplace esta definida para todo
s complejo con Re(s) > 0. Si f es acotada, i.e., |f(t)] < K para todo t > 0; entonces la transformada de
Laplace existe.

La siguiente es una extensién del resultado anterior

Teorema 1.2 Supongase que [ y sus primeras n — 1 derivadas son continuas en [0,00) y la n-ésima
derivada f™) es suave en todo subintervalo finito [0,c]. Si ademds hay constantes M y a tales que

|FB ()] < Met

para todo t lo suficientemente grande y k = 0,1,--- ,n — 1, entonces las transformadas de Laplace F*)
de f) existen para k = 0,1,--- ,n cuando R(s) > a y se tiene
FM(5) = " FP(s) = s*71f(0) = s*72f/(0) - = f*71(0) .

Anotaremos a la transformada de Laplace de la funcién f con Lf.
Si f es suave en todo subintervalo finito de [0, 00) y cumple con las condiciones del teorema 1.1 entonces

vale la férmula de inversién "y
1 a+ip
f(t) = =— lim (Lf)(s)e* ds .

a—ip
Entre las propiedades més tutiles —ademas de la linealidad de esta transformacién— se tienen las
siguientes:

Teorema 1.3
1. (Integmcz'on)
Si f(t) fo o(p) dp, entonces (Lf)(s) = (Lp)(s)/s.
Si f(¢) fo I3 e(q) dgdp, entonces (Lf)(s) = (Ly)(s)/s?

Si f(t) = @(t)/t entonces (Lf)(s) = [ (Lo)(x) dx.
2. (Convolucion). Si (t) = [ @1(t — p)e2(p) dp, entonces (LF)(s) = (Lp1)(s)(Lip)(s).
(Diferenciacion). Si f(t) = (—t)"p(t) conn € N, entonces (Lf)(s) = (L) (s).
(Cambio de escala). Si f(t) = Leb/°p(t/c) con ¢ >0 y b real entonces (Lf)(s) = (L)(cs —b).
(Valor “inicial”). £(0) = limy_o0 s(LF)(s).

(Valor “final”). lims_, oo f(t) = lim,_o+ S(Lf)(s) siz(Lf)(z) no tiene polos en el semiplano {R(z) >
0}.
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Como fuente de sabiduria sobre la transformacion de Laplace recomiendo el libro de Widder. Para las
aplicaciones (algunas muy précticas) ver el libro de Doetsch. La mejor tabla de transformadas de Laplace
sigue siendo la de Erdélyi. Hay una buena tabla en Abramowitz & Stegun.

2. Aplicacion a la ec. de calor o difusién

La propiedad sobresaliente de la transformacién de Laplace en cuanto a su utilidad para atacar
problemas de ecuaciones diferenciales es que

(L)(s) = s(Lf)(s) = f(0), sl lmy o0 e f(t) =0,

lo que surge de una integracién por partes de la definicion. No nos detenemos en las condiciones necesa-
rias para que Lf y Lf" estén bien definidas, si no mas bien buscamos expresiones que formalmente son
soluciones de la ec. de difusidén. Sera preciso entonces verificar a posteriori si estas expresiones conducen
realmente a soluciones clasicas de la ED.

Consideremos la ED de difusién o calor

para una funcién u definida en V' x (0,00) donde V C R¢ y k > 0. Transformamos segiin Laplace a la
funcién ¢ — u(x, t):

G(x,s) = (Lu(zx,-))(s) = /00 e Stu(x,t) dt .

0

Con (2) y permutando las derivadas espaciales con la integracion,
—u(x,0) + sG(x, s) = k(AG)(x, s) .

Esta es la ecuacién de Helmholtz pero ahora inhomogenea debido al término wu(x,0) especificado por
la condicién inicial. Debemos resolverla para s fijo para luego —variando s— obtener la funcién (x,s) —
G(x, s). Nuevamente, para simplificar, consideramos una sola variable espacial de modo que la ec. de
Helmholtz se transforma en una ODE de segundo orden lineal e inhomogenea con coeficientes que son
funciones de s:

G (x,5) = (s/k)G(x,5) — u(x,0)/k .

La solucion general se obtiene sumandole a la solucién general de la ec. homogénea cualquier solucién
particular. Aplicando la conocida férmula (de d’Alembert o de variacién de constantes), observe que

1 x
77(37,5) = 2\/5 / U(y,o) {e—m(fc—y) — em(f—y)} dy

es una solucién. Luego,

A(s)e\/mm + B(s)e_\/mm +n(z,s)

es la solucién general de la ec. de Helmholtz para G. Una vez determinadas las funciones A y B, el
resto es un problema de invertir la transformacién de Laplace. Esto puede hacerse numéricamente sin
mayores problemas. Las funciones A y B estdn determinadas por condiciones subsidiarias. Por ejemplo,
por una condicién de borde, o una condicién de borde y alguna condicién asintdtica, etc. Veremos ejemplos
concretos aqui y en las guias de problemas. En todo caso, si a y b denotan aquellas funciones de ¢ > 0
tales que

A=La, B=1Lb,



podremos expresar a u como suma de la convolucién de a con cierta funcién cuya transformada de Laplace

es eV*/F% v de la convolucién de b con cierta funcién cuya transformada de Laplace es e~V /5% v una

expresion integral que involucra a la condicién inicial y a aquella funcién de ¢t > 0 cuya transformada de
Laplace es sinh(y/s/kx).

Es fécil encontrar una solucién particular cuando
(3) u(z,0) =a,

pues la funcién constante e igual a «/s es solucién. En tal caso la solucién general de nuestra ec. de
Helmbholtz es

@ Gl 8) = &+ Al)eV T+ Bls)e VTR

con funciones A y B bésicamente arbitrarias. Usaremos esta expresién para discutir una serie de casos.

1. Consideremos el caso V' = [0,L] con L > 0 y agreguemos las condiciones de borde u(0,t) =
u(L,t) = 0, t > 0, que son compatibles con la condicién inicial (3) solamente si & = 0. En tal
caso, la unicidad de la solucién nos dice que u es idénticamente nula y luego G también lo es. Esto
también se obtiene directamente a partir de (4) imponiendo G(0,s) = G(L,s) = 0%. Si suponemos
a > 0 en (3) tendremos una discontinuidad de ¢ — w(0,t) y de t — u(L,t) en t = 0. Pero podemos
proseguir de todos modos; obtenemos las ecuaciones

0=G(0,s) =as '+ A(s) + B(s) ,

0=G(L,s) = as™ ' + A(s)et®) + B(s)e ¢) .

donde usamos
&(s) .= Lv/s/k;

estas ecuaciones se resuelven a:

1 e (L= )

A(s) = —as SE=rr)
— e—&(s)
el (I1-e )
B(s) = —as e

De modo que

o ([ eSO/ _ /) 4 e E/L 8O/
- 1= e 2%0) '

La tarea es ahora calcular la transformacién de Laplace inversa de G. Sabiendo que la transformada
de Laplace de
e(t) := erfe(A\/2Vt), A>0,

(S
AV

S

(Le)(s) =

se sugiere la expansién?

1 N 2n6(s)
1— e 20 Z%e '

2Vea las expresiones para A y B que siguen y ponga a = 0.
3Que converge uniformemente en s para s > s, donde s, > 0 es arbitrario.




Esto nos permite expresar a G como serie infinita de términos que son todos proporcionales a
e*)“/g/s con ciertas A > 0 que dependen de x,k, L y del indice de sumacién. Obtenemos asi la
siguiente serie para u

w(z,t) = a {1 _ ni:) {erfc (L(2n ;\}k% x/L)) ot (L(2n ;jk% x/L))

e (L(2Z\—}—I£/L)> - (L(2n ;kg x/L))]} |

Observese que para t > 0,

w(0,4) = u(Lt) = a {1 - i [erfc (j%) ~erfe (’Wﬂ } — ol — erfe(0)) = 0 .

n=0

Esta serie ha de ser comparada y contrastada con la serie de Fourier obtenida por separacién de
variables*. Son “complementarias” en el sentido que la convergencia de la serie de Fourier mejora
si aumentamos t mientras que esta mejora si disminuimos t°. En cuanto a la discontinuidad en
t = 0 en los bordes, lo que podemos decir es que: la serie converge punto a punto en todo (z,t)
con 0 <z < Lyt >0y quelasuma u satisface (2) y u(xz,0) = a para 0 < = < L asi como
u(0,t) = u(L,t) para t > 0.

2. Veamos el caso V' = [0,00) conservando la condicién inicial (3) y agregando como condicién de
borde la condicién
u(0,8) = h(t) ,
que trae consigo que
G(0,s) = H(s)

siendo H la transformada de Laplace de h. Nuevamente observe que habrd una discontinuidad en
(0,0) si h(0) # «. Si suponemos que h es acotada y buscamos una solucién u que sea acotada, vale
decir
|u(z,t)| < K paratodox € V y todot >0,
tendremos
o0
|G(z,s)] < K/ e Stdt = K/s
0

de modo que x — G(z, s) es también acotada. Esto no es posible si en (4) se tiene A(s) # 0 para
algin s > 0. Por lo tanto planteamos

Gla.s) = =+ B(s)e V/h

luego
H(s) = G(0,s) = % + B(s)

de modo que

G(z,s) = % (1 - e‘mz) + H(s)e_\/mf )

40 sea: 5 o ,
—(2n+1)*m“kt/L* p) 1 L
w(a ) = A(a/m) e ; sni(( n+ 1)mx/L) '
n>0 n+
5La funcién de error complementaria erfc(z) = (2/y/7) [° e P’ dp, © > 0, es decreciente con erfc(0) = 1y

limg— 0 erfc(z) = 0.



3.

A.

Ya hemos presentado la transformada de Laplace inversa del primer sumando; tenemos

L

as 1 —e Ve/key 2 o1 — erfe(x/2VEt)) = acerf(z/2Vkt) .
Para el segundo sumando usamos la propiedad de convolucién. Esto con

/s L x .2
s/kx e 7 /(4kt)

2V krt3

e

nos da

. t . 6712/(4k(t7t')) ,
(5) u(x,t) = cerf(z/(2VEt)) + %/0 h(t) T—)r dt’ .

Se puede verificar directamente que estd funcién es solucién de la ED y que u(x,0) = « para x > 0.
Que también se tiene u(0,t) = h(t) para t > 0 requiere de cierto esfuerzo (ver apéndice) ya que si
permutamos el limite z — 0 con la integracién en el segundo sumando obtenemos simplemente 0.

Es conveniente detenerse a valorar la expresién (5) para la solucién. La condicién inicial (en este
caso u(x,0) = «) estd incorporada pero la funcién h es libre; obtuvimos una sola férmula para
acomodar cualquier condicién de borde en x = 0. Ademas, la integral de convolucién (el segundo

sumando de (5)) es susceptible de tratamiento niimerico perfectamente directo y sencillo.
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Un esfuerzo: estimacién de (5) para =z — 0.

Regresamos al segundo sumando de (5) y su limite 2z — 0.

Recordamos que la funcién error

2 xr
erf(x):ﬁ/o e_dep, x>0,

es positiva, creciente y continua con erf(0) = 0 y lim,_, o erf(x) = 1. Se tiene

2 o 2
erfc(z) ;=1 —erf(z) = 7/ e P dp;
™ x

que es positiva, decreciente y continua con erfc(0) = 1.

Sea,

K(x,t); _rz/(4kt), x>0, t>0.

X
= —— €
2V km t3/2



Entonces
—z?/(4ks)

¢ x te ( p:=x/(2Vks)
K(x,s)ds = / =
/o ( ) 2VEknm Jo 5\/g

erfe(z/2Vkt) .

Ahora, con esto,

h(t) — /0 t h(t) K (z,t —t') dt' = h(t) [erf(x/Q\/E) + erfc(m/m/ﬁ)]

_ / WK (ot — ) dt’ = h{t)eri(z/2VED) + / () — () K (t— 1) dE
0 0
ya que

/tK(x,t— t)dt = /0 K (z,y)(—dy) = erfe(z/2VEkt) .
0 t

Por lo tanto

’h(t)—/ot h(tK (z,t —t')dt'| < |h(t)|erf(x/2VEt) + /Ot(h(t)—h(t’))K(x,t—t’) dt'| ,

que es nuestra desigualdad basica.
Ya que erf es continua con erf(0) = 0, dado ¢t > 0 y € > 0 hay x lo suficientemente chico para que
|h(t)| exf(z/2VEt) < €/2 .
Si ahora, ademas, h satisface una condicién de Lipschitz, o sea hay ¢ > 0 con
|h(t1) — h(t2)| < |ty —ta|, t1,t2 >0;

entonces para el segundo término de la desigualdad bésica tendremos

/t(h(t) —h(t")K(z,t —t')dt'| < /t |h(t) — h(t)| K (x,t —t') dt’
0 0

/ - K ( = € R R A

<c t—t z,t—t)dt' = ¢ —

-~ Jo 2vVknm Jo Vi—t wkr Jo NG Y
@ [T, eVt

< — —dy =
~ 2Wkn Jo VY 4 Vi

Por lo tanto, dado ¢ > 0 y € > 0 hay = lo suficientemente chico de modo que

/t(h(t) —h(t"))K(z,t —t')dt'| <€/2.
0

Esto indica que si h satisface una condicién de Lipschitz se tiene

t N ,—x?/(4k(t—t"))
lfm / zh(t)e d
0

VEm(t — t)3/2 v=h()

z—0t



