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Solución Problema 10, Gúıa 5:

En el problema 9 de G5 vimos que, dado que

R(x, t) =
sgn(t)

2πc
δ(c2t2 − |x|2) (1)

satisface la ecuación de onda en R3 con condición inicial

R(x, t = 0) = 0, Rt(x, t = 0) = δ(x), (2)

entonces

w(x, t) =

∫
R3

R(x− y, t) ψ(y) d3y =

∫
R3

R(y, t) ψ(x− y) d3y x ∈ R3 (3)

satisface la ecuación de onda en R3 con condición inicial

w(x, 0) = 0, wt(x, 0) = ψ(x). (4)

P10 pide encontrar el análogo a R en R2 (dos dimensiones espaciales). Dejamos como ejercicio (usando el P4 de la
G5), ver que la función de Green (1) se puede re-escribir como la resta de las funciones de Green retrasada menos
avanzada:

R(x, t) =
1

4πc2|x|
(δ(t− |x|/c)− δ(t+ |x|/c)) =: RR(x, t)−RA(x, t). (5)

Si el dato ψ(x) no depende de x3, entonces w en (3) no dependerá de x3:

∂w

∂x3
=

∫
R3

R(y, t)

(
∂

∂x3
ψ(x− y)

)
d3y = 0 . (6)

En este caso, al no depender w de x3, será solución de la ecuación de onda en R2: c2(∂2w/∂x21 +∂2w/∂x22) = ∂2w/∂t2

y satisfará (4). En particular, si usamos ψ(y) = δ(y1)δ(y2) (que no depende de y3), la w resultante será la función de
Green que se pide en el P10, que llamaremos R2D:

R2D(x1, x2, t) =

∫
R3

R ((x1, x2, 0)− (y1, y2, y3), t) δ(y1)δ(y2) dy1dy2dy3 (7)

(note que podŕıamos haber puesto cualquier valor de x3 en lugar de x3 = 0, el resultado seŕıa el mismo). Insertando
(1) en (7) obtenemos

R2D(x1, x2, t) =
sgn(t)

2πc

∫
R3

δ(c2t2 − (x1 − y1)2 − (x2 − y2)2 − y23) δ(y1)δ(y2) dy1dy2dy3

=
sgn(t)

2πc

∫
R
δ(c2t2 − (x21 + x22 + y23)) dy3

=
sgn(t)Θ(c2t2 − (x21 + x22))

2πc

∫
R

δ
(
y3 −

√
(ct)2 − (x21 + x22)

)
+ δ

(
y3 +

√
(ct)2 − (x21 + x22)

)
2
√

(ct)2 − (x21 + x22)
dy3

=
sgn(t) Θ(c2t2 − (x21 + x22))

2πc
√

(ct)2 − (x21 + x22)
(8)

Un cálculo parecido muestra que, si en vez de R usáramos RR en (7), obtendŕıamos

RR
2D(x1, x2, t) =

Θ(ct−
√
x21 + x22)

2πc
√

(ct)2 − (x21 + x22)

Note que en R3 el valor de la solución de la ecuación de onda en un punto x al tiempo t > 0 depende sólo del dato
en los puntos y tales que |y − x| = ct, mientras que en R2 depende de los y tales que |y − x| ≤ ct.


