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Ceros de funciones reales — un ejemplo

Para valorar y poner en perspectiva los resultados obtenidos para ceros de funciones analiti-
cas analizamos un ejemplo real donde las cosas son muy distintas. Considere la funcién
real de una variable real x dada por

0 , sixz<0
(@) ::{exp(—l/x) , sixz>0

Veremos enseguida que esta funcién es tantas veces diferenciable como se quiera y, ademaés,
que todas sus derivadas se anulan en x = 0.

Ahora, cualquiera sea el entorno (—a,a) (a > 0) de z = 0, la funcién ¢ no es idéntica-
mente nula y tiene infinitos ceros en ese entorno ya que ¢ se anula en (—a,0]. En otras
palabras, el punto z = 0 es un punto de acumulacién del conjunto de ceros de la funcién ¢
que no es idénticamente nula. Esto, como vimos, no puede pasar para una funcion analitica.

Ademds, porque las derivadas en cero se anulan, la serie de Taylor (MacLaurin en este
caso) de ¢ alrededor de = = 0 es la serie idénticamente nula —que es tan convergente como
quieras— pero ¢ no estd dada por la serie de Taylor cuando = > 0. De nuevo, esto jno
puede pasar con una funcion analitica!

Para verificar la diferenciabilidad de ¢, recordamos que la funcién exponencial real es
(positiva) estrictamente creciente (y convexa) con

lim x Pexp(x) =00, lim |z[Pexp(x)=0

para cualquier exponente real p > 0 (y también, por supuesto, para p < 0).

Claramente
¢(z) — ¢(y)
r—y
de modo que la derivada ¢'(x) = 0 cualquiera sea x < 0. Para 2 > 0 tenemos —usando la
regla de la cadena—

=0, 0>zx#y<0

¢(x) = exp(~1/2)/a% , & >0
y, por la propiedad de la funcién exponencial, lim,_,o ¢’(0) = 0. Para el cociente diferencial

en x = 0 tenemos que
() — ¢(0)

t
y el limite de esto cuando t — 0 es cero.

= t_1¢(t> , t#0

Maés generalmente, para cualquier n € N,
(;5(")(33):0, x<0;

y vale el siguiente resultado que el lector sabra demostrar por induccion:

Lema Parax >0 yn=1,2,3,---, se tiene

@) = 22 4, 0)




donde p,, es un polinomio de orden n — 1 y lim,_,q¢™ (z) = 0.
Tenemos que para todon € Nconn > 1
0 sit<0
oM (1) )
=)

$2n+1 p"(t) ’

)

sit>0

cuyo limite para t — 0 es cero. Pero entonces, el limite del cociente diferencial en x = 0
existe y es cero. O sea que

) 0 , siz<0
o) = i(i) pn(z) , six>0

es la n-ésima derivada de ¢.



