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El objetivo es determinar funciones arménicas en R? que son producto de una funcién
radial con una angular. En el camino se determina el espectro de la resticcién de Lapla-
ciano a la esfera 8% := {x : |z = 1}.

1. Separacion de variables y las ODE
El Ansatz u(r, 9, p) = R(r)©(9)¥(¢) vy Au = 0 conducen a
AOU = X0y, R'+2r 'R — A 2R=0,

donde )\ es una constante real y A, es la restriccién del laplaciano a la esfera S? dada por

L (PR D
sin(@) 99 \"" 90 ) T sin(0)2 92

La ecuacién angular es equivalente entonces a las dos ODE

w_ 19 (. 00 p -
V=t S a0 <Sm<ﬁ> 819) * (Sin(ﬁ)2 * A) ©=0.

Las tnicas soluciones 27m-periédicas de la primera son V() = a cos(my) + bsin(my) con
m € N y entonces la segunda es

0?0 N cos(v) 0O m?

992 " sin(9) 09 sin(19)26 =9

La transformacion de variables = cos(¢) conduce a X (x) = ©(arccos(z)) y a la ODE

(1 — 2?)(d®X /da?) — 22(dX/dx) + (A - - 'r_”;) X=0.
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Usando teoria de funciones clasica se puede demostra que la tnica solucion regular en
[—1,1] de esta ODE se obtiene para A = ¢(¢+1) con £ € Ny las soluciones correspondientes
son proporcionales a

ff,m(‘r) = (1 _$2)m/2 ($2 - 1)Z , M= _67 - — 17" : 70717" : 7£ )
Estas 2¢ 41 funciones no son linealmente independientes ya que —como veremos— fy _,,

fem- Una normalzacién conveniente de las fy,,, conduce a las funciones asociadas de
Legendre

(_1)m d€+m
0126 dattm

(1) Pr(z) = (1 — 2?)™? (> =1, m=0,%1,--- ,+(;

Estas funciones son polinomios de grado ¢ cuando m es par y sino el producto de /1 — 2
con un polinomio de grado ¢ — 1. Las funciones asociadas de Legendre tienen muchisimas
propiedades conocidas y estan tabuladas (ver [?]); hay que tener algina precaucién con
la normalizacién y la notacién de las fuentes que se consulten. El polinomio Py, que tiene
grado £, es igual al polinomio de Legendre de orden { y se anota P;.

Desarrollamos ahora una representacion integral de estas funciones. Si —1 <z <1y
vi={z2(t) =z +iv1—x%": —7 <t < 7} es la circunferencia de radio v/1 — 22 en el
plano complejo centrada en z = x, el Teorema de Cauchy indica que

1 2—1)
2mi J, (2 — 1)
con la expresién ([Il) para las funciones asociadas de Legendre con orden m > 0, tenemos

—1)™(1 — g2)m/2 m)! 22— 1)t
ppla) - UM ()

- 0126273 z — x)mtl dz

—D)™(1 = 2200+ m)! [T (22 = (1 — 22)e? + 2iy/1 — 22e — 1)¢ .
= (—)V1 — 2™ dt
B 0126270 . (iv/1 — 22eit)t+m+1
(=)™ +m)! [T . x®— (1 —x?)e? + 2ixy/1 — z2e™ — 1 ‘ -
iemo ¢ W= ¢
(T [T —2eos()(1—a?) + 20T =27\,
o Qlmor 291 — 72 ¢ ¢
|

. Zm(é‘i_ m) T . 2 ¢ —imt
= o /_7r (:c +icos(t)V1—x ) e "™ dt

—Tr

—Tr

!

— m /7r (x + iCOS(t)mY cos(mt) dt .
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Ademas, evaluando en x = +1 obtenemos
PY(4+1) = (£1/2)", P™(+1)=0, m#0.
Esto demuestra el siguiente resultado

Teorema 1

14

P(x) = et m! /Oﬂ (:B + icos(t)ﬂ) cos(mt) dt .

O
Observese que
¢

P = e —m)! /7r <g; + icos(t)ﬂ) cos(mt) dt

O

=(-1)™ (6 —m)tim(e + m)! /07r (;1: + icos(t)my cos(mt) dt ;

2. Polinomios homogeneos
Consideramos polinomios homogeneos de grado ¢ = 0,1,2,--- en tres variables reales
x = (x1, 29, x3) dados por

14

—_ a1 ,,,02 (3
u(w) - E Ca17042,043x1 Lo~T3"

ay,a2,a3=1, aj+ag+az=~

donde los coeficientes ¢, 45,05 SO0 complejos. Estos forman un espacio linear complejo H,.
La dimension de este puede calcularse a partir de la tabla

o[l l—-1 (-1 0—-2 (-2 (—=2]-]0 0 0 -0
as || 0 1 0 2 1 0 e -1 -2 -0
az | 0 0 1 0 1 2 -1 0 1 2 -l

y €s Z?:i] = (l+2)(+1)/2. Siu € Hy entonces u es constante y Au = 0; asimismo
los u € H; son combinaciones lineales de x1, x5 y 3 de modo que Au = 0. Si u € H; con
¢ > 2 entonces, Au € H,_s. Denotamos con K, el nucleo de la restriccién de A a H,. Ya
que para £ > 2

dim(H,) = dim(Ky) + dim(A(He)) < dim(ICy) + dim(H,—2)



tenemos
(3) dim(KCy) > dim(Hy) — dim(He_o) =20+ 1.

Se tiene igualdad en los casos £ = 0 y ¢ = 1 y, en particular Ky no es vacio. Denotando
con Z al vector unitario z/|x| cuando 0 # & € R3, observamos que si u € K, se tiene

(4) u(x) = |z|'u(@) ,

de modo que hemos encontrado arménicas que son productos de la funcién radial « — |x|*
con una funcién angular §? 5 Z — w(Z). Esta funcién angular es autofuncién de la
restriccién A, del Laplaciano a la esfera; en efecto si denotamos con u la restriccién de u

a S?
Lema 1 Siu € IC; entonces Ayju = —(({ + 1)u.

Demostracién: Con r := |x| tenemos

2 2 1
OzAu:(a—jL—gjL—Ao)reﬂ

r2

= ((0— D) 20+ 200 20 4+ 2 A0 = 200+ 1)+ ALT)

Tomemos u; € Ky, para j = 1,2. Entonces la segunda identidad de Green aplicada en
la bola By = B1(0) dice

0= / (u1Aug — ugAuy)dv = / (u1(Qug/Or) — ug(Ouy /Or)do ;
B1 51(0)
pero en S1(0) = 82 tenemos du;/dr = {;u; de modo que

0= (62 —El)/ ﬂl anO' 3
52
luego como u esta en Ky cuando u lo estd, tenemos

Lema 2 Siu e K, yv € Ky con { #1' entonces

/ Uodo=0.
82

Para k € Ny u € Hy, la funcién & — r*u(x) pero no es un polinomio homogeneo
cuando k es impar pero estd en Hepyx si k es paid. Esto sugiere analizar los [¢/2] 4 1
subespacios Hey, := {x — r®u(z) : u € Ky_ox} (k=0,1,2,---,[¢/2]) de H,. Proveeemos
a H, con el producto escalar

(5) () = [ @) v(@) do

2p20 = (2% + 23 + 23)P es polinomio homogeneo de grado 2p. Y, claramente, el producto de dos
polinomios homogeneos de cualquier grado es un polinomio homogeneo con la suma de esos grados como
grado.



Lema 3 Para k, k' € {0,1,--- ,[¢/2]} con k # k' se tiene que Hop y Hepr son subespacios
ortogonales de Hy. La dimension de Hyy, es igual a la de Kooy, y se tiene

[6/2]

@Hék

La dimension de K; es 2j + 1 para todo j € N.

Demostracién: Las funciones ¢ en Hyy, son de la forma ¢(x) = r#r*=24(2) = r'u(Z) con

u € Ky_g, con lo cual queda aclarada la afirmacién sobre las dimensiones. Si k # k' y
é1(z) = r'U(Z) vy ¢o(x) = r0(Z) con @ € Ky_oi, y v € Ky_op entonces

(1, o) = /82@5@) do =0

por el Lema 2.

Tenemos entonces que
[¢/2]

He D @%z,k ;
k=0

de modo que

[¢/2] [¢/2]
0+ 1)(0+2 )
% = dim(H,) > E dim(Hey) = E_ dim(Kp_ax)

[¢/2)
> Z (20 — 4k + w

2 )
donde hemos usado la desigualdad (3]) para obtener la segunda desigualdad. Pero entonces
si para algun k € {0,1,2,---[¢/2]} se tuviere dim(Ks_ox) > 2¢ — 4k + 1 obtendriamos una
contradiccién. Por lo tanto para todos estos k se tiene dim(Kp_or) = 2¢ — 4k + 1. Pero,
cualquiera sea j € N, el sumando directo K; aparece en la descomposicién en suma directa
de H;; esto muestra que dim(K;) = 275 + 1 O

El siguiente resultado es consecuencia del famoso Teorema de Weierstrafl

Teorema 2 El conjunto de las combinaciones lineales de {u : u € Ky, ¢ € N} es denso
en el espacio de las funciones complejas continuas sobre S? con respecto a la norma

= max|f(e)] .

171 = max | (@)

Demostracion: El Teorema de Weierstrafl afirma que los polinomios p en las tres variables
son densos. Pero si p es de grado n entonces p(x) = >, _, u¢ donde u, € H,. Por el Lema

3, cada u, es suma finita de polinomios TzkuM con ugy € Kooy k=0,1,---,[(/2]. Pero
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entonces la restriccién de p a 8% es suma finita de funciones en algin ;. O

Si consideramos a C'(S?) munido del producto escalar (f), y de la norma asociada

Hf”2 = <f7f>7
entonces este espacio no es completo; pero existe un tunico espacio de Hilbert tal que
C(8?) es denso en este espacio con respecto a norma || - ||o. Este espacio de Hilbert es

denotado por L*(S?).

Teorema 3 Las combinaciones lineales de {u : v € K;, ¢ € N} son densas en L*(S?).
Si para cada € € N, {Y, 44 : j=0,1,---,20} es una base ortonormal de Ky, entonces
{Yo_4yj: L €N, j=0,1,---,2(} es una base ortonormal de L*(S?) que diagonaliza a
A, pues AyYy _ppj = —0(l 4+ 1)Y 045 para todo ¢ € N y todo j =0,1,--- ,20.

Demostracién: Dada f € L*(S?) y € > 0, hay g € C(8?) con ||f — gll2 < ¢/2 y hay h
combinacién de funciones u con u € Iy tal que ||g — h|| < (¢/87). Entonces

If =hllz=lf =g+ (g=h)ll2 < [If = gll2 + [lg = All2

l\DIm

< £ —c.
/|g x)|do < 2+87r da €

El resto esta claro. OJ

LLamamos funcién esférica (de orden /) a cualquier funcién u con u € ;.

2.1. Determinacion de las funciones esféricas
Para x € R? y t real sea
C(x,t) := x3 + ixq cos(t) + ixgsin(t) ,
tenemos
¢
8361

de modo que si definimos

ac aC

—(x,t) =icos(t), s —(x,t) =isin(t) , 8—%(33,75) =1;

bo.m(T) ::/ (Clx,t)e™dt, £eR>, LN, me{0,+£l, --,£l},

—T

se satisface A(bé%m =0 cuando ¢ =0 o ¢ = 1. Pero, también, para ¢ > 2:

3314%,”1 (x) =—L(0—1) /7r (((x, 15))”2 cos(t)’e™ dt

—T

O Ptm (z) = —L(0 — 1) / ' (C(m, ) 2 sin(t)2e™ dt

2
81’2 -
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0Py m T o imt
Ft@) = =) [ (@) rear

—T

con lo cual A@fm = 0 para todo ¢ € N. Observese que el mapa = — (((x,t))" es un
polinomio homogeneo de grado ¢ cuyos coeficientes son funciones (27-periddicas) de t.
Pero entonces, al integrar respecto de t se obtiene un polinomio homogeneo de grado ¢; o
sea que gzﬁz'fm € K,. Restringiendonos a S8 tenemos

Gom(0, @) = /7r [cos(6) + isin(f) cos(p) cos(t) + sin(ip) sin(t)]e™ dt

—T

= /7r [cos(6) + i sin(0) cos(p — t)]'e™ dt = ™™? /@ 7r[cos(@) + i sin(f) cos(a)]’e™ ™ da

—r po—T
ya que el integrando es 2m-peridédico podemos reemplazar el intervalo de integracion por
cualquier intervalo de largo 27; asi

™

Gem(0, @) = eimap/ [cos(8) + i sin(0) cos(a)]’e™ ™ da

= 2™ /07r [cos(6) + isin(f) cos(a)]’ cos(ma) dov .

La comparacién con el Teorema 1, nos entrega que ¢y, es proporcional a e P;"(cos(?)).
Renormalizando estas ¢y, podemos escribir

(6) Sem (9, 0) = come™? P (cos(D)) ;

y elegiremos las constantes ¢y, para que ¢y, esté normalizada. Ya que ¢, ¥ ¢y son
ortogonales para £ # ¢ por el Lema 2, tenemos

<¢Z,m7 ¢€/,m’> = 66,2’ <¢Z,m7 ¢Z,m’>

T 2T
G Comiee / i sin(9) P (cos(1)) P (cos (1)) / im =m)ed
0 0

1

= 27T|Cg,m‘25g’g/5m,m// [Pem(l’)]z dI .

-1
El calculo de la integral faltante da

b2 o 26+ m)!
/_1 P @ de = S —

Por lo tanto los armdnicos esféricosﬁ

20+ 1)(0 —m)! |
Y" = mme prm =0,+1,4£2,--- , £

3iQue no son funciones arménicas ya que A, Y™ = —(({ 4+ 1)Y,;™ # 0!
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constituyen una base ortonormal del espacio de Hilbert L?(S8?). Satisfacen
oy,

DY = Y S

=imY," .

Se tiene:
LY = (-1
2. YMm =9, +m) = (=1)Y"(0, ).
3. Si x es no nulo se tiene
—(xy +ix0)/V2 , sim=1
Y, 0) = ||t ¢ a3 , sim=0 |

(1 —izs)/V2 , sim=—1
lo que define las llamadas componentes esféricas del vector x.

4. Si z y gy en 8? forman el angulo agudo 9 (o sea: -y = cos(f) con 0 < 9 < )
entonces
¢

47 AN A
%Hmz Y (@)Y () 5

(8) Py(cos(0)) =

aqui P, = P? es el polinomio de Legendre de grado /.

0o l
e*® = Ay il G|kl x]) Y Yr(R)Y(E)
=0

m=—/

aqui j, es la funcién esférica de Bessel (de orden ¢) dada por

Je(z) = \/%JK—H/Q(Z)

donde J denota la funcién de Bessel (de primera especie).

3. .Y el problema original?

Queda entonces la determinacion de las armdnicas © que se separan
u(r,7) = R(r)Y (7).

Con la informacion ganada, Y = Y, es una funcién esférica de orden ¢ € N arbitraridi y
la ODE radial del apartado §1 es

PR+ 2rR—(({+1)R=0;

L . ¢
4Combinacién lineal arbitaria Yo Cm Y™



una ecuaciéon de Euler con polinomio indicial a(a + 1) — £(¢ + 1) cuyas raices son a = £
y o = —{ — 1. La segunda raiz conduce a una singularidad en r» = 0 de modo que las

armoénicas buscadas son
u(z) = |2|'Y,(T)

con up(0) = 1y u(0) = 0 para ¢ > 0. Estas arménica especiales constituyen una familia
muy rica de arménicas y podemos entonces plantear a una suma (o serie infinita) de ellas
como arménica en un abierto acotado V' C R?; los coeficientes correspondientes quedan
determinados por el valor de la armoénica en el borde dV. Esto conduce a un método para
resolver el problema de Dirichlet de la ecuacién de Laplace (o de Poisson).

Las funciones wy(x) := |2|~*~1Y,(Z) son arménicas en R3\ {0} y son todas en variables
separadas. wy y wy son distribuciones y a las demés, se las puede tomar como distribuciones
sobre las funciones C'* con soporte compacto fuera de {0}.
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