FACULTAD DE MATEMATICA, ASTRONOMIA, FisicA Y COMPUTACION
U.N.C.

Métodos Matematicos de la Fisica 11

Primer parcial — soluciones

Problema 1: Considere la ecuacion diferencial

U —2u, =3u+2, z,t>0.

a) Determine la solucién general de la ecuacion. Sugerencia: Estudie transformaciones
lineales de las variables.

b) Determine una solucién del problema de Cauchy u(x,0) = ¢(z), x > 0 e intente
discutir la unicidad de esta solucién.

c¢) iSe puede prescribir la funcion 0 < ¢ — u(0, t) arbitrariamente al resolver el proble-
ma de Cauchy anterior?

Solucion:
a) Definimos nuevas variables £ := ax + bt, n := ax + St —con a, «a,b, § constantes—
pidiendo que af — ab # 0 de modo que la transformacion sea invertible. Entonces,
8_a6+a0 8_b8+58.
oxr  O¢ on’ ot o¢ on’

de modo que (sin distinguir a u como funcién de (z,t) de u como funcién de (&, 7))
3u+2=(b—2a)us + (f — 2a0)u, .

Esta ec. se simplifica a una ec. diferencial ordinaria si b — 2a = 0 o f — 2a = 0.
Elegimos la primera variante b = 2a y la condicién 0 # af — ab = a(f — 2a)) impone
que a # 0y B # 2a. Por ejemplo, a =a==1,b=2
E=x+2t, n=x+t.
Entonces
—Up = 3u+ 2,

y la solucién u,(€,n) = —2/3 es evidente. La ec. homogenea correspondiente y,, =
—3y es separable y se integra a

y(&n) = g(&e™™,

donde g es una funcién arbitraria por ahora. Entonces u(§,n) = y(§,n) — 2/3 es la
solucion general. Pasando a las variables originales

u(w,t) = =2/3 4+ e *Hg(a + 2t)
y g ha de ser diferenciable para que esta sea la solucién de la ED dada.

Comentario: Podriamos haber resuelto con 0 # a = 2b y « # 23 arbitrarios y
hubieramos llegado al mismo resultado. jVerifiquelo!
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b) Tenemos
¢(z) = u(z,0) = =2/3 4+ e ¥g(x) <= g(x) = > (p(x) +2/3) .
Por lo tanto

2(e¥ — 1)

(1) u(z,t) = e*o(x + 2t) + 3

Ya subrayamos que la expresion obtenida en a) para u es la solucién general. Esta
esta “parametrizada” por la funcién g que acabamos de determinar. Esto implica
que la solucién al problema de Cauchy es tnica.

Variante: Si v(x,t) es otra solucién entonces w := u — v satisface la ec. diferencial
wy — 2w, = 3w, w(x,0) = 0. Esto expresado en variables (£,7) se transforma en
—w, = 3w, w(£,0) =0 de donde w = 0.

c¢) La respuesta es no ya que tomando la solucién tinica del problema de Cauchy dada
por (1) tenemos u(0,t) = e¥p(2t) + 2(e* — 1) /3.

Problema 2: Una barra de longitud L posee una distribucién de temperatura f(x) = Az
con A > 0. En el tiempo ¢t = 0 se le aplica y se le mantiene una temperatura constante
T1 > 0 en la cara x = 0 y una temperatura 7, > 0 en la cara x = L. Hallar la temperatura
de cualquier punto de la barra para cualquier tiempo t > 0. ; Que se obtiene en los bordes?
Interprete.

Solucion: Se busca resolver
u =Ktz >0, 0<ax<L), uO,t)=Ty, w(l,t)=Tz, u(z,0) =Xz (0<z<1L).

Primeramente homogenizamos las condiciones de borde. Con

Ty —T5
L

v(z,t) == u(x,t) — (/L)1 — (1 — (x/L)T1 = u(z,t) —T1 + T

tenemos v; = Uy ¥ Uy = Uy, de modo que nuestro problema se transforma en

(2) Vi =kvgp, t>0, O<z<L,

con

(3) v(0,t) =v(L,t) =0,

y

(4) v(a:,O):)\az—Tl—i—Tl_TQ:U::(p(x), 0<z<L.

L

Aqui no hay dudas sobre el procedimiento. Buscamos las soluciones en variables separadas
de (2) con (3). Del Ansatz v(z,t) = X (x)T'(t) obtenemos XT" = kX"T, X(0) = X(L) =0
de donde llegamos a

X" — aX | X(O) :X(L) =0, T(t) — okt 7
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de modo que « es una autovalor del problema espacial. A priori (ver clases) sabemos que
a < 0 de modo que X,(7) = acos(y/|a] z)+bsen(y/]al 2); las condiciones de borde impli-
can que a = 0y que b # 0y sen(y/]a| L) = 0 de modo que v/|a] = nw/Lconn = 1,2,
Los autovalores son entonces {—n?r?/L?: n =1,2,---} y las correspondientes autofun-
ciones miltiplos de fn( ) :=sen(nmx/L). Las tnicas soluciones en variables separadas de
(2,3) son f,(z)e”"/L°k Planteamos que

(nm/L) 2kt
= cofula)e /B
n>1
con coeficientes ¢, a determinar. Formalmente,

o(r) =v(x,0) = chun(x)

n>1

que establece a los coeficientes ¢, como los coeficientes de Fourier de la extensién impar
de la funcién ¢ al intervalo [—L, L]. Por lo tanto!

= (1/L)/_ o(x)sen(nmz/L) dx = (2/L)/0 o(x)sen(nmz/L)dx = .

L

Para calcular el coeficiente

n par

(2/L)/O sen(nrr/L)dr = —((-1)" —1) = { (2) ’ : ;

, - impar

xcos(nmx/L)

(2/L) /0 ¥ sen(nmz/L) di = (2/L) {(—)W + /0 " cos(nma/ L) dx} — _(2/L)(~

De modo que

2L ( T + Tz) :
— | A= , N impar
o = nm L
no 2L T, — T
e <)\ + =1 2) , m par
nmw L
Asi llegamos a
T, — T,
(5) E ¢ sen(nma/L)e” TR Ly 4 2L Ly

n>1

La convergencia en (5) es puntual en todo [0, L] con u(0,¢) = T} y u(L,t) = T, para todo
t > 0. Hay entonces una discontinuidad en los bordes a tiempo ¢t = 0 en la medida que

w(0,0) =T, # A0, u(L,0)=Ty#AL.

Las funciones {f, : n > 1} constituyen un sistema ortonormal si consideramos el producto escalar

(f.9) = (1/2L) [, f(2)g(x) dx

L
(2/L)/O sen(nmx/L) sen(krx/L) dx = 0y k -
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Es notable que lim;_, u(x,t) =T + %m que es la solucién de la version estacionaria
del problema o sea

(6) Ut:O:uzm; u<0>t>:T17 U(L7t>:T2

Sobre la convergencia de (5): Tenemos
—n2
—(m/L)2kt| _ Cbe_bt

lene
n

donde a, b son constantes positivas independiente de z,t y n. Una aplicacién del criterio
de convergencia del cociente muestra que la serie (5) es uniformemente convergente en
[0, L] para todo t > 0 fijo. Luego se ve (0 < t — e b eg estrictamente decreciente para
b > 0) que es uniformemente convergente en [0, L] X [t,, 00) para todo t, > 0. Podemos
derivar (5) término a término para obtener las derivadas de u siempre que t > 0. Ent = 0
la convergencia es puntual pero no uniforme cerca de x =0y de x = L.

Secuela metodoldgica: Es natural (para un fisico) preguntarse muy al principio si no hay
una solucién estacionaria (por independiente del tiempo) y la respuesta es inmediatamen-
te: jSil. Con (6), u debe ser una recta u(z,t) =ar+bcon Ty =u(0) =by Ty =al + T}
0 sea

u(x) = [Ty —T1)/Llx + Ty .

Pero entonces v(z,t) = u(x,t) — u,(x) es solucién del mismo problema de contorno pero
con condiciones de borde de Dirichlet homogeneas, etc. etc. Si bien hay muchas maneras
de lograr que v = u — f nos lleve a condiciones de borde homogeneas?, la mas natural es

f=u,.
Problema 3: La ecuacién
Up = YUz — QU

con coeficientes v y « positivos, se usa para modelar la transmisién de senales en un cable
o, también, la actividad eléctrica en neuronas.

a) Muestre que u(x,t) = e~ *&(x, t) es la solucién general donde & es solucién de la ec.
de difusién con el mismo coeficiente ~.

b) Determine u(x,t) parax > 0y t > 0 si u(x,0) = e 7% con 8 > 0 y u satisface una
condicién de Neumann u,(0,t) = 0 para t > 0.

Solucion:
a) Con u = e~ *¢ tendremos uy = —au + €& y Uy, = e, de modo que la ec.
diferencial nos entrega e~ ¢, = ye '€, que es equivalente a

2la ec. diferencial correspondiente seria, en general, inhomogenea.



b) La condicién de Neumann para u es equivalente a e=**¢,(0,¢) = 0 que es equivalente
a &,:(0,t) = 0. Debemos resolver el problema (7) con

(8) gx(oat) =0.

Lo intentamos con una transformacién de Laplace respecto de t > 0

y(x,s) ::/0 e "¢z, t) dt .

Entonces, de (7) y la condicién de Neumann obtenemos

Bx

sy—e " =vype , y:(0,8)=0.

Esta es una ec. diferencial ordinaria (respecto de x), lineal e inhomogenea con condicién
de borde de Neumann homogenea y coeficientes parametrizados por s. Dos soluciones de
la corresp. ec. homogenea son

_ Er/s/vx 3
bs(z,5) = eEV/
Buscamos una solucién particular y ya que la exponencial es su propia derivada planteamos

Yo(z,8) = c(s)e’ﬁx ,

de modo que

7520 =sc—1
0 sea
(z,8) = —e_ﬁw Ch
o(T, s .S )
y s ST

Cuando s = v3?, una solucién particular es

xe P
268

Yolz,75°%) =

Entonces

a(s)e_\/s/_w + b(s)e\/s/_w + yo(x, 5)

es la solucién general. Pero buscamos una solucién u al problema que sea acotada:
|u(z,t)] < K. En este caso

ly(z, s)| <

/ e hy(zt)dt| < K/(s—a), s>a.
0

Rechazamos entonces la exponencial eV*® y obtenemos

y(x,s) = a(s)e’\/s/_w + Yoz, 5) .

3el Wronskiano correspondiente es Wy, o (z,s) = —2¢/s/7.
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Ahora
o —/s/va(s) — Bc(s) , s#y5>
Y2(0,5) = { —Ba(s) +1/(nB) , s=p

de donde

B 2
a(s):{ V) s 7P

2’762 ) S = 7/82 7

B —ﬁﬁe—\/s/_w e Pz 1 ( s/ye P — Be*\/“”/_”

W@ s) = =G 5B s 5/

1 T
_ —Bx —Bzx _ 2

y(x,s) = e 4+ —e P s=6%.

(z,5) 2~/32 270

LLamando ¥(z, s) a la funcién entre paréntesis en la expresién para y cuando s # /32,

V/s/re = Be Vil
s/

) , s#B7,

Y

U(zx,s) =

observamos que ¥(z,v5%) =0y que

oV (x,s) 1 x
1, ’ = —BLL‘ _— —ﬁl‘ = 2 N
Jim = B T3t y(z,75%) ;

de modo que, por la regla de I’'Hospital,

U(z,s)
s —p?

tomando el limite correspondiente en s = v32.

(9) y(w,s) =

Lo que resta es la inversién de la transformacién de Laplace. |Y esto es no trivial en
este caso! Ya que y —dada por (9)— es producto de dos funciones de s, es sugestivo usar
la férmula de transformacién de una convolucién* pero el problema es que uno de los
factores no es transformada de Laplace de algo. Si bien para a > 0,

(e} o) = [ e i =1/s+a).

la funcién e para a > 0 no admite transformada de Laplace. Es mds: no hay ninguna
funcion f definida en (0, 00) tal que

/0 T et = 1/(s — )

4De cualquier tabla (e.g. Abramowitz & Stegun, p. 1020)

2
r 1 efa:\/g L e T /4t
et = ,a<0; =
s—a Vs Vrt



para a > 0. Entonces, como el factor 1/(s — 7?3) no admite anti-transformada de La-
place, no podemos usar la férmula de convolucién para calcular la anti-transformada de .

Volveremos sobre este problema mas adelante en el curso.

Problema 4: Considere el problema Au = 0 en un disco plano de radio a con la condiciéon
de borde u,(a,d) = f(0). (r,0) son las coordenadas polares naturales. Muestre que para
que el problema tenga solucién se debe cumplir

/O%f(mde:o.

Solucion: Si D, denota el disco, i.e. D, = {r(cos(d),sen(#)) : 0 <r <a, 0<0 <27}, el
borde dD, es la circunferencia de radio a. Por el teorema de Gauss (o de la divergencia)®

0= /E(Au)dv:/aDa(Vu)~nda

donde m es la normal exterior al disco dada por n = r/r = (cos(6),sen(f)). Ahora,
(Vu) - m = cos(8)(0u/0x) + sen(d)(0u/0y) = (Ou/Or) .
De modo que
0:/ ur(a,é’)adeza/%f(@)dﬁ
dDq 0

de donde se desprende el resultado ya que a > 0.

Apéndice (G. Dotti). Solucion directa de 3b) por el método de separacion de variables

Atacamos el problema (7) & (8) con la idea del método de separacién de variables. Las
soluciones en variables separadas serfan ((z,t) = X (x)7T'(t). Esto nos da

T/ X//

—_— = _— = k‘

T X
Si k = 0, X seria una recta pero la condicién de borde implica que la pendiente correspon-
diente se anula de modo que Xy(x) = ¢. Si k > 0 las soluciones X}, son superposiciones

50 el Teorema de Green planar (que es caso especial del Teorema de Stokes):

/8 Lo+ Mdy) = / (OM0z) — (OL/dy)] dz dy

D

tomando M = (Ju/0x) y L = —(0u/dy) de modo que el miembro izq. es a fo%(au/ﬁr) dfy el derecho es
el Laplaciano de u integrado sobre D,.



de cosh(y/k/yz) y de sinh(y/k/vz) pero ambas funciones son asintéticas a eV*/7% para

xr — o0 y por ende no son acotadas. La constante k£ debe ser negativa o nula y entonces

[ —k
T o e Xoccos( —x)
/Y

donde descartamos la solucién X o sen(y/—k/yz) (para k # 0) por no satisfacer la
condicién de borde X'(z = 0) = 0. Por lo tanto la solucién general de la ED con la
condicién de borde dada es una “combinacién lineal” de

= e cos _—kx
Cr(z,t) = B(k) <\/7 >

sobre k € (—o0,0]. Si reparametrizamos k = —yw?, con w € [0, 00) resulta

—k
et cos (1 / —x) = ¢ " cos (wx)
Y

y la solucion general serd una “combinacion lineal”sobre los w > 0:

E(x,t) = /000 Aw) e cos (wz) dw

Evaluando en t =0 : -
e = / A(w) cos (wz) dw .
0

Esto sugiere que A estd relacionada con la transformada de Fourier de la extensién par
a R de la funcién [0,00) > x +— e=#*. Veamos: tomemos cualquier funcién f que sea par,
entonces

A —zkm dl‘ _ / —zkm dx + / —zkx
Sk \/ 27 / \ 27
e~ m x)dr = /2 7T/ ) cos(kx) d
\/ 2 / / Jl

que es a su vez una funcion par. Por la formula de inversién y el mismo calculo recién

hecho ) -
flz) = — / e F(k) dk = /27 / Fk) cos(kz) dk
V21 Jr 0
Deducimos que, efectivamente,
=/2/7 {]—"[e‘ﬂ'x‘]} (w)
que calculamos ahora.

1 % } 2 < 2 B
F —B|z| _ - —Bl|z| iwz dr = ZR / (Zw—ﬁ)zd _ “ ]
[e } (w) =/ e e T - i e T TR




Entonces obtenemos la solucién buscada

2 [ 2
E(x,t) = ;/0 ﬁ e " cos (wr) dw ;

O sea

%t [® g )
t) = Tyt dw ;
u(z,t) - /0 e e cos (wx) dw ;

Para establecer contacto con la solucién obtenida por transformada de Laplace, calculemos
la transformada de nuestra solucién intercambiando limites:

2 [ o .
y(z,s) = _/ deL COS (w:c)/ o (1)t gy _ _/ B cos(wx)dw |

La integral es visiblemente proporcional a la anti-transformada de Fourier de las dos
funciones pares w +— 1/(8% +w?) y w — w > 1/((s/7)* + w?) de modo que podemos usar
la relacion para la transformada de una convolucién. Ya conocemos F1[1/(a? + w?)] y
haciendo la convolucién prestando atencién a los factores v/27 recuperamos

1 s/ye P — ﬁe_\/s/_””
s —p? \/ 8/ .

y(I,S) =



