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Tercer parcial (17/11/2016): Soluciones'

Problema 1: Extienda la funcién

1 si0<x<1/2
f(z) = .
0 sil/2<z<1

al intervalo (—1,1) de modo que la serie de Fourier resultante sea en cosenos. Comente
(justificando) sobre la convergencia de esta serie y utilicela para determinar

> 1
2 (27 +1)%°

J=0

Solucion: Usamos las férmulas generales para un intervalo (simétrico) de largo L que en
nuestro caso es 2:

o L2 9 L2
Qy = — / ft)cos(n2nt/L)dt , b, = — / f(t)sin(n2xt/L)dt .
L —L/2 L —L/2

Se debe tomar la extensién par f(x) = f(—z) para —1 < & < 0 que no introduce discon-
tinuidades fuera de aquella en +1/2 de modo que la extensién es continua a trozos con
finitas discontinuidades simples. En estos puntos la serie converge a 1/2 y en los demas
la convergencia es puntual. Hay convergencia en media cuadréatica ya que la funcién ex-
tendida es continua a trozos con finitas discontinuidades simples y es por ende de médulo
cuadrado integrable.

Se tiene
1 1 1/2
vo= [ g2 [ =z [ ar=1;
-1 0 0

2/1/2 ( d 2 (n/2) 0 , sin espar
ap = cos(nmx)dx = — sin(nw/2) = 2(—1)J . . .
" B nm (2g‘+1))7r , sin=2j+1conjeN

y, paran > 1,

La serie de Fourier es entonces

1 2 (1) ,
5 + p % 2j+ 1) cos((2j + 1)mx) .

Entonces, con

1t I )
= dr =1, = cos(nmx)*dr =1/2, n>1,
2/, 2/,

y la convergencia en media cuadratica

12 | Y O L L S
4+7T2jz€;\](2j+1)2_2/—1f($) dx—/of(x) dx—/o de=1/2;
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de modo que
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Problema 2: Calcule / 273: .
oo TF 22+ 2
Solucion: Las raices de g(2) := 22 +22+2, z € C, son zy := —1=+1. Ya que g es polinomio
de orden 2, se tiene
; dz
lim — =0

R—oc Jeoo,ry+ 9(2)

para C(0, R)™ el semicirculo superior de radio R alrededor de 0 recorrido anti-horariamente.
Entonces para R > | — 1 41| = /2,

R .
dx / dz . . 271
— + —— =2miRes(1/g,z4) =2mi lim (z — 24)/g(z) = ——— =n
[ ost Lo ot (1/9,24) = 2mi Jim (== 24)/g() =

pues el polo simple z; es la tnica singularidad de 1/g que encierra el camino cerrado
simple positivo [-R, R] + C(0, R)™.

Concluimos que
/°° dx
. - =7
b oo T2 422+ 2

Pero podemos decir mucho més. Ya que el integrando no tiene singularidades pues
g(z) = (x+1)> +1,

y es siempre positivo ya que

entonces, para b > 0, a > 2,

/ " de/gla) = / 0 da/o(w)+ | e fg(a) + / ; dx/g(x)

—a —

< 2+/bd:p/(az+ 1)2 +/_2dx/(a3+ )2
0

—a

=2 (1/(b+1)+1+1-1/(a—1)<4.

Las funciones 0 < b fé) dz/g(x) y 0 < a— fEa dz/g(x) son entonces ambas positivas,
crecientes y acotadas. Pero entonces la integral impropia existe y, en tal caso, es igual a
su valor principal (vease “Segundas y ultimas indicaciones” sobre la guia 6, problema 3,
en la w-pagina).
Problema 3: Discuta las soluciones de la ecuacion diferencial
;. 20y +
Ty —y

)

especificando para que intervalos de la variable = son vélidas. ;Es cierto que las soluciones
con y(0) = y, son unicas si y, # 07 Indique puntos donde pasa mas de una solucién.

Solucion: Reescribiendo

) p(y):2y2+17 q($>:$2—1,




la ED resulta separable. Si f(x,y) = zp(y)/yq(z) entonces

of Cx(2y* - 1)
a9y Y = o)

fuera de los puntos (£1,y) con y arbitrario y fuera de (x,0) donde f no es diferenciable.

[P

Esperamos tormentas en las rectas verticales {(£1,y) : y € R} y en el eje “z”.

Con
S N A C) I S PRNUI S
/dyp(y) = 4/p(y) dy = 7 Inp(y)| = 7 In(p(y)) ;
v _1 q’(x)_l n|q(x
v =1 ) o~ 7o
obtenemos
p(y) =Cq(z)? =Ca*—1)?, C>0.
Entonces

2 _1)2 —
yﬂ@=i¢0@;){!ﬁ—HZClﬂ,C>U

Mas especificamente, para C' > 0 hay dos soluciones

©) ) . Cz?2-1)2-1 ‘
3) @y_i¢2,kdzwl+ﬂ¢0,
en (—00,—1/14+1/v/C) y en (y/14 1/3/C,00) y para C > 1 hay dos soluciones
©), \ Cz?2-1)2-1
q(@_iVZZ,M§MLJM@

en el intervalo (—\/ 1-1/V/C, \/ 1 —1/y/C). Todas estas son continuas en los extremos
(finitos) de sus intervalos de definicién donde se anulan pero dejan de ser diferenciables
en esos extremos.

Si queremos resolver el problema de Cauchy y(x,) = y, basta estudiar el caso z, > 0 ya
que las dos parejas de soluciones encontradas son pares. Si y, > 0 debemos tomar &, si
Zo > 1 0 bien z4 cuando 0 < z, < 1 y hay claramente una sola solucién del problema
de Cauchy. El caso 1y, < 0 es similar con soluciénes £_ o bien z_. Cuando y, = 0 el z,
correspondiente cae necesariamente al borde del intervalo de definicién de alguna de las
cuatro funciones &4, z+ y en ese punto hay efectivamente dos curvas integrales aunque no
son diferenciables en z,.

Si z, = 0, debemos tomar

A90)=+/(C—1)/2, C>1,

si ¥ # 0 hay una y sélo una solucién que satisface y(0) = y, que es aquella con
C = 2p(yo) = 2y2 +1 > 1y el signo en zy igual al de y,. Pero cuando C' = 1 ambas
soluciones zil dejan de existir mientras que las soluciones yil ) no comprenden el punto

x = 0.

Otra manera de plantear el resultado es la siguiente. La solucion del problema de Cauchy
Y(To) = Yo:



a) no existe si z, = +1;

b) es unica si y, # 0y =, # +1 dada por

o)(x2—-1)2 1
y(z) = Sgn(yo)\/p(y;q((%)Q) -3 ;

¢) sty = 0y x, # =1 entonces no hay solucién diferenciable en (x,,0) pero las

soluciones
@12 1 (20, 00) para x, > 1
Nt (z) =+ @ 2 en el intervalo ¢  (—o00,z,) para z, < —1
° (_’xo‘a ‘xoD para |xo| <1
satisfacen

lim ny(x) =0, lim 7 (z) = +oo.

T—To T—To

Los puntos (z,, y,) del plano donde “pasan” dos soluciones son entonces (£a,0) con a > 1
y (£b,0) con 0 < b < 1, o sea el eje “z” sin los puntos £1. Los puntos del plano donde no
pasa ninguna curva integral son (£1,y) con y € R, o sea las verticales en x = +1.

Figura 1: Curvas integrales en el semiplano {z > 0}. Basta con estas ya que si 0 < z — y(x)
es una curva integral entonces 0 > x +— y(—=z) también lo es.

Finalmente, la manera més conveniente de parametrizar las curvas integrales es quizas
via la abcisa p del punto donde intersectan el eje “z” (alli nacen (o mueren) dos curvas

integrales)
x2 - 1

Para |p| > 1 estés estdn definidas en (—oo,p) cuando p < —1, y en (p, 00), cuando p > 1.

Si en cambio 0 < [p| < 1, y[ip} = y[ " est4 definida en el intervalo (—=|pl, Ip|) y nace (muere)

en los extremos del intervalo.




Problema 4: Determine la solucién general de x2y’ +3xy = 1. Si se impone que y(1) = 1,
;hay unicidad de la solucion?

Solucidon: Se puede probar una solucién de la forma y(z) = axP con a y p reales. En tal
caso,
1 = apxP™ 4 3axP™ = a(3 + p)aP ™!

dedonde p=—-1ya=1/(3+p)=1/2. O sea que
2(z):=1/(2z), z#0

es solucién. Pero frecuentemente uno no descubre inmediatamente esta solucién particular.

Empezando de nuevo, la ED es lineal inhomogenea. El procedimiento candnico es el si-
guiente. La solucién de la ec. homogenea correspondiente

0 = 2%u 4 3zu = x(zu’ + 3u)

se obtiene separando variables

d 3
—u:——dx;:> In|u| = =3In|z|+b,
u x

0 sea
u(z) =a/x®, a€R; z#0.
La férmula general es (la integral es indefinida)
a 1 31 a 1
y(m)z;—i—; x ?d:czg %
La constante a queda determinada por la condicién y(x,) = y, si z, # 0
1 1
o) = (o= 51 ) (ol 5 2 #0.

La solucién con y(z,) = y, es siempre tnica cuando x, # 0 y no hay ninguna curva integral
que toque el eje y.

Problema 5: Verifique que la ec. diferencial 2ze¥y’ — 324 —e?¥ = 0 no es exacta. Muestre
que admite un factor integrante que es funciéon de = solamente.

Solucién: Podemos escribir la ED como B(z,y)dy+A(z,y)dr = 0 con A(x,y) = —3z*—e
y B(z,y) = 2ze? que tienen

0A_ 0 OB o
oy 0
pero la ED no es exacta. Sin embargo, intentamos
/ A Ap

Y773 _B,u
con Ou/dy = 0. Obtenemos la condicién

0Ap 0Bu

oy 2¢n() = or 2¢*p + By
O Sea
p=-2/z;
de donde
p(z) = Afz®

con una constante A que se puede elegir igual a 1. Entonces
2e2Y ey
=—dy - (3952 + 2) da
x x

es exacta.



