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Problema 4: El ejercicio esta fallado; la “senal cuadrada” no tiene asociada ningin momento
(no estd en el dominio de definicién de p.
Tener en cuenta que la senal cuadrada no estd normalizada ya que

/ (@) Pz = [ dw = 2a.
R —a

El célculo de la transformada de Fourier es inmediato una vez que uno se pone de acuerdo que
es la transformada de Fourier. Siguiendo la convencién y notacion del tedrico

sin(a(p, — k))
o) = 2m) 2 [ (s = f TRk,
R ™ 4 Ch=p

que es una funcién continua con'® limy_, 1., ¢(k) = 0; ademds ¢ es invariante ante reflexion en el
punto k = p, vale decir ¢(p, + d) = ¢(p, — d) para todo real d; y es integrable ya que —~haciendo
la transf. de variables y := a(p, — k)— y usando la famosa integral [ ¢ 'sin(t) dt = 7/2

/}1§¢(k)dk—\/z/ﬂ{mﬁdy_\/z2/ommpdt_\/ﬂ.

A tener en cuenta: no es necesariamente cierto que la transformada de Fourier de una funcién
de médulo integrable (como 1) sea de médulo integrable. De hecho k — |¢(k)| no es integrable
lo que se puede demostrar viendo que
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lo que se hace en el apéndice.

Ahora calculamos el valor esperado de la posicién y su dispersién.
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de modo que

Az =a/V3.

Pero, la funcién 1 no es diferenciable en x = +a y tampoco es absolutamente continua, vale
decir no hay funcién g de modo que

1Una propiedad general de las transformadas de Fourier de funciones de médulo integrable llamado Lema de
Riemann-Lebesgue.



para algin c¢. De modo que Py no estd definida. Esto también se ve en la transformada de
Fourier. Ya que

(Fpy)(k) = hko(k)

hay que ver si
2 k2sin(a(p, — k))?
k— k|o(k))? = = .
- |¢( )‘ T (po _ k’)2

es 0 no integrable. Y, claramente, no lo es?. No tiene sentido entonces el valor esperado de p
dentro del formalismo establecido ya que pi no esté definido.
Pero hay gente que insiste. ;Que pasa si definimos (jconvenimos?) que
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Pues nada ya que, como se ve en el apéndice,
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. sin(t)
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dt = 00 .

iY no me vengan con distribuciones! Pueden dar vuelta la cosa tantas veces como quieran y
siempre estardn multiplicando distribuciones con soportes no disjuntos.

Problema 5: El problema no presenta mayores complicaciones usando la famosa férmula inte-

gral:
o] 5 - ,82
/ exp{—at —|—Bt} dt:\/;exp{m}, Re(a) >0 (1)

—0o0
donde ha de tomarse la raiz de a que tiene parte real positiva. En lo que sigue —un lindo ejercicio
del método de los residuos— demuestro esta formula que estd en todas las tablas de integrales
definidas (aunque a veces solo para el caso de « real y positivo).

Para ello considere el siguiente
Lema 1: Si Re(a) > 0 entonces cualquiera sea el real v se tiene

/e_o‘xgd:): = /e_o‘(”w)gdx

en el sentido que cualquiera de estas integrales existe como integral impropia de Riemann si y
sélo si existe la otra y, en tal caso, son iguales.

., ) ., oz
Demostracién: Sea o« = a + ¢b con ¢ > 0. La funcién z — e **

cualesquiera que sean Rj, Ry > 0 se tiene —cuando v > 0-

es entera y por lo tanto
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La tercera integral es

2Vea el apéndice.



Y para las dos integrales sobre segmentos verticales se tiene (usando que la exponencial real es

creciente):
. |v] A
‘/ e—oe(—Rl—Ht)Qidt S/ |e—a(R%—21R1t—t2)|dt
{—R1+it: v>t>0} 0
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v
/ e—alRatit)?; gyl < / o032t —2)| gy
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0 STV
Entonces
lim e oCRHY g — im emo(Betit)s gy —
R1,Re—00 J{_ Ry +it: v>t>0} Ri,Re—00 J{R,1it: 0>¢>}
y por ende
Ry 9 Ry . \2
lim e dr= lim e @) gy
R1,R2—00 Ry Ri,Ro—00 —R;

El caso v < 0 es andlogo. [

R Ro — 2
/ et B gy — 652/40‘/ exrp § —o <t + Bag) dt
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y con u = Re(Ba/2|al?) y v = Im(Ba/2]a|?) tenemos

R 2 2 Ratu )2
/ et +pt dt = eﬁ /4a/ e—a(y—i-w) dy
—Ry —Ri+u

Ahora,

y por el Lema
Ry 2 2 Ry 2
lim e Bt g = B/ i e dt
R1,Ra—00 ~R; R1,R2—00 —Ry

lo que reduce el cédlculo al caso § = 0 puramente cuadratico.

Hay ahora varias variantes para explorar y seguir. Una es considerar el caso « real y positi-
vo? y luego argumentar que la integral deseada es una funcién analitica de o en el semiplano
{Re(a) > 0}. Aqui se prefiere un método debido a Kneser? usando el Teorema de los residuos.

La figura 1 ilustra el método. Buscamos una funcién analitica f salvo en (finitos) polos de
modo que al integrar sobre el camino cerrado dado por (el perimetro del) paralelepipedo P
parametrizado por R, Re > 0 y el complejo ( = u + v se tenga que en

27 o(P) 3 Res(f: 2) = /P f(2)dz

polos z; encerrados por P

3que se calcula por ejemplo exhibiendo el cuadrado de nuestra integral como integral sobre R? de integrando
e~ de modo que [oo 670""2da:dy o 27 [ (d e—or? /dr) dr; etc.

“H. Kneser: Funktionentheorie. Vandenhoeck & Ruprecht, 1958; R. Remmert: Theory ofComplex Functions.
Springer-Verlag, 1991.
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Figura 1: El paralelepipedo P definido por Ri,Ro > 0y 0 # ( € C. Desconsidere la recta

punteada en primera lectura.

—/1f(z)dz+/2f(z)dz+/:sf(z)dz+/4f(z)dz,

con £, )
[t = [ g@de, [ peae=¢ [
1 —R; 2 0
/f(z)dz = /—R1+u f(z +iv)dz , /f(z)dz = C/O f(—=Ry +t¢)dt ;
3 Ro+u 4 1
ademas
R{iinoo/4f(z)dz = Ril’gloo/zf(z)dz =0,
Y, ya que
—Ritu R Ro
/f(z)dz:/ f(:v+iv)dx:/ flt+u+iv)dt =— f(x 4+ {)dx,

3 Ro+u Ro> —Ry

también

/1f(Z)dz+/3f(z)dz:/R2 [f(x)—f($+§)]dx;/R2 = gy

-R —-R
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Aqui, o(P) tiene en cuenta la orientacién de como se recorre el perimetro P, siendo o(P) = 1 si

Im(¢) =v >0 (el caso de la figura 1) y o(P) = —1 cuando v < 0.



Obviamente (3) se cumple si
f) = f+ Q)= (4)
El “Ansatz”
f(z) = €% [g(2)

—donde los ceros de g seran los polos de f— tiene mucho de bueno pensando en (2). Con esta f

obtenemos de (4) que
1 6—2aCz—aC2

9(z)  g9(z+¢)
si ahora suponemos —siguiendo a Kneser— que g es periédica de periodo ¢, o sea

9(2) = g(z+ (), (6)

=1; (5)

entonces (5) conduce a
g(z) -1— e—2a(z—o¢C2

y la condicién de periodicidad (6) indica que

em20¢* — ;

que se cumple si’
<2 = _iﬂ-/a ) (7)

que tiene dos raices distintas una de las cuales especificaremos més adelante llamandola por

ahora (. Entonces, la funcién

2
—az
e
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donde ¢ cumple con (7), satisface (4) y a fortiori (3). Queda entonces por analizar la validez de
(2) asi como los ceros del denominador g. Encaramos lo ultimo primero.

Ya que g(z) = 1 + et27%/C por (7), tendremos g(z) = 0 si y sélo si z = z, := ((n + 1/2) para
algin n € Z. Como g(z) = 1 4 e 20¢(z=2)g=2aCzn — 1 _ =22C(z=21) " cada uno de estos ceros
es simple. Es inmediato verificar —vea la figura 1 nuevamente— que no importa cuales sean los
valores positivos de R; y Ra el paralelepipedo en C de vértices Ro, Ro +(, —R1 +(, y —R1
encierra uno y sélo uno de estos z, que es z, = (/2. Por lo tanto el paralelepipedo amigo encierra
solamente el polo simple z, de f. El residuo correspondiente es —usando (7)—

e—ozzg elim/4

20 - 20 (8)

Para analizar (2) estudiamos la funcién f en los segmentos {+R+¢¢ : 0 <t < 1}. Alli tenemos
|exp{—a(£R + t()?}| = exp{—Re(a)[R? £ Rtu + t*(u* — v?)] — Im(a)[F2Rtv — 2t>uv]} .
También g(£R + t¢) = 1 + ?™eF2C donde usamos (7) con lo cual
g(ER +1C)| = |1 — |eF2R0] | = |1 — (F2RRE()]

Ahora,
Lema 2: |1 —¢*| > 1 — e 1%l para todo real 25,

®Recordando que o # 0 ya que Re(a) > 0.
5Esto es falso para & complejo.



Demostracién: Hay igualdad si z < 0. Cuando > 0, [l —e*|=e* —1ye* —1— (1 —e77) =
2(cosh(x) — 1) =: d(z) y d(0) = 0 con d'(z) = 2sinh(z) > 0.0

Y de aqui entonces

|g(£R + ()| > 1 — e~ 2HIRe(aQ)]

Combinando esta informacién, tenemos

exp{—Re(a)[R? £ Rtu + t*(u? — v?)] — Im(a)[F2Rtv — 2t>uv]}
1 — e—2R|Re(ag)]

lg(£R +t()| <

siempre y cuando
Re(a¢) £0; (9)

de donde concluimos —cuando Re(a)) > 0— que (2) se satisface.

Tenemos todo listo. Falta discutir la raiz de (7) que tomamos, verificar (9) y determinar el o(P)
que corresponda.
Si 4 denota el argumento principal de «, tenemos —7/2 <y < 7w/2,y

&=i¢wem{(wﬂwﬂ}

Re(aly) = £+/7m|al/2 cos(v/2) .

Como —7/4 < /2 < w/4, cos(v/2) > 0 con lo cual se satisface (9) y por ello (2). Ademas,
—(m 4+ 2v)/4 € (0,—7/2) con lo cual (4 estd en el cuadrante {Re(z) > 0, Im(z) < 0} y
o(P) = —1 mientras que (_ estd en el cuadrante {Re(z) < 0, Im(z) > 0} (la situacién de la
figura 1) y en ese caso o(P) = 1. Tomando cualquiera de estas dos raices y teniendo en cuenta
el signo correspondiente, obtenemos con (8)

in/4

2 € m™ . m . T
e~ dp — = ion — — 76171'/26717/2 _ \/7627/2 _ \/7
/R & 20y V laf |af o

donde ha de tomarse la raiz cuadrada de « cuya parte real es positiva. La demostracién esta com-
pleta.

Luego

R |sm t| dt = R |sm( )2 dt =

=limp_, 0

Apéndice: limp_, [,

Ya que |sin(t)| < 1 para todo t, tenemos | sin(t)|/t > sin(t)?/t para todo ¢t > 0. Basta entonces
verificar que la segunda integral es divergente. Para ello supongamos que R > 27, entonces

R 2 R 2
/ sin(t) gt > / sin(?)* gt >
0 t s t

[B/m] =1 (g )m oo 4)2
Z / sin(t) dt | (10)
1 n

- t

n—=



donde [X] denota el mayor natural menor o igual al real X.
Lema 3: Para cada uno de los intervalos [n7, (n + 1)7] con n > 1 tenemos

(07 gin(t)2 1 2
dt>-In(1+-——).
/m t Tk < Ty 1)

Demostracién: Siendo el integrando no-negativo, tenemos

(n+1)m o3 2 nr+37/4 o 2
/ smit) dt>/ sin(t) Qt

w7 /4 t

™

Pero |sin(nm + 7/4)| = |sin(nm + 37/4)| = 1/V/2 y la funcién t +— £(t) := sin(t)? es céncava
en el intervalo [nm + 7/4, nw + 37 /4] ya que su segunda derivada alli es £'(t) = 2 cos(2t) y esta
funcién toma valores no-positivos en ese intervalo’. Ademés ¢ es simétrica con respecto al punto
medio de este intervalo donde se alcanza su maximo. Por lo tanto tenemos &(t) = sin(¢)? > 1/2
en [nm + 7/4,nm + 3w /4]. Entonces

(nm+437/4 )2 1 [m+3w/4 4 1 9
/ sin(f) dt>/ dt:1n<1+ ).D
nm+m/4 t 2 nm+m/4 t 2 4n +1

Lema 4: In(1 4+ z) > z/2 para 0 < = < 1.
Demostracién: Sea o(x) = In(1+z)—z/2. 0(0) = 0y o' (z) = (14+2)"1-1/2 = (1—-2)/(2(1+z)) >
0 en el intervalo en cuestion.[].

Retornando a (10), y usando los dos lemas 3 y 4 tenemos:
[R/m]—1

R (412
sin(t) 1
i SV M .
/0 t ~ Z 8n+2’

n=1

pero 1/(8n+2) > 1/(10n) para n > 1 y entonces, siempre para R > 27,

R . 2 R/ﬂ']—l
sin(t) 1 1
dt > — —.
/0 ~ 10 nz_a: n

t
Recordando que la serie armonica es divergente, obtenemos el resultado.

[

"Sinmw+m/4 <t < nw+3n/4 entonces t = nmw+7w/445con 0 < s < 7/2y cos(2t) = cos(m/2+2s) = —sin(2s)
y 2s € [0, 7).



