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Guia 3, Problemas 1,2, 4f y 5
G.A. Raggio

Problema 1: Es frecuente leer frases que o afirman o sugieren que para que una funcién (com-
pleja de una variable real) sea de médulo cuadrado integrable es necesario que “decaiga a 0 en
el infinito”. jEsto es falso! Construya un ejemplo de una funcién sobre R de médulo cuadrado
integrable pero que no tienda a cero cuando |z| — oo (z € R).

Sugerencia: un peine con infinitos dientes rectangulares de igual largo pero cada vez mas finos.

Solucién: La idea es construir una funciéon de modo que la integral de su médulo cuadrado sea
una serie convergente. Recordamos que
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Este es el peine que se sugeria: la funcién es 1 en la unién de todos los intervalos [£n —
1/27%2 4n + 1/2"%2] y cero fuera de esta unién. Claramente f(—x) = f(r); casi tan clara-
mente, ninguno de los dos limites lim, 1, f(z) existe. Sin embargo, dados R; y Rg positivos y
mayores que 2, sea No aquel nimero natural que satisface No < Ry < No + 1 y sea y Ny aquel
numero natural que satisface Ny < Ry < N7 + 1.

Tendremos entonces que
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Comentario: La idea de que una funcién de onda debe anularse en oo para que esta funcién
sea la amplitud de una densidad de probabilidad pulula en los textos de mecénica cudntica®. No
he encontrado semejantes afirmaciones en el libro de Messiah -que leo hace ya muchos anos.
La verdad es mucho mas interesante: si f es de médulo cuadrado integrable y es absolutamente
continua con “derivada”’ g también de médulo cuadrado integrable (i.e., f estd en el dominio de
definicién de p), entonces f es continua, acotada y lim, . f(7) = 0.

Problema 2: [Identidades de polarizacién] Verifique que para un operador lineal A en un
espacio de Hilbert (complejo) con producto escalar (-,-) se tiene

(f, Ag) = i{<f +9,Af+9)) = {f =9, A(f — 9)) +i{f — g, A(f —ig)) — i{f + 19, A(f +ig))},

luego también (f,g) = 3 (I f+ g |I> = | f =g [P +i |l f —ig > =i || f +1ig |*).

Solucién: Expanda el miembro derecho de la identidad de polarizacién usando que (-, -) es lin-
eal en la segunda componente y conjugado-lineal en la primera. Para la segunda identidad tome

'El més “moderno” ejemplo es el libro de Ballentine.



A=1.

Problema 4:

f) Si Ay B conmutan con su conmutador, entonces:
i) [4,B"] = an_l[A, BJ; [A",B] = nAn_l[/L BJ;

ii) eAeB — cA+B+[AB]/2 _ ,B,A[AB]

Solucién: La segunda identidad de i) se desprende de la primera intercambiando A y B. Para
la primera, observamos que es trivialmente correcta para n = 1 y demostramos la relacién por
induccién ya que

[A, B™*!] = BA, B"] + [A, B|B" = B[A, B"] + B"[A, B] = nB"[A, B] + B"[A, B]

pues B" conmuta con [A, BJ.
Para verificar ii) empezamos con

[A,e'P] =Y t"[A,B")/nl =t (tB)" '[A,B]/(n—1)! =t [ Y _(tB)"/n! | [A, B] = te'P|A, B]
n>0 n>1 n>0

usando(i) y donde ¢ es cualquier real. Calculando algunas potencias mas, e.g. [A2, e®] = eB[A, B]*+
2¢B A[A, B], intuimos que

A", BZ( )A”kAB] (2)

lo que, si se supone verdadero para n, conduce a
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donde usamos la relacion
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Esto nos permite una demostracién inductiva de (2). Pero entonces,

e, P = 1A, P /n! = anz( >A”kAB]

n>0 n>0
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vale decir

cAeB — (B A+HAB] _ B AAB]

Si t y s son reales arbitrarios, nada cambia si consideramos a tA y a sB en vez de A y B. Por
lo tanto,
etAesB — 6sB€tA€st[A,B] , s,teR. (3)

Ahora, sea ,
U, = etAetB et 14Bl/2 , teR.

Tenemos
Uy=1

y, definiendo C' := [A, B], y usando (3)
UtU _ €tAetBe_t20/268A68B€_SQC/2 _
= =
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Hemos dremostrado que
U,Us =UUp = Ut+s , t,seR.

Derivando esto con respecto a s y luego tomando s = 0, obtenemos la ecuacién diferencial
dU/dt = XUy = Uy X , X = (dUg/dt)|4=0, Up=1

cuya solucion es
Ut = €tX .

Calculamos X, usando (1)
dU,/dt = AU, + e Be!Be~""C/2 _1U,C = (A + B — tC)U, + [¢!4, Ble!Be1°C/2
= (A+B —tC)Ut +tCUt = <A+B)Ut N
por lo tanto X = A+ B y por ende
etAetBe—t2C/2 _ oH(A+B)

o lo que es lo mismo
plAtB — etA+tB+t2 [4,B]/2

que termina la demostracién de (ii).

Problema 5: Considere los operadores posicién Z y momento p actuando sobre L?(R) dados
respectivamente por

@)(@) = 2f(z) | /R 2Uf (@) de < 00 (Bf)(x) = —ihf(z) /R (@) de < oo

a) Muestre que ambos no son acotados. Vale decir, cualquiera sea C' > 0 hay f € L?(R) tal que

Ifll =1y [[zf]l > C (resp. [[pf] > C).
b) Verifique que cualquiera sea el nimero real A hay una sucesién {f, : n = 1,2,---} tal que

[full = 1y limpsoo [|Zfn — Afnl = 0.
c¢) Lo mismo que b) pero para p. jRecuerde la transformacién de Fourier!



Solucién: Hay muchisimas maneras de verificar lo que se pide. Apelando a lo ya hecho, en la
Guia 2, se consider6 la gaussiana
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donde a y k son reales arbitrarios y o es un real positivo. Esta funcién estd normalizada
| W40kl = 1. Calculamos alli que

”(/x\ - a)\IJa,a,k”Q =o? )

. s R
15— k) Wi = 1oy
Para liquidar b) basta considerar la sucesion {¥y,. 1, :n =1,2,---} donde k es lo que quiera
y donde la sucesién {0, : n =1,2,3,---} es lo que usted prefiera mientras cumpla que o, > 0
y limy, 00 05, = 0. En tal caso se tiene lim, oo ¥y 4, k() = 0 para todo x # A mientras que
Uy onk(N) = (2m0?)~/4e**. Hay convergencia punto-por-punto a una funcién discontinua?.
Pero no hay ninguna funcién f de médulo cuadrado integrable tal que lim, o ||¥x o, — f|| = 0.
Para liquidar c) basta considerar la sucesién {¥, , min =12 -} donde a es arbitrario y
donde la sucesién {o, : n = 1,2,3,---} es lo que usted decida mientras cumpla que o, > 0y
lim,, o0 0, = 00. Ahora la sucesién converge punto-por-punto a la funcién = — e =: g(x)
que no es de médulo cuadrado integrable y, nuevamente, no hay ninguna f de médulo cuadrado

integrable tal que im0 [|Wo o, 2/ — fll = 0.

Para liquidar a) calcule |zW, , || o observe que

1@ = a) fI? = IZ£11* - 2a(f,7f) + a*| fI®

para obtener
12%00kl* = a® + o

con lo cual eligiendo a y o podemos hacer a ||ZV, , || tan grande como nos pidan. Similarmente,

ﬁ2

fon 2 2
Hp\I}mmkH = (hk)” + 4o?

lo que también es tan grande como Anselmo quiera.

Por tltimo, observe que b) y ¢) son equivalentes si {f,} es sucesién como en b) entonces g, :=
F fn satisface ||gn|| =1y

1@ =N full = IF@E = N full = 1F@ = NF " gall = (FEF = N)gall = BB + hN) gnll

ya que FZF ! = —p/h.

2Que es equivalente en el sentido de Lebesgue a la funcién identicamente nula.



