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Problema 1: Es frecuente leer frases que o afirman o sugieren que para que una funcién
(compleja de una variable real) sea de médulo cuadrado integrable es necesario que “decaiga a 0
en el infinito”. jEsto es falso! Construya un ejemplo de una funcién sobre R de médulo cuadrado
integrable pero que no tienda a cero cuando |z| — oo (z € R).

Sugerencia: un peine con infinitos dientes rectangulares de igual largo pero cada vez maés finos.

Problema 2: [Identidades de polarizacién] Verifique que para un operador lineal A en un
espacio de Hilbert (complejo) con producto escalar (-,-) se tiene

(f, Ag) = i{<f +9,A(f+9)) = (f — 9, A(f — 9)) +i(f —ig, A(f —ig)) —i(f +ig, A(f +ig))},

luego también (f,g) =3 (| f+g > = || f—g|?+i| f—ig|? =i |l f+ig|?).

Problema 3: Dados dos operadores lineales A y B, y a un nimero complejo, demuestre,
usando la definiciéon de operador adjunto, que:

a) (WA + B)" = a A* + B*;

b) (AB)" = B* A%,

¢) (A1) = (49!

d) (A" = A.

Problema 4: Muestre que para operadores lineales A, B,C, - - - se tiene:
a) [A, B] = —[B, A];

b) [A, B]* = [B*, A"];

c) [A,B+C]=[A,B]+[A,C];
d) [4,BC] = [4,B|C + B[A,C};

e) [A,[B,C]] + [C,[A, B]] + [B, [C, A]] = 0 (identidad de Jacobi);
f) Si A y B conmutan con sus conmutadores, entonces:

i) [A, B"] =nB""1[A,B] ; [A", B] = nA"™ 1[A,B],

i) eA B = eA+BHAB]/2 _ 0B oA ([AB]

g) eABe*A =B+ [A, B+ 5i[A, [A, B]] + 3[A, [A,[A,B]]] + -+ - (una de las férmulas de Baker-
Campbell-Hausdorff).

Problema 5: Considere los operadores posicién Z y momento p actuando sobre L?(R) dados
respectivamente por

@)(@) = 2f(z) /R 2@ de <00 (Bf)(x) = —inf(x / (@) dz < oo

a) Muestre que ambos no son acotados. Vale decir, cualquiera sea C' > 0 hay f € L?(R) tal que
Ifll =1y [[zf] > C (resp. [[pf] > C).

b) Verifique que cualquiera sea el nimero real A hay una sucesién {f, : n = 1,2,---} tal que
[full = 1y limpsoo [|Zfn — Afnll = 0.

¢) Lo mismo que b) pero para p. jRecuerde la transformacién de Fourier!

Problema 6: Demuestre el llamado “Teorema de Ehrenfest”: Los valores esperados de las
variables dindamicas cuanticas satisfacen las mismas ecuaciones de movimiento que las corre-
spondientes magnitudes clésicas.

Problema 7: Consideremos las ecuaciones de evolucién de Heisenberg especificadas por el
Hamiltoniano (autoadjunto) H: A(t) = U; AUy, donde Uy = exp{—iHt/h}. Muestre que: (A(t))* =
A*(t), (zA+ B)(t) = zA(t) + B(t), para complejos z y (AB)(t) = A(t)B(t).



Problema 8: Considere un oscilador arménico unidimensional de masa m y constante de Hooke
k de modo que la frecuencia angular es w := /k/m.

a) Recordando las soluciones clésicas, resuelva las ecuaciones de movimiento (de Heisenberg)
para los operadores posicién Z y momento p. jPor qué la evolucién cudntica coincide con la
clasica?

b) Introduzca el operador (las constantes se eligen solamente para obtener un operador adimen-

sional)
1
a= ity ——
2h 2~hmw

y su adjunto a*. Resuelva ahora las ecuaciéon de movimiento para a y a* (jdesacople!).

c) Verifique que el operador @ no es normal calculando el conmutador con su adjunto.

d) {Qué puede deducir del hecho que a*(t)a(t) es independiente del tiempo? Exprese el Hamil-
toniano del oscilador arménico en términos del operador @ y su adjunto.



