Mecanica Cuantica I
Guia 5 Problema 6 — Abril de 2014

Problema 6: Estados coherentes. Los autoestados del operador a se definen por la relacién:

ap, =ayp, ; donde a es un nimero complejo.

a) Encuentre una expresion para los autoestados del operador a como combinacién lineal de los
autoestados i, del oscilador arménico de masa m y frecuencia w. Muestre que el operador a*
no tiene autoestados.

b) Muestre que estos estados pueden escribirse como

1 . 1 2
¢a = oxp (g la) explaa)in = exp (5 (o~ o)) exp (—z mhw“p> "

= exp <—; (Ja|® + oz2)> exp (\ / 2ngwaa§> o

©o = exp{aa® —aalyy .

y también como

c¢) Use los resultados del problema anterior para mostrar que estos estados son estados coherentes
(de incerteza minima) para los operadores posicién y momento. Calcule la evolucién temporal
segun el Hamiltoniano del oscilador arménico para un estado coherente y para la relacién de
incerteza correspondiente. Compare esta evolucién de un estado coherente con su evolucién libre.
d) Muestre que los estados coherentes estan dados por las funciones de onda

o) = ([ e o {= Gt awp + 0}

donde p(t) y q(t) son, respectivamente, el momento y la posicién de un oscilador arménico clsico
de masa m y frecuencia angular w. Calcule el valor de ¢ sabiendo que ¥ (z,t) es solucién de la
ecuacion de Schrodinger para el oscilador arménico cuantico asociado.

e) Calcule el valor esperado de la energia del oscilador arménico y su dispersién para un estado
coherente.

Solucion: Recordamos que

« tiene la dimensién de una longitud reciproca mientras que a no tiene dimensién.
El problema de autovalores para a es ap = zp con z € Cy ¢ # 0.

a) Si existe podemos expresar a ¢ en términos de la base ortonormal {i, : n € N} de autofun-
ciones del osc. armoénico o bien del operador N := a*a al autovalor n. Acé tomamos las fases de
modo que se tenga

awn = ﬁ¢n—1 s a*%bn =vn-+ 11/)71-1—1 .
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Entonces, con
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v la ec. de autovalores es equivalente a las ec. de recurrencia
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deducimos que efectivamente

pr = PR ey b

es autofuncién de a al autovalor z y esta, ademds, normalizada. También vemos que z es un
autovalor simple de a.

Para ver que en cambio a* no tiene autovalores podemos proceder de la misma manera. Obten-
emos asi la ec. de recurrencia

2c0 =0, zc, =+/ncp_1, n=1,2,3---,

cuya Unica solucién es ¢, = 0 para todo n € N. Otra alternativa es la solucién directa de la ec.
diferencial de primer orden a*p = zp que es equivalente a

¢'(z) = alaz — z)p(z)

cuya solucion general es
o(x) = Cexp{a®s?/2 — azz}

cuyo médulo cuadrado |C|? exp{a?z? — aRe(2)x} no es integrable.

b) Ya que
(@) = (&) = (2°)" 2By = - = Valth,

tendremos

exp{za*}ih, = Y %(a*)”zpo =y \%wn — P2y

n>0 n>0 V1V

Por otro lado, ya que a™y, = 0 tenemos

exp{wal, = v, ;

de modo que, cualquiera sea w € C,

2 *
@, = e FF/2e7a%cway, - para todo z € C|.

Pero, como [a,a*] = 1, podemos usar la famosa férmula

cApB — A+B+[A,B]/2



del problema 4 ii) de la guia 3, que es vélida si [A, [A, B]] = [B, [A, B]] = 0, para obtener

—(|z]242zw) /2 _za*+wa
_ o (zPrw)/2, e

Pz para todo z,w € C|.

Las féormulas requeridas se obtienen eligiendo a w convenientemente teniendo en cuenta las
expresiones para Z y de p en términos de a y su adjunto

(1) T=(a*+a)/(V2a), p=iak(a* —a)/V2.

Con w = z obtenemos

con w = —z obtenemos

2
Pz = 67(|Z|2722)/2exp {_i zp ¢ Yo ;
mwh
y, por ultimo con w = —%

o = cap{za® — Za}u, = exp { ( 2 In(2)7 - ||~ Re(2)p ) } b
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de modo que ¢ tiene la dimensién de una longitud y p la dimensiéon de un impulso, entonces la
dltima férmula es

(3) ¢, = exp {i (p2 — qp) /h} o -

Si escribimos

Antes de proceder con c), anotamos la férmula

(@ pola) = (?/m) Ve P 2 exp { - (o= 32 2]

que se obtiene inmediatamente a partir de (2) y la férmula conocida (ver Problema 1, Guia 5)
para 1,.

c¢) Calculamos
(P2 802) = (P2, 202) = 2, (pz,702) = (aps,92) =75

de modo que con (1) obtenemos

N 2h ! N !
(02, Tpz) =/ o Re(z) = q, (02, Pp.) = V2hmw Im(z) =p .

'Definiendo el llamado operador de Weyl

W (z) := exp{za” — za} ,
tenemos las relaciones de conmutacion de Weyl
W(z1)W (22) = 2212 W (21 + 20)

de donde, ya que W (0) = 1, vemos que W (z) es unitario con W(z)* = W(—z). Esta es la forma dada por Weyl a
la relacién de conmutacién [Z, p] = il que resulta equivalente y méas simple de manejar pues involucra operadores
unitarios (en particular, acotados). Por supuesto, p. = W(z)1o = W(2)po.



iVemos aca el motivo detras de la (3)!

Ademas,
(e T0e) = 5 (o a2 (277 )
1 9 ) . .
=53 ((pz,a%:) + (@%p2, 02) + (@2, [a,a"] + 2a*a)y.))
1 2 | =2 1 9 5 1
= 942 (z* +7° + 1+ 2(ap.,ap.)) = ﬁ(lee(z) +1)=¢+ 7
y, analogamente,
2R2 2.2
- —ah 2o
(02, P°0z) = 5 (4Im(2)* +1) =p* + —
de modo que
1 ha
A, T=—, Ay p=—
Pz \/Ea szp \/§

(A.7) )(Ap.p) = /2.

Si ahora a(t) := exp{iHt/h}aexp{—iHt/h} con H = hw(a*a+1/2), entonces a(t) es la solucién
de la ec. dif.

d .
2= (i/h)[H,a], a(0)=a.

Como [H,a] = hw[a*a,a] = hw[a*, a]a = —hwa obtenemos
a(t) = e “a

y entonces

Ahora,

e—th/h(pZ _ e—|z|2/2€—th/heza*% — o l2/2 (e—th/heza* eth/h) e~ iHt/hy,

— e—|z|2/2 eXp{za*(_t)}e—iwt/2,¢}o _ e—iwt/26—|z\2/2 exp{ze_iwta*}@bo

—1 _|e—twt |2 s .
—e 'Lwt/2e le 2| /zexp{ze zwta*}wo —e zwt/2¢€_z_wtz;

. . . * . —q . .
pues si U es unitario entonces U*eAU = eV AV En particular, e "t/ "y, tiene los mismos valores

esperados que el estado coherente ¢ ;) donde 2(t) := e~z Luego, ya que la dispersién tanto

—iHt/h,

de T como de p en un estado coherente ¢, es independiente de z, deducimos que e » tiene

las mismas dispersiones que ¢, (i.e., independientes del tiempo) y es coherente.

d) Calculamos

2(t) = e Wy = @ q(t) +1i ! P
V2 V2ah

(t)
donde 1
q(t) := qcos(wt) + P sin(wt) , p(t) := pcos(wt) — mw sin(wt)q

que son la posicién y el momento respectivamente de un osc. armonico clasico de frecuencia w y
masa m. Entonces, para

1/)(33,75) = (e_th/hQDZ)(x) )



obtenemos con el resultado previo y la férmula (4)

2

Bl ) = ¢ g 0) = (@) e 2 exp {0 - a0 + ip(e)o — at0)/2) |

e) Ya que H = hw(a*a+ 1/2), tenemos
(e M., He™MNp.) = (02, Hos) = hwlaps, aps) + hw/2
= hw(|z]* + 1/2) = (p?/2m) + mw?¢? /2 + hw/2 .
Asimismo,
H? = h*w?((a*a)? + a*a + 1/4) = h2w?((a*)*(a)? + a*[a,a*]a + a*a + 1/4)
= h?w?((a*)?*(a)® + 2a*a + 1/4)
de modo que
(e, HPe™ Mg ) = (., H2.) = WPw?(|2* + 212> +1/4)

y, por lo tanto

1
202h?

2
(6%
A, H = hwlz| = hw\/2q2 + P2 .



