Mecanica Cuantica I
Guia 5 — Abril de 2014

Problema 1: Tratamiento analitico del problema del oscilador armdnico.

a) Verifique que, cuando el potencial al que se somete una particula de masa m es V(x) =
mw?x?/2 (donde w > 0 es constante), la ecuacién de Schrodinger puede ser escrita como

P+ (2e —y*) =0,

donde y = x\/mw/h y € = E/hw, siendo E el correspondiente autovalor del hamiltoniano.
b) Observe que 1,(y) = exp(—y?/2) es solucién y analice entonces el Ansatz

Y(y) = uly)e v/

. Qué condiciones deben imponerse a u(y)?
c¢) Use el método de Frobenius para resolver la ec. diferencial que determina a

u(y) = Cry"
k=0

y encuentre la relacién de recurrencia

2k +1— 2¢

Chvz = Cg (k+2)(k+1)

para los coeficientes.

d) Analice los limites y — +o0o para ver que los tinicos valores permitidos para & son n + 1/2,
conn =0,1,2,... , obteniendo asi el espectro de energias.

e) Vea entonces que la ecuacién diferencial de b) para cada n es satisfecha por el polinomio de
Hermite H,,. Derive la expresion general para las autofunciones

o= (gigg) e (150 ) e ((5)2)

Problema 2: Calcule la probabilidad de que la posicién de un oscilador armoénico en su estado
fundamental tenga un valor mayor que la amplitud de un oscilador armonico clasico de la misma
energia.

Problema 3: Para los autoestados {¢,, : n = 0,1,2,,---} del oscilador arménico calcule
(Y, a’Pn) v (W, athy). Evalie AX - AP para el autoestado ,,.

Problema 4: Para un oscilador arménico simple en una dimensién la funciéon de onda a tiempo
t = 0 esta dada por

1 2
¥(0) = 5% + \/51/12
donde 1, es el autoestado del oscilador a la energia hw(n + 1/2).
a) Determine la funcién de onda 1 (t) para tiempos t > 0.
b) Determine el valor de expectacién de la energia.
c¢) Derive una expresién para los valores de expectacién de la posicién y el momento en funcién
del tiempo.
d) (Es este un paquete de incerteza minima? Justifique.



Problema 5: Dada la funcién de onda ¢ del oscilador arménico unidimensional al tiempo t = 0:
a) Encuentre su evolucién temporal;

b) Calcule (z); en funcién del tiempo;

c¢) Calcule (p); en funcién del tiempo;

d) Verifique explicitamente el Teorema de Ehrenfest;

(p)o

e) Muestre que (z); = ()0 cos(wt) + 2> sin(wt).

Problema 6: Estados coherentes. Los autoestados del operador a se definen por la relacién:

a Yo = gy ; donde « es un nimero complejo.

a) Encuentre una expresion para los autoestados del operador a como combinacién lineal de los
autoestados 1, del oscilador armoénico de masa m y frecuencia w. Muestre que el operador a*
no tiene autoestados.

b) Muestre que estos estados pueden escribirse como

1 . 1 2
¢a = oxp (o) exp(@a’)vo = exp (=3 (Jaf — o)) exp (—z mhw“p) "

—oxp (5 (ol + ) exo (x/Q’;MaQ %o

¢ = explaa” — @alyy .

y también como

¢) Use los resultados del problema anterior para mostrar que estos estados son estados coherentes
(de incerteza minima) para los operadores posicién y momento. Calcule la evolucién temporal
segun el Hamiltoniano del oscilador armoénico para un estado coherente y para la relacién de
incerteza correspondiente. Compare esta evolucion de un estado coherente con su evolucion libre.
d) Muestre que los estados coherentes estdn dados por las funciones de onda

vlas) = if e {= 5t awp +00}

donde p(t) y q(t) son, respectivamente, el momento y la posicién de un oscilador arménico clsico
de masa m y frecuencia angular w. Calcule el valor de ¢ sabiendo que ¥ (x,t) es solucién de la
ecuacién de Schrodinger para el oscilador armoénico cudntico asociado.

e) Calcule el valor esperado de la energia del oscilador arménico y su dispersién para un estado
coherente.



