Mecanica Cuantica 1

Guia 7 - Mayo/Junio de 2014

Problema 1.

a) Escriba las componentes cartesianas del operador momento angular orbital L=TApP=—ihTAVY
de los operadores L4, L_ y L2 en coordenadas esféricas.

b) Use que las autofunciones de L2 y L. tienen la forma Y0, ) = Opm(0) exp (imy) para encontrar
Yf , sabiendo que L Yf = 0. Muestre que todas las autofunciones de L2 pueden ser obtenidas de esta
manera usando lo encontrado en inciso (a).

. 1/2 . -
c) Suponga que £ puede tomar valores semienteros, calcule entonces Y, /2 como se describe en el inciso (b),

y YJ;/ ? utilizando L_. Luego calcule YJ;/ > a partir de la ecuacién L_YJ;/ 220 y muestre que arroja
resultados contradictorios. Esto puede tomarse como argumento de la ausencia de valores semienteros

para el momento angular orbital.

Problema 2. Mostrar que si un sistema estd el autoestado |[¢,m) de los operadores IA427 fz, el valor
esperado de la componente del operador momento angular orbital a lo largo de una direccién n de angulo
polar 6, es igual a mhcos(6).

Problema 3. Analice el producto de las dispersiones de las componentes Ew y Ey para un autoestado
|¢,m) de los operadores L2, L. ;Cuéndo es minimo o maximo?

Problema 4. Sea P el operador paridad dado por (Pf)(r) = f(—r). Verifique, que en coordenadas
esféricas (1,0, ¢) se tiene

(Pf)(?“,&(b) :f(T,W—9,¢+7T)

Mostrar que [P, i] = 0 y que los arménicos esféricos Y™ tienen paridad definida, la cual depende sélo
del niimero cudntico /.

Problema 5. R

a) Pruebe que los operadores T, p, L actuando en L?(R3) son vectoriales y que T2 y p? son operadores
escalares.

b) Pruebe que si A, B son operadores vectoriales,entonces A - B es un operador escalar.

¢) Pruebe que para que un operador A conmute con todas las componentes de IAJ, es suficiente que conmute
con dos de ellas.

Problema 6. Una particula interactiia con un campo externo de manera tal que el Hamiltoniano esta
dado por

H=alL, ;a>0,
En t = 0 su estado esta dado por

1

V2
donde el miembro de la derecha estd expresado en términos de las autofunciones |l,m), comunes del par
L2y L,.
a) Encuentre el espectro de energias para este Hamiltoniano.
b) Conociendo que

Y = (10,0)- +11,1)2)

Lylt,m). = hy/(E—m)(C+m+1)[6,m+1),
L_|t,m), = h/(L +m)(l —m +1)[t,m — 1), ,

utilice algin argumento para establecer que

Jillymy)e = h\/(€ —mg)(l+me +1)[6,my, + 1),

J_|l,my) . = h\/(ﬁ +mg)(l—mgy + 1) ¢, mg — 1),

donde Jy =L, 1L,y Ly|l,my)s = Amg|l,my),
c¢) Exprese 1 en la base |¢, m,), v calcule 9(¢) para todo ¢.



Problema 7. Para un estado representado por la funcién de onda
Wlx,y,2) = Ne® (2 +y)z, a>0,

donde 72 = 22 + y? + 22.
a) determine la constante de normalizacién N en términos del pardmetro «;
b) calcule los valores esperados y dispersiones de L y de L2.

Problema 8. Verifique que cualquiera sea el par f, g de vectores unitarios de R3 los operadores f - L y
g - L son unitariamente equivalentes y tienen, por ende, el mismo espectro. Sugerencia: recuerde la ley
de transformacion de L bajo rotaciones.

Problema 9. Representacién matricial del momento angular. Considere el momento angular para una
particula L actuando en el espacio de las funciones de mddulo cuadrado integrable sobre la esfera de
radio 1 en R? y sea & el autoespacio de L? con ¢ =1

a) Cerciorese que & es invariante bajo la accién de L., Ly, Ly, L, y, generalmente, de cualquier operador

que sea funcién de L. ;Porqué?

b) Encuentre las matrices que representan a L2 LZ, Li, Lx, Ly en 51

¢) Use las matrices para verificar las relaciones de conmutacién [Lj,Lk] = ihej g, mLm en &.

d) Verifique que, en &, L3 = h2L R

e) Demuestre que el operador unitario de rotaciones Uge o) = exp{—iae - L} en &; estd dado por

Ule,a) = 1 4 (cos(a) — 1)A2 —isin(a)A

con A = e-ﬁ/h.



