Mecanica Cuantica I
Primer Parcial (25 de Abril de 2014)
Solucién (G.A. Raggio)

Problema 1: Considere una particula cuantica en presencia del siguiente potencial uni-dimen-

sional:
00 , siz <0

V(m)_{—voé(a:—a) , six>0 7

donde Vp,a > 0.
(a) Encuentre la ecuacién de autovalores.
(b) Discuta la existencia de estados ligados en términos de a.

Solucién: Ademsds de la continuidad, debe imponerse la condicién ¥ (0) = 0 para que el Hamil-
toniano sea simétrico. Es inmediato convencerse que si £ > 0 no hay soluciones de médulo
cuadrado integrable pues la solucién general es combinacién lineal de sin(kz) y cos(kz) con
k := /2m|E|/h?. Pero, si E < 0, la solucién general fuera de x = a es combinacién lineal de
sinh(kz) y cosh(kx) o, lo que es lo mismo de e** y e=**. Por lo tanto, tendremos

Yr(x) = Asinh(kz), si0<z<a

y por otro lado,
Yp(z) = Be ™ | z>a;

ya que 0 < z — €** no es de médulo cuadrado integrable. De la continuidad en # = a obtenemos:
Asinh(ka) = Be™*e (1)
La condicién de discontinuidad en x = a para la derivada es:

V'(a*) = (a7) = —2mVo/h*y(a) .

Por lo tanto
—kBe % — kA cosh(ka) = —U,Be™** | U, :=2mV,/h? ;

que con (1) y teniendo en cuenta que k,sinh(ka) y cosh(ka) son todos positivos y nos interesa
A#0

tanh(ka) = 0<k<U]|. (2)

U,—k’

Esto responde a).

Teniendo en cuenta que la funcién 0 < k — tanh(ak) es (ver apéndice) no-negativa, creciente,
céncava y asintética a 1 para k — oo, y que [0,U,) 3 k — g(k) := k/[U, — k] es (ver apéndice)
no-negativa, creciente, y convexa con limy_,y, g(k) = oo, hay solucién no-nula de (2) si y sélo
(ver apéndice) en k = 0 la pendiente de tanh(ak) supera a la pendiente de g; o sea:

> 1)

En tal caso, hay una sola solucién no-nula k, de (2). Y, ya que g(U,/2) = 1 > tanh(ka),

necesariamente
ko < Uy/2].

Con el Teorema de la funcién implicita

ko(Uy — ko)? - k(U, — k)?
U, cosh(kya)? — a(U, — k,)? = U,lcosh(kya)? — 1] + ak,(2U, — k)

dky/da = >0



con lo cual k, crece con a. Esto significa que la autoenergia del unico estado ligado disminuye
—se hace mas negativa— a medida que la singularidad se aleja de la pared impenetrable. jTodo
muy misterioso !

Apéndice: Recuerde que cosh(z) > 1 con igualdad si y sélo si z = 0, sinh(z) > 0 para z > 0 con igualdad
siy s6lo si = 0. Ademds tanh(z) = sinh(z)/ cosh(z) y cosh(z) =< €*/2 < sinh(z) para x — co. Ahora

tanh’(ka) = a/ cosh(ka)? > 0, tanh”(ka) = —2a?/ cosh(ka)® < 0,

lo que completa las afirmaciones sobre la funcién k — tanh(ka).

Obviamente g(k) > 0 con igualdad si y sélo si k = 0. Ademés
g k) =U,/(Uy—k)*>0, ¢"(k)=2U,/(U, —k)*>0.

Esto completa las afirmaciones sobre g.

La afirmacién sobre la relacién entre las pendientes en k = 0 necesaria y suficiente para la existencia
de una solucién no-nula de (2) es facilmente visualizable en un gréfico. Pero ahi va una prueba mds
formal. Recuerde, primeramente, que si f a valores reales definida en un intervalo abierto I es convexa y
diferenciable en I entonces cualquiera sea x € I

f@) = fly) + )z —y) (3)
para todo y € I. Aplicando esto a g con I = (0,U,) y tomando el limite k — 0T,
g(k) = k/Us ,

v la desigualdad es estricta salvo para k = 0.
Tomando ahora f(k) := —tanh(ka) que es convexa, (3) y el limite K — 0% nos da f(x) > f/(0)z o sea

tanh(ka) < ak ,

y la desigualdad es estricta salvo para k = 0. Por lo tanto, si a < 1/U,, tendremos para todo k con
0< k<U, que
tanh(ka) < ak < k/U, < g(k) .

No hay entonces solucién no-nula cuando alU, < 1. En caso contrario,
t(k) := g(k) — tanh(ka)

es convexa y satisface ¢(0) = 0; #/(0) = —a + 1/U, < 0 y, ademds limy_,y, t(k) = co. Entonces ¢ toma
valores negativos cerca de k = 0 y por continuidad, ¢(k,) = 0 para algin k, con 0 < k, < U,. Por la
convexidad, k, es el Unico cero no-nulo.

Una alternativa: Leyendo (27/04/14) los parciales de Luna y de Rodriguez veo que la ecuacién

(2) es equivalente a

k= % (1— ¢ 2k, (4)

cuya discusién es mds simple que la de (2). En efecto, con ¢(k) := U(1 — /2 que es positivo
para k > 0 con t(0) = 0 y limg oo = U,/2; t'(k) = Upae™ 2% > 0 y t"(k) = —2U,ae"2k* < 0;
vemos que t es céncava y habrd solucién positiva k, de (4) si y sélo si alU, = ¢'(0) > 1.
Trivialmente, k, < U, /2.

672ka)

Problema 2: Considere dos osciladores armoénicos unidimensionales de masa my y mo, pero
teniendo ambos la misma frecuencia angular w, y acoplados por la interaccion %k:(X 1 — X2)2.
Considerando el movimiento de las dos particulas en términos de su centro de masa (X, P) y el
movimiento relativo (x, p)

X:(m1X1+m2X2)/M, r=X1-—Xo, M:=m1+mo,



P=P+P, p= (m2P1 —mng)/M.

(a) Invierta estas férmulas para expresar (X, P;) y (X2, P») como funciones de (X, P) y (z,p);
(b) escriba las relaciones de conmutacién para los operadores asociados con estas nuevas variables
dinamicas;

(c) verifique que P = —ih(8/8X) y que p = —ih(d/0x);

(d) reescriba el Hamiltoniano del sistema en términos de estas nuevas variables;

(e) Conociendo que los autovalores de energia para un oscilador arménico con frecuencia w, son
de la forma E, = hw(n + %), escriba los autovalores del Hamiltoniano de los dos osciladores
acoplados.

Solucion:
(a)
X1 :X+m2:c/M, )(2:)(—7771133/]\47
_m

ma
P = P Pho=—P—p.
1 M +p, 2 M p

(b) La cuantizacién procede con los operadores de posicién y de momento asociados

X = (m15€1 +m25§:2)/M , Ti= )A(l - )?2 ) (5)
P:=P +Py, p:=(maP, —mPy)/M . (6)

Usamos [Xjﬁk] = ihd; . Se tiene
X P X Y D D mi.s A mo .o = )
[X,P] = [(lel +m2X2)/M, P —|—P2] = M[Xl’Pl] + M[XQ’PQ] = ih,

N s o ~ ~ me s . Mi s 5, .
[Z,p] = [X1 — Xo, (m2PL — m1 P2)/M] = M[Xlapl] + M[X%Pz] =ih,

y todos los otros conmutadores se anulan; por ejemplo:
mi o mo &5 Mo~ mi =~

X, pl=—=X 4= Xy, —=

(c) Con las férmulas de inversién

X, 0 +8X2 o\ _
0X 0X, 00X 0Xof

—ih(0]0X) = —m{

y similarmente

(d) Tenemos

Pero con las formulas de inversién obtenemos

1 ~ miw? ~ 1 m? ~ 2Mmq ~ . miw? [ ~ 2meo ~ . m5 .
P+ X3 = <1P2+1Pp+p2)+1<X2+2Xx+2x2>,

2my 2 -~ 2my \ M2 M 2 M M?
1 P24 maow? <2 1 m3 p2 2mg Pre?) 4+ mow? 32 2my e m?
=—|(-—=P - — ——XT+ —5Z
omy 2 2 2 2my \ M2 amoPTP 2 M w2t )
de modo que
~ 1 = Muw? ~ 1 pw? + k
H = 7P2 X2 - 2 ~2
o g gt
Hem i,



donde p := mymg/M es la masa reducida del sistema. Los operadores H,, y H, asociados
respectivamente con el centro de masa y el movimiento relativo conmutan entre si.

(e) Por que [H,, Hop) = 0, tenemos

~

spec(H) = spec(Hem) + spec(H,)
con la suma en el sentido de conjuntos. Ahora,

@
2

~

spec(Hcm):{h;(Zn—f—l):n:0,1,2,~-} , spec(flr):{ (26—}—1):6:0,1,2,---} ,

donde

Q=+vw?+ (k/u) .

Una alternativa: Arriba se han definido los operadores (X, P) y (%,p) con (5) y (6). La
alternatival es: partiendo de las variables configuracionales X y z, se definen los operadores X vT
como operadores de multiplicacién por X y z respectivamente. Entonces, los momentos cudnticos
asociados son P 1= —ih(0/0X) y p:=1ih(0/0x) y [)?, 13] = [Z, p] = ih se satisfacen trivialmente.
Lo que hay que ver es la consistencia demostrando que P=DP+P y quep = (mgﬁl —mlﬁg) /M.
Como vimos ambas variantes producen lo mismo.

Problema 3: Considere una particula de masa m que incide desde la izquierda en el potencial
unidimensional “doble escalén” con una energia E que satisface —V < E < 2V. Considerando

2V

la densidad de corriente de probabilidad local, muestre que hay reflexion total.

Sugerencia: No es necesario calcular explicitamente la solucién estacionaria sino que basta usar
cierta propiedad general de la corriente de probabilidad local asociada a una solucién estacionar-
ia de la ec. de Schrédinger en una dimensién.

Solucién: Sea ¢ := 2mE/h? entonces —U < e < 2U donde U := 2mV/h?. Sea 1. la solucién
polinomialmente acotada de la ec. Schrodinger estacionaria. Para x > a tendremos

we(x) =Ce™™ , K=V 2U — €.

' A mi juicio més correcta.



La densidad de corriente asociada es

j = (Bt @) =~ Im(CPe ) = 0.

Pero, la densidad de corriente para cualquier solucién estacionaria W(z,t) de una ec. de Schro-
dinger en una dimensién espacial es constante en tiempo y espacio. Pues, la ec. de continuidad
es p i

P g
dt + dr
con p(x,t) = |¥(x,t)|]? v j(z,t) = %Im(\ll(x,t)\ll’(x,t)) y si U(z,t) = e P/ (x) tenemos
W (z,t)]2 = |@(2)% v j(z,t) = LIm(®(x)®(z)) con lo cual j es independiente de ¢ y, como la
derivada temporal de p se anula, también dj /dz = 0.
Para x < 0 tenemos

Ve(x) = Aeh® 4 Be ™ | k=\e+ U .

Entonces B
0=j = —Im([Ae~** + Be*®)ik[Ae?*™ — Be ™))
m
hk = 9 hk
= K pofifl A — B + 2irm(ABey) = a2 - B2y
m m
Por lo tanto |A| = |B] y el coeficiente de reflexién es 1.



