Mecanica Cuantica I

Parcial recuperatorio — 20/06/2014
Soluciones — G.A. Raggio

Problema 1: (/ puntos) Considere una particula de masa m en el potencial unidimensional
atractivo V(z) = =V, /|z| (V, > 0).

a) Escriba el Hamiltoniano H del sistema e indique toda la informacién que pueda sobre su
espectro de auto-energias y eventuales autofunciones.

b) Usando la funcién de prueba 1o (z) = z3e=#1/2 con o > 0, verifique que (1ho, H1ps) < 0 para
a adecuado.

¢) Argumente teniendo en cuenta la paridad que hay, a lo menos, dos estados ligados.

Una férmula de integracién: [ t"e™# dt = M?J!rl para Re(u) > 0.

Solucién: a) H = —(1/2m)p* + V(7). El problema es unidimensional por lo cual, si hay au-
tovalores discretos, estos son simples e inferiores a lim|;| V(xz) = 0. Como V es par, las
autofunciones si existen son alternativamente pares y impares; la autofuncién asociada con
el autovalor minimal es par y puede elegirse positiva. Con el grupo unitario de dilataciones
(Unp)(z) = X=Y24p(x/X), X > 0; se tiene UizUy = AT y U;pUy = A™'Z, de modo que

ULHUy = A\"2(1/2m)p* + A"V (3)

y eligiendo A convenientemente obtenemos que
mV?2
spec(H[h, m,V,]) = ﬁ20 spec(H[1,1,1]) .
Ya que V < 0, la existencia de autovalores aislados de multiplicidad finita estd garantizada si

hay v con (¢, Hy) < 0.
Como lim|,_,o V(x) = —o0, no es evidente que H sea acotado por debajo. Esto requiere de un

andlisis més profundo.
b) La funcién 1, dada es impar con
V() = (322 — alz/2)e ?#V2 | (2) = 62 — 3ax|z| + o?ad /4)e0ll/2 1

Las integrales que se necesitan son:
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De modo que
¢a>H¢a> _ K2 a? . Voo

(YarPa) — 40m 6

como funcién de a > 0 es una parabola convexa con raices es a = 0 y en o, = 20V,m/(3h?).
Por lo tanto

E(a) = <

, 5V2im
g P(e) = Plao/2) = =g

La eleccién del factor 2® en 1, se debe a que con él la funcién resulta dos veces diferenciable en x = 0; lo

que, por ejemplo, no es el caso con ze 171,



Deducimos que hay estado ligado con energia F; no superior a F(«a,/2).
¢) Ya que 9, es impar y H conmuta con la paridad II definida por (IIt))(z) := ¢ (—x), podemos
argumentar aplicando el Principio Variacional a H_, la restricciéon de H al subespacio $_ :=
{¥ € L*(R) : Ty = —} que

inf spec(H_) < E(a,/2) ;

de modo que hay un estado ligado impar con auto-energia Es > E; con Ey < E(a,/2).

Problema 2: (3 puntos) Sean ¢ y ¢ autofunciones normalizadas de un Hamiltoniano H con
autovalores Ey y Es respectivamente, con Ey # FEo; suponga que el operador lineal autoadjunto
A deja invariante el subespacio £ generado por estas dos autofunciones y que:

a-+b ) _a—b

<¢37A¢]> = 9 J = 172 ) <¢1’A¢2> 9

donde a y b son ntimeros reales.

a) Calcule los autovalores y autovectores de la restriccién del operador A al subespacio €.

b) Encuentre una condicién para a y b que sea necesaria para que A y H conmuten. ;jEs esta
condicién suficiente?

c) Calcule el valor esperado de A como funcién del tiempo para el estado inicial dado por

(1 + 92)/[|d1 + ¢2ll-

Solucion: Como E; # FE5 las autofunciones ¢; y ¢o son ortogonales y constituyen una base
ortonormal del subespacio £.
a) La restriccién del operador autoadjunto A al subespacio invariante £ en la base ortonormal

{¢1, P2} estd dada por la matriz
atb a=b
(3 %)
2

(P2, Ad1) = (d1, A*d2) = (¢1, Ag2) = (a —b)/2 ,

pues tanto a como b son reales.
Los autovalores de esta restriccién son entonces las raices del polinomio caracteristico

o

o
o
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ya que

(a+b)2 = (a—b)?
4

a+bx\/(a+0b)?—4ab a+bx/(a—Db)?
2 B 2 ’

osea A\1 = ay Ay = b. Los autovectores normalizados correspondientes son entonces

x(N\) :=det(A — A1) = A% — (a + D)X + =X —(a+bA+ab;

estas raices son

¢1=Z1< %g ) = z21(d1 + 62)/V2, ¢2=2‘2< _11//\/\% ) = 29(¢1 — ¢2)/V2,

donde z1, 22 son complejos arbitrarios de médulo 1. {11,112} es otra base ortonormal de £.
b) Una condicién necesaria para que A conmute con H es que lo hagan sus restricciones al
subespacio invariante (jpara ambos operadores!) £. La restriccién de H a £ en la base ortonormal

{1, P2} estd dada por la matriz
(B 0
H= ( 0 E > '

_ 0 (E1 — E3)(a—0)/2
[H’A]‘<<E2—E1><a—b>/2 T )

Se tiene



de modo que si A y H conmutan entonces a = b. Esta condicién es ademads suficiente para que
el conmutador [A, H| restringido a & se anule, pero no nos dice absolutamente nada sobre el
conmutador de A y H restringido al subespacio invariante £1; por lo tanto no es suficiente salvo
cuando & es todo el espacio de Hilbert.

c) Con el Teorema de Pitagoras, ||¢1+¢2|? = ||¢1]|2+]|¢2]|* = 2, de modo que ¢ := (¢1+¢2)/ V2.
Entonces

¢t — e—iH(t/ﬁ),¢ — (e—iElt/ﬁ(bl + e—iEQt/ﬁ¢2)/\/§,
y, con ¢;(t) := e Eit/h =12,

3
(1, Adhy) = %<Cl(t)¢1 + c2(t) 2, c1(t) Agr + ca(t) Aga) = % > gt
7,k=1
— % <a;b(lcl(t)|2 + lea(®)?) + a2_b2Re(cl(t)02(t))> .

Pero |e1(t)] = |ea(t)| = 1y c1(t)ea(t) = e Er=E2tM de modo que

a+b a-0

() = (S50 4 5 con (1~ ) )

= afcos((Ey — Eo)t/(2h))]? + b[sin((Ey — Eo)t/(2h))]?

Problema 3: (3 puntos) Sea D(e, a) la rotacién en R? asociada con el eje de rotacién e (|e| = 1)
y el angulo de rotaciéon «. Considere las funciones de onda asociadas con dos particulas y el
operador U (e, a) definido por

(U(e,a)¥)(r1,r2) := ¥(D(e, —a)ry, D(e, —a)ra) .

Usando todo lo que quiera sobre las rotaciones y el momento angular para una sola particula
(especifique lo que usa):

a) Verifique que U (e, «v) es unitario;

b) Muestre que U (e, ) = exp{—i(a/h)e - i} donde L = L; + L, con f,j =T;\Dj;

¢) Verifique que [iz,ij] # 0 para j = 1,2 pero que [iz,i] =0.

Solucion: De la teoria del grupo de rotaciones para una sola particula sabemos que para ¥ €
L?(R?) se tiene

(U ) (x) = (D(e, —a)r
o)

es unitario con U ((e 0) = = exp{—i(a/h)e- L} donde L :=TA p. Para dos particulas, con posiciones

r; y ro respectivamente, definiendo Ly := £} A P1 y La := 3 A P3 se tiene inmediatamente que
cualesquiera sean 5,k = 1,2, 3,
[L1j, Lak] =0

de modo que con

U((e)a) = exp{—i(a/h)e - Ll} U( ) = exp{—i(a/h)e i;}

definidos en L?(R3 x R3) se tiene que U, ((;)a) conmuta con U, ((f2 )5) cualesquiera que sean los ejes e

y f y los angulos a y 8. Y, claramente,

Ulenn) = gd @ _ efi(a/h)e-i\lefi(a/h)e-f.; _ efi(a/h)e-(f;+f,\2) _ o—ila/h)eL

(e,a) ~ (e,a)



Ya que el producto de dos unitarios es umtarlo esto verifica a) y b)
c¢) Tenemos, ya que las componentes de L1 conmutan con las de Lg,

~y  ~2 2 —~ o~
L“=L; +Ls +2L; -Lo.

Entonces
[L° L1j] =Ly , L]+ [L2 , L1y + 2[Lo - Ly, Ly 5] = 2L - [Ly, Ly 4]
3 o~ —~
ZL L1k, L1 ] —2ZhZL2kZEk]lem
k=1
= 2ih Z ek mJLQ kLl m = —2Zh(L2 A Ll)
k,m=1

o sea:

[L? L] = —i2h(Ly A Ly) .

Similarmente, se obtiene

L2 Lo) = —i2h(Ly ALy)
de modo que
L2, L] = [L2,Ly] + [L?, Ly] = —i2h(Ly A Ly) — i2h(Ly ALg) = O .
Otro método para obtener este tltimo resultado es observar que

[Ej7ik] = [51,]‘ + EQ,;‘, El,k + E2,k] = [ELJ‘,ZLIJ + [52,]‘7 E2,k]

3 3
= ih Z €j,k,m (Ll»m + LZm) =ih Z €jiksmLom
m=1 m=1

~

y, que esta relacién de conmutacién siempre implica que [f;z, L] = O.



