Capitulo 3

Sistemas unidimensionales

3.1. Generalidades 1

Para una particula que se mueve en una dimension bajo una fuerza conservativa en algtin
intervalo [ el Hamiltoniano es

1
H=_—p+V@
2mp + V(@)

donde el potencial estd dado por la funcién V' a valores reales. La ecuacién de Schrodinger
estacionaria, Hy) = FE1, estd asociada a la ecuacién diferencial (ordinaria y de segundo
orden):

(3.1) o) + V() ) = Bf(r)

Equivalentemente

(3.2) f'(@) = (U(x) — ) f(x)
Ulz) = QF_L—TV(;E) - %E :

ambos con la dimensién de una longitud recipréca al cuadrado!.
La cuestién de hacer de H un operador autoadjunto presenta sus problemas; hay que
distinguir tres casos.

= [ =R : Sea D el subespacio de las funciones f diferenciables, con derivadas f’ absolu-
tamente continuas y tales que x — f”(z) —U(x)f(x) es de médulo cuadrado integrable.
Para f € D, ponemos

(H) (&) = 2 /(@) + V() f@).

ICuando V o sea U tiene alguna longitud caracteristica distinguida a, conviene pasar a la variable adimensional £ = x/a y
entonces f(§) = f(a€) satisface

F7(€) = a®(U(a&) — €)F(€)

y tanto U(€) = a2U(ag) como € = a2e no tienen dimension.
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» [ =la,00) 0 I =(—00,a] con a finito: FALTA
» [ =a, b] con a < b ambos finitos: FALTA

Sea

V, = fnf V(z) ;

si fe€D(H)y ||fll =1, entonces, por (?7), cuando V, es finito,

(f, h2/|f 2dm+/V 1f (2)2da

v, +—/\f 2dx+/(V( ) V)l (0)d

La segunda integral no es negativa y la primera es estrictamente positiva pues, si |f'(z)] =0
entonces f = const. y la condicion de contorno o la integrabilidad implican que f = 0 lo que
contradice || f|| = 1. Luego,

(LHf)>V,.

En particular, si £ es autovalor de H, entonces £ = (f, H f) para algtin autovector unitario
f vy por ende E > V. Se tiene el resultado general

o(H) C [V,,0) .

En efecto, si F € o(H), entonces existe una sucesién {f, : n=1,2,---} con ||f.|| =1y
lim,, o0 || H frn — Efn]| = 0. Luego, con la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

|<fna an> - E| = |<fn>an - Efn>| < Han - Ean )
y entonces , usando la desigualdad anterior para valores esperados?

n—oo

notese que si bien, como vimos, V, no puede ser autovalor —la particula deberia estar quieta
en el minimo del potencial lo que es imposible por la relacién de incerteza de Heisenberg—
nada impide que V, € o(H).

Recordamos que el Wronskiano de dos funciones f y g es

W(f,9)(x) = f(z)g'(x) — f'(z)g(x) ,

y que la funcién x — W(f, g)(z) se anula identicamente si f y ¢ son linealmente dependi-
entes®.

2Notese, que si x,, > 0, solo se puede deducir que limy,, 2, > 0.
3Pero no es cierto que si W se anula entonces f y ¢ son linealmente dependientes, salvo cuando ambas funciones son soluciones
de la misma ecuacién diferencial homogenea de segundo orden.
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Recordamos la densidad de corriente de probabilidad local asociada con una funcion f,

—ih — _

i) = 5 (T (@) = Pl ()

y observamos la identidad
—th_ —
r=—W .

Observese que j; se anula si f toma valores reales o puramente imaginarios.
Si f y g son soluciones de (3.1) al mismo valor de E, entonces

W(f.9) =((fd = Fa)=1fg"=["g=f((U=eg)—(U=-€)fg=0,

O sea que

la funcion W(f, g) es constante para dos soluciones de (3.1) al mismo F |.

En particular si Hf = Ef y Hg = Eg, tenemos W(f,g) = const.; pero, tomando el limite
x — oo en el caso I = R, o evaluando en un punto del borde en los otros casos, obtenemos
W(f,g) = 0y por ende f y g son linealmente dependientes. En definitiva, el autoespacio
Eu(F) asociado tiene dimensién 1, i.e. el autovalor E es simple o no degenerado.

Las soluciones de (3.1) para E real pueden siempre elegirse a valores reales. Esto se
desprende de que tanto V(z) como E y por ende tanto U(x) como € son reales y si [ es
solucién entonces f también lo es y, por ende, f + f es solucién.

Despues de este interludio sobre el Wronskiano, volvemos al problema del espectro de H.
La teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden nos dice que bajo alguna
suposicién sobre V', por ejemplo que V' sea continua a trozos, (3.2) admite dos soluciones
linealmente independientes cualquiera sea el numero real €. jComo decidimos cuales son
los valores de e correspondientes a valores espectrales de H? Dado FE, o sea €, hay dos
alternativas:

1. Hay una solucién f de (3.2) que pertenece al dominio de definicion de H y es por
ende una autovector al autovalor F, Hf = Ef. En tal caso, cualquier otra solucién
g linealmente independiente de (3.2) no pertenece al dominio de definicién de H. Los
autovalores de H, si existen, son simples.

2. Toda solucién de (3.2) no pertenece al dominio de definicién de H; entonces E no es
autovalor de H y se tienen la siguientes alternativas en los distintos casos para I:

FALTA todo esto !!

Hemos obtenido entonces cierta informacion sobre donde esta el espectro y también un
procedimiento para reducir el problema de encontrarlo al problema de discutir las soluciones
de la ecuacién diferencial (3.2).
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3.1.1. La aproximaciéon WKB

Sea
+/U(x)—¢ , siU(z)>c¢
k(x) =
+iye—Ulx) , siU(z) <e

Si
f(x) = exp(o(x))

la ecuacion diferencial (3.2) para f es equivalente a la ecuacién diferencial no lineal
(3.3) (0 =k*—0o"

para o. La idea es que si la segunda derivada ¢” es pequena podemos aproximar (3.3) por
cuya soluciones son

iY podemos iterar!
(U(l))/:i kQ_(O-(iO)y/? 77/:1,2,"' ;

cuyas soluciones son

(1) —Oz:t/ \/k2 (0) " dy—ai/ /k(y)? F K'(y) dy .

La segunda derivada de esto es

2hK' FK' | AKU' F2K2U" + (U')?
WEEFE 4k52\/4K3 F 207

y si

2kk F K"
3.4 — K| < |- F
(3:4) ‘zm =]
entonces,

(35)  fuz)~ Aexp <— / \/Mdy) + Bexp (/ \/Mdy)

serd una aproximacion para la solucién de (3.2). Esta aproximacién se conoce con el nombre
de WKB (Wentzel, Kramers, Brillouin). La iteracién puede continuarse y el andlisis de la
bondad de la aproximacién conduce a resultados interesantes.
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3.1.2. Estructura cualitativa del espectro en el caso I = R cuando el potencial
tiene asintotas

Volvemos ahora al caso I = R. Suponga ahora que los limites

lim V(z) = V4

T—00
existen como niimeros finitos o infinitos y sean Uy = 2mh~2V,.. En este caso, se obtiene
una descripcién cualitativa del espectro en términos de los tres numeros V,,, min{V_, V. } y

max{V_,V,}:
A. Los autovalores si existen estén en el intervalo (V,, min{V_, V, }];

B. Elintervalo [min{V_, V.. }, 00) estd en el espectro y no contiene autovalores con la posible
excepcién de min{V_, V,, } que puede ser autovalor;

C. Para £ € min{V_, V, }, max{V_,V,}), (3.1) admite una sola solucién polinomialmente
acotada; para E € [méx{V_,V,},00) hay dos soluciones polinomialmente acotadas de
(3.1).

Para obtener estos resultados se necesita de alguna suposicién sobre el potencial V. La
hipotesis sobre V' discutida en el contexto del problema de hacer de H un operador autoad-
junto, mas la condicién de que |V (x)| no crezca mas réapido que una potencia de |z| para
|z| — oo alcanzan. La discusion que sigue no constituye una prueba rigurosa del resultado
pero si un fuerte argumento a favor.

Supongase que V, luego U, son finitos. Entonces, si f. es solucién, se tiene

fl(2) =3 Uy — ) fe(x)

luego, suponiendo que el comportamiento asintético de f. es el de la solucion de la ec.
asintética h” = (U; — €)h, tendremos

Aexp(v/U; —ex) + Bexp(—y/U; —ex) , silaraiz no se anula
felw) == ,
Ax + B s sl e = U+

con ciertas constantes A y B que dependen de f.. Debemos distinguir los casos Uy > €y
U, <e Con ky = +/|Uy — €, tenemos

Apet+® 4 B e7k+z o gie> U,
fo(2) =3 Az + B, , sie=U,
Ape me 4 B ek+e | sie< U,

Luego, f. es polinomialmente acotada para x — oo salvo en el caso ¢ < U, cuando la
correspondiente constante B no es nula.
Analogamente, si V_ (o sea U_) es finito tenemos
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ART L B emikr Gies U

T—r—00

fe(z) "— A_x+ B_ , sie=U_ ;

A_eb-* 4 B em* | sie< U

y fe es polinomialmente acotada para x — —oo salvo en el caso € < U_ cuando la correspon-
diente constante B_ no se anula.
Luego, en el caso donde tanto V; como V_ son finitos, tenemos:

» Si E>max{V,,V_}, osea e > max{U,, U_}, cualquier solucién de (3.1) es polinomial-
mente acotada pero no de moédulo cuadrado integrable y hay dos soluciones linealmente
independientes.

» Simin{V,,V_.} < F < max{V,,V_}, o sea min{U,,U_} < ¢ < max{U;,U_}, una
solucién f. de (3.1) es polinomialmente acotada solamente si: By = 0 para el caso
V., >V_y B_ =0 para el caso V_ > V,. Veamos que hay siempre una y solo una
solucidn de este tipo concretamente para el caso V., > V_ (el otro es andlogo). Tenemos
dos soluciones f, vy g. linealmente independientes y por ende W ( f., g.) # 0. Ahora,

Ae ™k L B ef+* | parax — oo

flx) << A_x+ B_ , parax — —oo cuando k_ =0 ;
A_etk-2  B_e~%-= = para x — —oo cuando k_ > 0
ape kT 4 B ek para x — 0o

ge(x) < a_x+ f- , parax — —oo cuando k_ =0
a_e*-* 4 B e~*-r = para x — —00

Podemos calcular el Wronskiano de estas soluciones, recordando que es constante,
0 7£ W(fea ge) = wliIgo W(fea ge)(x) = 2k+(A+B+ - B+a+> :

La solucién h. = By fe — By ge no es nula pues B, y 5, no pueden ser simultanemanete
nulos y satisface entonces

he(z) =% (B4 Ay — Byay) e ™"

N J/

=C#0

y es polinomialmente acotada. Observando que
W (he, fo) = lim W(h,, f.)(x) =2k, B.C
T—r00

para cualquier solucién f., deducimos que si f. es polinomialmente acotada, o sea B, = 0
entonces h. y fe son linealmente dependientes ya que su Wronskiano se anula.
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» Si E <min{V,,V_} oseae < min{U,,U_}, una solucion f, de (3.1) es polinomialmente
acotada si B, = B_ =0 y en tal caso es de médulo cuadrado integrable. Pero B, y B_
no son independientes y la condicién B, = B_ define los autovalores.

., Que sucede cuando alguno, o ambos, de los nimeros V, no es finito? La ecuacién
diferencial asintética h” = (Ux — €)h es inservible.
Para discutir estos casos, consideramos la aproximacién WKB. Pongamos

k(z) =+/U(x)—e.

Sea V, = oo; suponemos que U’ = O(|U|*) y U” = O(|U|?) para z — oo con a < 3/2 y
< 1 % Entonces, el andlisis de (3.4), indica que la aproximacién WKB (3.5) es buena para
T — 00

£.(2) 5 A, exp(— / R TR () dy) + By expl / R =Ry dy)

y esto sera polinomialmente acotado si y solo si By = 0. El caso V_ = oo es analogo, y esto
nos indica que si uno de los dos nimeros Vi es +oo pero el otro no, entonces habra solo
una solucién polinomialmente acotada de (3.1). Cuando Vi = oo, la condiciéon que ambas
constantes B, y B_ sean nulas conduce a la condicién para los autovalores.

Si V. = —oo con las mismas condiciones sobre el crecimiento de U’ y U” que en el caso
Vi = o0, el anélisis de (3.4) indica que la aproximacién WKB (3.5) es buena para x — oo

fo(z) =3 Ay exp(i / V—k2(y) — k/'(y) dy) + By exp(— / V—k2(y) + K (y) dy) ,
y esto es polinomialmente acotado cualesquiera que sean A, y B, .

Esto completa la fundamentacién de los resultados A. B. y C.

3.2. Un ejemplo: potencial muy singular

Consideramos el caso de una particula confinada a un intervalo [—L, L] con un potencial
terriblemente singular
V(z)=ad(z), —L<z<L.

Formalmente la ecuacion de Schrodinger estacionaria es

_%w”(x) + ad(z)Y(x) = E(z)

pero no esta para nada claro como ha de interpretarse esto. Fuera del punto singular z = 0
tenemos

(36) ) = Bula) 0 #w e LA,

4Note que U(z) < xP con p > 0 cumple las condiciones.
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con lo que 1 deberd ser una funcién dos veces diferenciable en todo el intervalo salvo en
x = 0. Intentemos darle un significado al operador

Consideremos funciones f a valores complejos definidas sobre [—L, L] que sean dos veces
diferenciables en el intervalo [—L, L] salvo en el punto z = 0 pero que sean continuas en ese
punto. Es claro que estas funciones forman un subespacio denso de las funciones de médulo
cuadrado integrable sobre [—L, L]. Como d(z) f(z) = d(x)f(0) no es una funcién, no podemos
definir e operador H directamente. Si tomamos el producto escalar de H f con una funcién
g continua, obtenemos una expresion bien definida a usar la propiedad definitoria de “6”

@ Hf) = 2= [ 5@ (@) + a / 9(0) f(2)6(z)dz

2m J_p L

h2 L -

=~ [ 9@ @)z + ag{0)£(0)

2m J_;

Si g es ademas dos veces diferenciable salvo en x = 0, podemos usar la férmula de integracién
parcial para obtener

(9.115) = ag@50) — 5 [ @)
=g 0)f0) = 5 [ @]+ 5 [ G @
=g 0If0) - 5 (g0 @)~ 7@ )] -5 [ T
= (Hy. 1)~ o= [s@ ) - g @)

Para que el hamiltoniano H resulte autoadjunto es preciso que el ultimo sumando que in-
volucra los valores en los bordes +L se anule. _
Si 1) es solucién, i.e. Hy = E1, entonces, con ¢ (z) = 1(—x), tenemos

(9. HE) = 0g0)(0)— 1 {g". ) = aglO)(0)— 1 (5".15) = G Hv) = E(G.) = Blo. )

y por ende H 1; = E{Dv Entonces ¢, = ¢ + {Dv son soluciones. Pero @E = 414, con lo cual
podemos siempre suponer, elegir o buscar —~dependiendo de que estamos haciendo— soluciones
de paridad definida, i.e., pares o impares.

a) La funcién de onda 1 debe ser continua, y diferenciable salvo en el punto donde esté la

singularidad. Integrando la ec. de Schrodinger
_ﬁQ Vi
—y(w) + V(@)(e) = By(x)
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en el intervalo [—e, €],

o 00 -0 () = E [ vits—a [ s
——av(©) + £ [ vla)ds,
y tomando el limite ¢ — 0,
W(0) ~(07) = Z(0)

b) Las soluciones asociadas a valores espectrales de H deben: (1) ser continuas en el inter-
valo [—L, L]; (2) anularse en los extremos; y (3) continuamente diferenciables en este
intervalo salvo en = 0 donde deben satisfacer

Y(07) = '(07) =

2mao

—(0).

¢) En particular, las soluciones impares deben tener derivada continua también en z = 0.

Con k = 2”;—|2E‘7 las soluciones generales de (3.6) son
Acos(kz) + Bsin(kx) , SiE>0
P(xr)=¢ A+ Bz , siE=0

Acosh(kx) + Bsinh(kzx) , siE <0

tanto para x € (0, L] como para x € [—L,0) donde las constantes para x € (0, L] y aquellas
para x € [—L,0) deben elegirse de manera que se satisfagan las condiciones (1)-(3).

Para las soluciones impares, se tiene ya que estas son continuamente diferenciables

Bsin(kz) , siE >0
Y(r) =« Bz , sSiE=0 ;
Bsinh(kz) , si E <0

Si E < 0, no se pueden cumplir las condiciones de contorno t)(+L) = 0 salvo cuando 1) = 0.
Si E > 0 debemos tener

(L) = Bsin(£kL) =0
de donde

k =4nn/L, con n un nimero natural .

El caso n = 0 conduce a la funcién nula y para n > 0, los dos posible signos conducen
a funciones linealmente dependientes. Luego, las autofunciones impares y sus autovalores
asociados son

) h*n’n?

v () = Asin(nre/L) , B =

" omL? '’
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Para las soluciones pares tendremos,

Acos(kz) + Bsin(k|z|) , siE>0
Y(r) = A+ Blz| , siE=0
Acosh(kz) 4+ Bsinh(klz|) , siE <0

La derivada correspondiente para = # 0 es —usando sgn(x) = z/|x| para x # 0

Ak sin(kz) + Bk sgn(z) cos(kx) , siE>0
Y'(z) =< Bsgn(x) , SiE=0 ;
Ak sinh(kx) + Bk sgn(z) cosh(kz) , si E <0

con lo cual la condicién de discontinuidad (3) de las derivadas en x = 0 es:

2Bk , siE>0

2ma 2mao _ .
DA = Z(0) = /(01 ~W(07) ={ 2B, SIE=0 ;
2Bk , siE<O0
por lo tanto
cos(kx) + mah 2k tsin(klz]) , siE>0
Y(@)=A { 1+ mah 2|z , siE=0

cosh(kx) + mah™2k ' sinh(k|z|) , si E <0
La condicién de contorno (2) impone

cos(kL) + mah=2k~tsin(kL) , SiE>0
1 +mah 2L , SiE=0
cosh(kL) + mah=2k~tsinh(kL) , siE <0

0

En términos de los parametros adimensionales

las condiciones para las autoenergias, desglosadas en los tres casos, son:
» Auotenergias positivas:

(3.7) O0< E= % = 2}1;’222 es autoenergfa si y solo si —n~ 'k = tan(k) ;

Existen siempre cualquiera sea o # 0 infinitas autoenergias positivas Er(f) (enumer-
adas con n = 0,1,2 de manera creciente) asociadas a las infinitas raices positivas k,
(enumeradas con n = 0,1,2,--- de manera creciente) de —n~'x = tan(x); las raices
negativas conducen a las mismas autoenergias y autofunciones con lo cual las EY son
no degeneradas. Las autofunciones correspondientes son

PP (x) = A (cos(kna/L) + nr,* sin(kn|7| /L)) = sin(k, (1 — |z|/L)) .

sin(ky,)

Un andlisis del grafico de las funciones k — —k/n y k +— tan(x) muestra que:
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o enel caso a > 0, (2n+ 1)7/2 < K, < (n+ 1) con lo cual BYY < E?S:r)l < Er(:k)l
para todon =0,1,2,---;

e cn el caso o < 0, <n+1)77 < Rp < (2(n+1>+1)ﬂ-/2 para todo n = 071727"'7 y
entonces E(jr)l < BV < E(jr)g;

n n

luego, para a > 0, Eéﬂ es la energia fundamental; mientras que para o < 0, E{_) <
ESD.

= Auotenergia nula:
(3.8) E = 0 es autoenergia si y solo si n = —1 (en particular a < 0) ;

luego E = 0 aparece solo para n = —1 y es simple; en tal caso es la energia fundamental
y la autofuncién asociada es

o) = A(1 = |2[/L) .
s Auotenergias negativas:

(3.9) 0>FE= —% = —% es autoenergfa si y solo si —~'x = tanh(k) .

No las hay si @ > 0 (la pendiente de la recta x — —k/n es negativa). Para o < 0
tampoco hay autoenergias negativas para |n| < 1 (la pendiente de la recta k — —n/k es
mayor que 1); si |n| > 1 entonces la pendiente de la recta k — —n/k es positiva y menor
a 1 con lo cual corta a k — tanh(k) en dos puntos simétricos +_; que corresponden a
(+)
-1

la misma autoenergia negativa £’ que es simple y la energia fundamental del sistema.

La autofuncién asociada es

Y_1(x) = A (cosh(rk_1z/L) + nr_y sinh(k_y|z| /L)) = sinh(k_1(1 — |z|/L)) .

sinh(k_1)
Del grafico es inmediato que x_; < |n| de donde EY) > —’;,‘,13‘22.

Si a = 0 entonces no hay autoenergias no-positivas y, como 1 = 0, la condicién para las
autoenergias positivas asociadas a autofunciones pares es —viz. (3.7)

cos(kL) =0,

luego k = (2n + 1) /(2L) con n entero. Pero n y —n — 1 conducen a la misma autofuncién
. (+) _ R2(n+271)2x2
y autoenergia Ep"" = ————.

En resumen, el espectro del Hamiltoniano es

» puramente discreto, simple e igual a {Eé+), EY),Eﬁ),E&), -+ } C (0,00) si @ > 0.
2
8mL?2
son independientes de « y las autoenergias “pares” Ef;r

La energia fundamental satisface Eéﬂ >
)

con igualdad si y solo si @ = 0. Las

autoenergias “impares” Eff )

crecen con .
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= puramente discreto, simple y dado por {E(j), E§_), E(()+), Eé_), E§+), -+ } para a < 0.

La energia fundamental satisface —”;T’jf = —;—;ﬁ% < E(_J[) < 0 con igualdad si y solo si
1n = —1. La dependencia de « de las autoenergias es idéntica a la del caso a > 0.

3.3. Transmision y reflexion

Consideramos el caso para el cual los dos nimeros (que, se supone, existen)

1 =1
(3.10) Vi im V(x)
son finitos. Entonces, el espectro del Hamiltoniano asociado con (3.1) tiene parte continua
contenida en el intervalo [min{V_, V, } oo), ademads los valores espectrales en el intervalo

min{V_,V,}, max{V_,V,}) son simples mientras aquellos en (max{V_,V,}, c0) son
dobles. Las soluciones f. de (3.2) asociadas con estos valores de € no son de médulo cuadra-
do integrable, pero f.(z,t) = f.(x)e” /(™) gon soluciones (estacionarias) de la ecuacién de
Schrodinger

df

. h? "
(3.11) zha(a:) = —%f (x,t) + V(x)f(x,t) .

Si consideramos una superposicién de estas soluciones

wle,t) = [ p(€) (. t)de
min{U_,U4}

entonces obtenemos una solucién de (3.11) y bajo condiciones sobre la funcién p la funcién

x +— Y(x,t) serd de médulo cuadrado integrable para todo ¢. En lo que sigue se estudian

las soluciones f.; se introducen los coeficientes de reflexion y transmisién y se discuten sus

propiedades genéricas ejemplificandolas en casos simples.

3.3.1. Transmision y reflexion en el escalén.

Para un escalén de potencial V(z) =0 para x < 0y V(z) =V > 0 para z > 0 se tiene

U. =0y U, = 2h—TQ”V YU La aplicacién del método del ejemplo (apartado 2.) permite

encontar las soluciones de (3.2) asociadas a valores de € en (0, 00), que tiene la propiedad de
ser polinomialmente acotadas para |z| — oco. Estas son:

1. e>U: Con k = ﬁ, (observe que k > 1),
ever 4 %e_iﬁz , paraz <0
f () = | ,
ﬁ—“ﬁe”e_w , paraxz >0
H%efiﬁw , parax <0
fP(x) = :
efi\/er:c _ K_—lei\/erx para T Z 0

1+k ’
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son dos soluciones acotadas linealmente independientes. Se tiene entonces
elVer—wt) 4. 'fT_le*i(‘/g”“t) , parax <0
T e( _)(l‘ ) t) = )

2% i(Ve=Tz—
H—“ﬁe’( e—Uz—wt) , parax >0

con la frecuencia angular w = he/(2m). Para x < 0 fg(_)(x, t) es superposicién de una
onda incidente desde la izquierda e/ Ve*=“!) y una onda reflejada hacia la izquierda

e~tVertet) de amplitud ﬁ;i; para x > 0, fe(_)(x,t) es una onda transmitida hacia la

derecha. Una interpretacion analoga se puede hacer para fe(”. Se tiene

1+ (52)" + 25t cos(2y/er) , paraz <0

| [ t) |P= :
2
(1‘%)2 , parazx >0

la densidad de probabilidad local es independiente del tiempo, constante para x > 0, y
periddica de periodo 7/4/€ para x < 0. Para la densidad de corriente de probabilidad

local, je(_)(x,t) = L Im( e(_)(z,t)( 6(_))’(x,t)), se obtiene, por un lado

h —1\?
]e(_)(x,t)z—\/g<1—(lf+ >> , paraz <0
m K

y por el otro lado,

4 2
JO ) = Lyemp 2"

- m, para x > 0 ;

el valor comin, que no depende ni de ¢ (como para cualquier solucién estacionaria) ni

de x, se anota je(f). Notese que

G = 4=t el para 1 <0,

donde v

im g (e d € e

€ m dzx m
y

o = B (L (521
m 1+k dr \1+ &
 hyEs = 1)
B m(1+ k)2

son las densidades de corriente de probabilidad local para la ondas incidente y reflejada,
respectivamente. Ambas son constantes.

El coeficiente de reflexién R(7)(¢) se obtiene como cociente del flujo reflejado (i.e.,
negativo) para < 0 y el flujo incidente (i.e., positivo) para x < 0; o sea

.(—,refl) 2
€ -1
ror =L (1)

|jEm ) \1+k
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y es menor que 1 acercandose a 1 para e — U (0 sea k — 00) y a 0 para € — oo (0 sea
Kk —1).
El coeficiente de transmision 7(7)(e) es el cociente entre el flujo transmitido hacia la
derecha (positivo y para z > 0) y el flujo incidente (positivo) desde la izquierda (z < 0);
o sea ) (=)
FRCED IR S N

,jé(—,m) | Uﬁ(—,m) | (1+r)? ’
es menor que 1 acercandose a 1 para € — 0o (0 sea k — 1) y a 0 para ¢ — U (o sea
Kk — 00). Se tiene

T (e) =

T () + R (e)=1.
Un analisis andlogo de la solucién f) que corresponde a onda incidente desde la

derecha, onda reflejada hacia la derecha y onda transmitida hacia la izquierda, per-
mite definir los coeficientes de reflexién R () y transmisién T (e). Se obtiene

RM(e) = RO (e), TH(e) =T (e).

2.e=U:
cos(v/ex) , parax <0
(@) = ,
1 , parazx >0
sin(y/ex) , parax <0
(@) = :

Vex , parazx >0

son dos soluciones polinomialmente acotadas linealmente independientes. Podemos com-
binar linealmente estas soluciones para obtener la solucién

eV 4 qemiVer , paraz <0

fe(z) = )
l+a+iver(l—a) , paraz>0

que admite una interpretacién similar a la de fe(f) del caso anterior para x < 0. jPero
aqui no hay onda transmitida hacia la derecha! No obstante, como en el caso anterior,
se calculan las densidades de corriente de probabilidad local y se obtiene

-(in (refl. -(trans
jo" = weim G = —healP/m g = h/e(t = o) /m.
Formalmente se tiene
R(U) = |af*, T(U)=1~]a?
lo que depende de la amplitud a que es arbitraria; por ejemplo R(U) > 1y T(U) < 0
son posibles. No tiene sentido interpretar esto en términos de reflexién/transmisién.
3. 0 < e < U: (observe que ahora 0 < k < c0)

fbgiver 4 mtio=iVer — cos(y/ex) + k' sin(y/ex) , paraz <0

fe(x) = ;
e VU—ex , parazx >0
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es la unica solucién polinomialmente acotada de (3.2). Tenemos

) 4 D a1 <0
fe(z,t) = 6_iwtfe<$) = ’

e~ VU—ergmiwt , parazx >0

con la frecuencia angular w = he/(2m). Para la densidad de probabilidad local tenemos

: 2
e P (Cos(\/Em) + M) , parax <0
€ x7t =

e 2VU—ex , paraxz >0

Contrastando con la situacion clésica analoga, la densidad de probabilidad para x > 0
no se anula; la particula penetra en la regién clasicamente prohibida.

Ya que f.(z,t) = e “!'f(x) vy f(z) es real, obtenemos

ol 1) = L m(FG B (2,1) = 0.

Si insistimos en ver a f.(x,t) para < 0 como superposicién de una onda incidente
(desde la izquierda) y otra reflejada, tenemos

je(m)(ac,t) _ ﬁ[m ("i + Ze—i(ﬁx—wt)i (’f - %i@@—m))) _ h/e(1 + K?)

m 2K dr \ 2k 4mr?
, h =1 s remwn @ (K+T i e hy/€(1 + K2)
(refl) 1) = —7T i(ver—wt) ¥ i(y/ex—wt) - _ .
s @) m m( 2% © dx ( T >) 4mr?

de donde el coeficiente de reflexién definido como cociente de los mddulos de estas
corrientes es 1. Aqui no hay onda transmitida y por ende el coeficiente de transmisién
es nulo.

3.3.2. Transmision y reflexion en general.

La discusién del caso general se hace accesible si suponemos que las soluciones f. de (3.2)
son los suficientemente regulares como para que su comportamiento asintotico este dado por
las soluciones de la ecuacion diferencial asintética; o sea:

(=o0) () = Ae?*=% + Be™™*-* = para z — —o0
(3.12) fe(x) < ;

(20) — Ceik+e 4 De~ik+e , Ppara x — 00

para € > max{U_, U, }, con
k:t =\ €— U:I: .
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En tal caso, la densidad de corriente de probabilidad j.(x,t) asociada con fc(x,t) =
e~thet/(2m) £ () es independiente del tiempo. Ademds, recordando el Wronskiano W (f, g) de
dos funciones; la relacion

—ih

5 2.0) = T2 (@) ~ T fw)) = 5w (o f@)

el hecho de que f. es solucién de (3.2) y el hecho de que para dos soluciones de (3.2) el
Wronskiano es constante; deducimos que

Je(x,t) es constante.

Esto nos permite obtener relaciones entre los coeficientes A, B, C'y D calculando los valores
asintéticos (z — 00) del Wronskiano e igualandolos.

lim W(F, f)(x) = Mm W, [0 (@) = 2ik_(|A]° - |B)

T—r—00

ttm W (T, ) = lm WS, 9 (x) = 2k, (IO~ |DP)

T—00
Luego,
(3.13) k-(|A]? = |BI?) = k+(IC]* = |D*) ;
ademas los flujos de probabilidad en +oo son
. hk_ —hk_
(3.1 Jo(=00) = T AP+ =2

R/—/ ———
saliente entrante

hky —hk,

—|CPP+—=|DJ* .
\_\,_/ ——
entrante saliente

(3.15) Je(o0) =

Notese que los coeficientes A, B, C'y D ademés de satisfacer la relacién (3.13) deben ser
tales que f. es solucién de (3.2).

Supongase que hay dos soluciones fe(i) de (3.2) que son linealmente independientes y tales
que

A_e*-* 4 B_e7#- = parax — —00

f (@) = | , con A #0#C_;
C_eth+ , para r — 00
B e - ,  para T — —o0

f () = , ‘ , con By #0# D, .
Coe*f+* 4 D e+  para x — 0o
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Entonces los coeficientes de reflexién y transmision asociados a fe(_) son respectivamente
(use las féormulas (3.14) y (3.15))

RO(FO)) = [flujo entrante a —oo| _ |B_|?
‘ flujo saliente de —oo  |A_|2
y
flujo entrante a co ki |C_|*

TR () — _
(™) flujo saliente de —oo  k_|A_|?’

estos coeficientes satisfacen (use (3.13))

ROUO) +TEDE) =1, 0< TED(FO) <1, 0 RO <1

Los coeficientes de reflexion y transmision asociados a f€(+) son, respectivamente
ROV(f(4)) = |flujo saliente de oo _ |C4 2
¢ flujo entrante a oo | D4 |2’
T () = |flujo entrante a —oo| _ k_|B,|?
‘ [flujo saliente de oo ki |Dy|?”’

y satisfacen (use (3.13))
RO +THI() =1, 0<TED(D) <1, 0 < RO(U) <1

Pero ademaés
W (&, f) = lim W(f&, f)) = 2ik, C_D,
Tr—r0o0

W, 1) = Tim WP, ) = 2ik_A_B.. .
con lo cual
(3.16) kA B, =k.C_D, .
Con esta relacién deducimos
TED(ID) = 1D () € (e

y por ende
RO(f0) = RO() < Re)

y
R(e)+T(e)=1.

Otra consecuencia de (3.16) concierne a las fases de los coeficientes
Arg(B;/Dy) = Arg(C_/A_) .
El calculo del Wronskiano W ( 6(_),?) conduce a otra relacién de fases
Arg(B_/C_) =7 — Arg(C./B.)
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Por tltimo, no es complicado pero si tedioso demostrar formalemente que siempre hay
dos soluciones linealmente independientes con la forma asintética de fe(i), y de esta manera
garantizar que los coeficientes de reflexién y transmisién estdan realmente asociados al
potencial. Esto se hace en un apartado siguiente.

En resumén, si los limites (3.10) ezisten y son finitos, entonces la ecuacion de Schrodinger
permite dos soluciones estacionarias de energia E para E > max{V_,V,} de la forma

(1, t) = e B () tales que

er-T L p_e T para x — —o0
1(5_)(95) = . , cono_ #0;
o_eh+e ,  para T — oo
( o e k- , para r — —oQ
+) - .
fi (@) = 4 ' , conoyp #0;
peFHT ek para z — 00

donde

[2m
ki: ﬁ(E_Vi) .

El coeficiente de reflexion R(E) estd dado por
R(E) = lp-I*=lp+*; (0 < R(E) <1)

el coeficiente de transmision T(E) estd dado por

I o N

T(E
( ) k, ]f+ I

(0 < T(E)<1)

se tiene
R(E)+T(E)=1,;
ademds

Arg(o-) = Arg(oy) , Arg(p-/o-) =m — Arg(ps+/oy) .

Las energias E para las cuales T'(E) = 1 se denominan resonancias. Para estas energias el
potencial es transparente ya que no hay reflexiéon. El llamado efecto tunel esta relacionado
con el hecho de T(F) > 0 para toda energia F > max{V_,V,}; se manifiesta cuando
E < V(z) para z en algun intervalo (o intervalos).

Un tratamiento andlogo del caso min{U_,U;} < e < max{U_, U, } permite garantizar
de que el coeficiente de reflexion estd realmente asociado con el potencial y es igual a 1.
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Construccion de las soluciones con interpretacion de onda incidente, reflejada y transmitida
Construimos la solucién fg(_) cuyo comportamiento asintético es:

ik_x —ik_x
f(_)(x) - e .k—i— p—e , parax — —o0
€ o_e’rt® , para x — 00 ’
con o_ # 0. La construccion de f6(+) es analoga.

1. El primer paso es el cdlculo del Wronskiano de dos ondas arbitrarias con el mismo
nimero de onda

f(z) = Ae"™ + Be ™" |
g(x) = ae'™ + g ~it
se tiene entonces
Wiy, f)(x) = 2it(} — aB) ;

el Wronskiano es, en particular constante.

2. Consideramos € fijo con € > max(U,,U_). Si f es solucién de
(3.17) f'(@) = (U(z) — ) f(x),

entonces,

U(m)—ex{U__e , para r — —00
U.—€ , parax — 00

y entonces

won_ | —K:f(z) , paraz— —oc0
/ (:c),\{ —k2f(z) , paraz— o0 ’

donde los niimeros de onda asintéticos k4 = y/e — UL ambos no nulos. Luego,

Ae*-* 4 Be~k-¢  para x — —o0
(3.18) flz) = { Ce*+* 4 De=#+*  para x — 00 ’

con ciertas constantes complejas A, B, C, y D. Es conveniente abreviar esta féormula
como

f=[A,B|C,D]|.

Probemos ahora que A y B no pueden ser simultaneamente nulas y que C'y D tampoco
si f no es nula; i.e., si f no es nula entonces no puede ser asintoticamente nula en
cada una de las dos direcciones. En efecto, sea g otra solucién de (3.17) linealmente
independiente de f; entonces, ya que W(f, g) es constante para soluciones de (3.17)

lim W(f,g) = lim W(f,g) =W(f,9) #0.

T—r—00
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El primer miembro de esta igualdad se anula si f(z) < 0 para x — —o0, lo que ocurre
siy solo si A = B =0 en (3.18); similarmente, el segundo miembro se anula si y solo si
C=D=0.

Veamos también que si D = 0, entonces [A| > |B| > 0. Como [ es solucién de (3.17)

pues U es real, se tiene: W (f, f) es constante. Ya que f =< [B, A|D,C] la férmula del
primer paso, da

W(f.f)= lim W(f, f)(z)=2ik_(JA]" - |B]*),

T—r—00

W(f, f) = lim W(f, f)(z) = 2ik (|C]* = |D]*) .

T—00
Luego,
ki(IC]* = |DI?) = k-(|A]* = |BJ) .

Por lo tanto, si D = 0, C' # 0 ya que estos dos nuimeros no pueden ser ambos nulos.
Pero entonces, |A|? — |B|?> > 0, y esto implica que |A| > |B].

3. Sean f y g dos soluciones linealmente independientes de (3.17) con f < [A, B|C,D] y
g = [a, [y, 0], entonces W (g, f) es constante y no nulo. La férmula del primer paso da:

0 £ W(g, f)= lim W(g, f)(x) = 2ik_(8 — aB),

0# Wi(g.f) = lim W(F. f)(x) = 2ik.(5C — D) .

Con h = 0f — Dg tenemos h # 0 pues 0 y D no pueden ser ambos nulos y f y g son
linealmente independientes; h es solucion; y

h=[A, B'|C' 0]

con

A=6A—aD, B=6B—®, C'=6C—~D.

Pero C'' # 0 y, por lo visto en el paso anterior, A’ £ 0 ya que el coeficiente D de h es
nulo. Por tltimo, (A’)~!h tiene la forma asintética

[1, p—|o-.,0]
deseada con p_ = B'/A' yo_ =C'/A" #0.

3.3.3. Resonancias en el pozo cuadrado.

Damos un ejemplo concreto para el fenomeno de resonancia. Consideramos el pozo de
potencial (tratado en el Problema 2 de la Guia 5):

V., paralz|>a
V(I) = )

0 , paralz|<a
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con V > 0.
Consideramos energias E mayores a Vi = V. Con

k:¢e——=,/27i—?(E—V),

tenemos , .
ezkx _i_pefzkac ., x<-—a
fe(x) = ) )
oethr , T >a
y
fe(z) = acos(kz) + Bin(kx) , |z] <a,
donde
2m
La continuidad de f. y su derivada en x = —a conduce a:
e~ ka4 peika [ cos(ka) , —sin(ka) o
ik(e=*e — petha) | 7\ ksin(ka) , kcos(ka) g )
M(~a)

La continuidad de f, y su derivada en x = a conduce a:
Jeika B M( ) Q
ikoeika | T @ g )

6—ika _|_peika . O.eika
( Z'k(e—ika _ peika) - M(_Q)M(a> Z’ko.eika )

Multiplicando por e~ tenemos

(oo’ ) =Meaont (7).

—1
a , b B 1 d , —b
(c 7 d) = (ad — be) (—c - ),

Por lo tanto,

Usando la férmula

obtenemos (260) ! sin(2ra)
B 1 _ [ cos(2ka) , —kKsin(2ka )
M{(—a)M(a)"™" = < ksin(2ka) cos(2ka) > ’
luego
e—Q'ma
 cos(2ka) — i sin(2ka) |
2 k,‘2
p = i Sk sin(2ka)o ;
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de donde

1
T(E)=|of* = PRNCTY ,
1+ (E=2)" sin(2ka)?
Y 2
(%;,’:2) sin(2rka)?
R(E) = 1= T(E) = |pf = ——= 2 .
1+ (5=7) sin(2ka)?

Las resonancias E son las soluciones de R(F) = 0 o alternativamente T'(F) = 1 y estas
condiciones son equivalentes a

sin(2ka) =0,
0 sea
nm o . . 2
Ka = o5 con n entero positivo arbitrario tal que k* =¢ > U.
Entonces, las resonancias son
h*n’n?
E, = n entero mayor a 22+/2mV .
Sma? ) hm

0.8 —

0.6 —

JIATAVENS———

Figura 3.1: El coeficiente de reflexién en el pozo cuadrado vs. el parametro adimensional (¢ = E/V para

¢ =V2mh=2a2V =5.

3.3.4. Efecto tunel y resonancias en la barrera cuadrada.

Vemos un caso concreto, la barrera cuadrada:

0, |z[>a
V(x){v , z[<a
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con V > 0.
Para energias E con 0 < E < V, una particula clasica no puede pasar la barrera V.
Tenemos V. = 0 y en cuéntica,

ehr 4 peihr o p < —q
f6<x) = ' )
oetkr , T >a
con
2m
y
fe(z) = acosh(kzx) + Finh(kz) , |z| < a,
donde
[2m
KJ:\/‘U—EZ ﬁ|V—E|
La continuidad de f, y su derivada en x = —a conduce a:
e~ka 4 petka B cosh(ka) , —sinh(ka) a
ik(e~*e — petha) | 7\ —gsinh(ka) , kcosh(ka) B )
My (~a)

La continuidad de f, y su derivada en z = a conduce a:
aeika a
( Z'ko.eika ) - Mh<a> ( 6 > :

e—ika +peika , O_eika .
( Z’k(e—ika . ika) - Mh(_a)Mh(a) Z’ko.eika )

Por lo tanto,

pe

Multiplicando por e~ %%, tenemos

( @kieﬁj—pp) ) = My(-a)M ()™ ( iko ) :

Del mismo modo que en el pozo obtenemos obtenemos
B 1 cosh(2ka) , —rk~'sinh(2ka) \
My(—a)My(a)™ = ( —rksinh(2ka) cosh(2ka) ’

luego

—2iKka

e
cosh(2ka) — zkz;;;z sinh(2xa)
k* — K2

p=1 2kk

sinh(2ka)o ;
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de donde )

2 .
1+ (k;:,’:rz) sinh(2ka)?

T(E) = |o]* =

)

2kk

ATTEAE 2
( ) sinh(2ka)

R(E)=1-T(E)=|p)*=

1+ (E252)  sinh (2ka)?

Ahora, no hay resonancias; el comportamiento de T'(+) es el siguiente®:

(0,V) > E > T(E) es creciente, ImT(E) =0, UmT(FE) = (1+Ua*)"~
ELO ETV
Siempre hay efecto tunel y el efecto crece con E (siempre con 0 < E < V) como uno
quizéas esperaria.
Si aumentamos la energia y consideramos £ > V entonces un calculo anédlogo al realizado
para el pozo da

1
T(E) = RIS S
1+ (5=) " sin(2ka)
de donde se obtienen las resonancias
h2n2r?
E,=V +—— n entero positivo arbitrario ;
8ma?

Ey =V no es una resonancia.

5El crecimiento de la funcién T en el intervalo (0,V) es equivalente al decrecimiento de la funcién (0,V) > E —

(kzzz2)2sinh(2fﬁa)2, que es a su vez equivalente al decrecimiento de la funcién (0,V) 3 E — g(FE) def % sinh(2ka).

Ahora,

sinh(2¢y/T =€)
£1-¢)

en términos del parametro adimensional ¢ = vV2mh=2a?V y de la variable adimensional £ = E/V que varia en (0,1). Para

terminar, veamos que
def sinh(tyv/1—§)

9(E) =

)

(0,1) 3 &= ar(§) =

£1-¢)
es decreciente para todo t > 0. Calculamos
1
at(§)= — ——— (tcosh(t\/l— &) + ——sinh(t/1 — ))
‘ 21 -€VE ﬁ
El decrecimeinto de ot es equivalente a
tcosh(ty/1 — &) + ———=sinh(ty/1—-&) > 0.
\/7
Para ver esto, usamos la desigualdad tanh(z) < x vélida para todo = > 0. Entonces, cosh(z) > x~!sinh(z) para todo = > 0
con lo cual
sinh(ty/1 = &)
t cosh(t+/1 smh(tx/lf &>t + inh(ty/1 — &)
E V1 tvl—=¢ E V1
/T =
= z ésinh(t\/1—§)>0‘
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En términos de la variable adimensional £(E) = E/V = €¢/U y del parametro adimensional
¢ = V2mh—2a2V = v a2U obtenemos entonces el coeficiente de transmisién para la barrera

cuadrado como

—1
(sinh(2<\/?(E))>2
L 4E(E)(1-¢(B)) , para B <V
T(E)=1< (1+ CQ)*l . BT
(m(zg@)y
(1 T TEmEE-D , para B>V
\

esto se grafica en las figuras 2,3 y 4.

para la barrera cuadrada con ¢ = v2mh—2a2V = 2,5.

Figura 3.3: T vs. £ = E/V para la barrera cuadrada con v2mh—2a2V = 1.

——

Figura 3.4: Detalle de la figura 3.
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3.4. El oscilador armdnico

Consideramos el potencial arménico V (x) = ka?/2 con k > 0, y el correspondiente Hamil-
toniano

Ya que Vo = oo y V, = 0, los resultados anteriores indicarian que el espectro de H es
puramente discreto y estd contenido en (0, c0). Ademds, los autovalores son simples (i.e., no
degenerados) y las autofunciones asociadas pueden elegirse a valores reales.

Para analizar la ecuacion diferencial asociada con H conviene trabajar en variables adi-
mensionales. Del oscilador clasico sabemos que la frecuencia angular natural asociada con el
movimiento periédico es w = \/k/m. Si

mw
YT
entonces & no tiene dimension pues
S LT
N h
tiene la dimensién de una longitud reciproca. La ecuacion de autovalores es equivalente a
hw d? ~ ~
(3.19) b (—d—g n 52) 3(6) = Ed(@)

donde

Hay una solucién inmediata: con ¢,(¢) = exp(—a&?), obtenemos

G(€) = —2a€0,(€) , DL(E) = —2aP(€) + 4a>E*P(€) ;

insertando en (3.19),

P (Ca0€23,(6) + 2000() + €00(0)) = Bia)

vemos que con a = 1/2, ¢, es autofuncién al autovalor E, = fiw/2. Volviendo a la variable

original, tenemos
o2
boz) = 1/ — exp(—a’z?/2)

es autofuncion normalizada de H al autovalor E, = fuw/2.

3.4.1. Tratamiento algebraico

Escribiendo
H = (1/2m)1?52 + (mw2/2)§2
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se pone de manifiesto que el operador H es positivo
(W, H) = (1/2m) || 50 |12 +(mes?/2) || 3 |
En analogia con los niimeros complejos, uno podria tratar de escribir
H=A"A

para algtin operador A. Por otra parte (7 — ip)(Z +ip) = 22 +p* +i[2,p] =22+ p> — h, lo
que sugiere intentar con A = ax+ibp con a y b constantes apropiadas. La eleccién apropiada

resulta ser
1 o (AN
a=—|ar+ —
V2 ha’

1
H=hw(aa+ =1).

y conduce a

2
El operador
N =a"a
que es manifiestamente positivo se denomina operador nidmero. Se tiene o(H) =
hw (o(N) +1).
Tenemos

la,a”] = (1/2)[aZ + ia~ KB, aF — ia " h71p] = (1/2)ih~'[p, 7] — (1/2)ih~ [z, B]
— (1/2)+(1/2) = 1;
V.o = [a*a,a] = a*[a,a) + [a", ala = —a.|
N,a"] = (la, N])* = a” .

Lo notable es que, empezando con los cuatro operadores 1, a, a*, N; y calculando los posibles
conmutadores no se obtienen nuevos operadores (descontando el operador nulo). Esta es la
propiedad que nos permite deducir el espectro de N, y por ende el de H.

Hay que tener en cuenta que los operadores, a, a*, H, etc. son no acotados (son discon-
tinuos) por lo cual el manejo que haremos es formal. Sin embargo, todo el manipuleo que
sigue es riguroso en un subespacio D de L*(R) tal que:

(D) CcD, p(D)CD yporendea(D)CDya"(D)CD.

Més adelante construimos D denso en L?*(R) con estas propiedades.
Las siguientes propiedades son cruciales:

1. Si A\ es autovalor de N y v es una autofuncién asociada, se tiene

M IP= (&, Nv) = (a, avp) =] ) ||
y por ende A > 0 con igualdad si y solo si ay) = 0.

2. Si v es autofunciéon de N al autovalor A,

| @™ [*= (¢, aa™p) = (¥, ([a,a"] + a’a)p) = (¥, (1 + N)y) = (A + 1) | ¢ |
en particular, a*y) # 0.

47



3. Si ¢ es autofuncién de N al autovalor A\ entonces
N(ay) = a*aayp = ([0”, a] + aa”)ay = —arp + aNp = (A = 1)(ay))

luego av) es o bien autofuncién de N al autovalor A — 1 o sino ay = 0 lo que sucede si
y solo si A = 0.

4. Si v es autofuncién de N al autovalor \ entonces
N(a*) = a*aa™y = a*([a,a’] + a*a)p = a™Y + a*Np = (A + 1)(a™)
luego a*1 es autofuncién de N al autovalor A + 1.

Las propiedades 3. y 4, son responsables de las denominaciones “operador de creacion” para
a*y “operador de aniquilacion” para a. Ya sabemos que ¢, es autofuncién de N al autovalor
0, pero recuperemos este resultado. Si Ny = 0 con 1) # 0 entonces por 1., ||ary|| = 0 o sea

ay =0, arp(z)+a 'Y (z)=0.
La ecuacion diferencial es separable y la solucion es
U(@) = (0)exp(—a’a?/2) ;

normalizando se obtiene ¢,. La solucién es tinica modulo multiplicacién por una constante
pues si f es solucién,

(£) 0= (£) o (1)t trisin

Tenemos el primer resultado:

(3.20) 0 es un autovalor simple de N y ¢, es autofunciéon normalizada .

Por aplicacién sucesiva de 4. obtenemos que para todo numero natural n, (a*)"¢, es
autofuncién de N al autovalor n y ||(a*)"¢,||> = n! Esto se ve por ejemplo por induc-
cion. En efecto de 4. y 1., se obtiene la afirmacién para n = 1. Si la afirmacion es véalida
para n entonces, por 4., (a*)""'¢, = a*(a*)"¢, es autofuncién de N al autovalor n + 1y
1@ 160 = [la*(@)"6o |2 = (n + D00l = (n+ nl= (n+ 1)l Luego -y este es el
segundo resultado—

(3.21) todo n es autovalor de N y ¢, = (n) “1/2¢, es una autofuncién normalizada, .

Veamos ahora que hemos encontrado todos los autovalores de N. Sea A una autovalor de
N con autofuncion . La aplicacion succesiva de 3. se ilustra en la figura.

Por 1., A > 0; sea k el menor ntimero natural tal que A — k < 0; se tiene £ > 1. La

. .2 . cq. def -
aplicacién succesiva (k veces) de 4. indica que a*y ‘= 1_; es autofuncién de N al autovalor
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A — ko bien ¥_; = 0 lo que sucede si y solo si A — (k— 1) =0, por 1.. Como A — k < 0, no
puede ser autovalor por 1., deducimos que ¥_p = 0y A = k — 1; entonces, A es un nimero
natural.

Veamos que n es siempre autovalor simple. En efecto, si 11,9y son autofunciones ortog-
onales de N al autovalor n entonces (a1, athe) = (1, Niby) = n{iby,1,) = 0, o sea que ah
y awy son ortogonales. Pero entonces, a™; y a™, son autofunciones ortogonales de N al
autovalor 0 lo que contradice (3.20).

Con esto hemos demostrado que el espectro discreto de H es el conjunto

1
{hw (n—|—§> ; n=0,1,2,---}

y que estos autovalores son simples. Para completar la discusion faltaria ver que el espectro
continuo de H o de N es vacio.
De lo expuesto se obtienen las siguientes relaciones ttiles

a*(bn =Vvn+ 1¢n+1 ) a¢n = \/5¢an

vélidas para todo natural n, donde se pone de manifiesto que a* sube por la escalera (infinita)
de los autoestados de a un peldano, y a hace lo inverso. Estas relaciones junto con

a+a* a* —a

i=—— p=iha
Voa P )

permiten calcular sin esfuerzo los valores esperados u elementos de matriz de posicion,
momento y productos de ellos.

Construcciéon de D

El espacio de Schwartz S(R) de funciones infinitamente diferenciables y de decaimiento
rapido tiene todas las propiedades requeridas del subespacio D. Concretamente, S(R) es el
conjunto de las funciones u sobre R a valores complejos que son tantas veces diferenciables
como se quiera y de modo que cualesquiera sean los niimeros naturales n y m se tiene

sup{|z"(d"u/dx™)(z)|} < oo.

zeR

Claramente S(R) estd contenido en el dominio de definicién de los operadores Z, p'y, ademas

koras

se cumple T°p"z°u € S(R), cualesquiera sean los naturales k,r, s si u € S(R).
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{¢n: n=0,1,2,---} es una base ortonormal en S(R)

Probamos esta afirmacion en lo que sigue. Como consecuencia obtenemos que los
autovalores encontrados son todos (no falta ninguno; lo que ya sabiamos) y, ademds, que no
hay espectro continuo.

Recordamos que un conjunto A en un espacio de Hilbert H es total si para f € H 'y
(f,g) = 0 para todo g € A, entonces f = 0.

Observacion 1: Para k real sea o) (z) = e=*¢,(z), entonces ¢¥) estd en S(R) y {¢x) : k €
R} es total en L3(R).

") es producto de dos funciones infinitamente diferenciables y |¢®)| = ¢,. Si f satisface
la condicién, entonces

—

0= /fqﬁo(x)e_ik‘”dx = V2r (fo) (k) ,

donde " denota la transforlnada de Fourier. Como la transformacién de Fourier es unitaria
en L?(R), deducimos que f¢, = 0y por ende f = 0.

Observacion 2: Sea 1, (z) = 2™ ¢,(x) paran = 0,1,2,---. Entonces, ¢, € S(R) y {¢p, : n =
0,1,2,---} es total en L*(R).
Es obvio que %, estda en S(R). Se tiene

CYRN S Gl
=0
Si cortamos la serie en j = N, obtenemos la funcién
N . .
k (—’Lk’)] :
O (@) =3 e 0u()
=0
queremos demostrar que lfimy_,, ||¢*) —05\?) || = 0. Si esto es cierto, obtenemos de la hipétesis

sobre f, que (91(\];), f) =0 para todo real k y todo N =0,1,2,---. Pero se tiene

(@, 1) = 16™ =63, 1) + (0K, /)] = 16 =63, NI < 111l [16%) — 63

y tomando el limite N — oo se tiene (f, qﬁ(k)} = 0 para todo k real. Luego f = 0 por la
primera observacion.

Veamos entonces que limy o, [|¢*) — 95\1;) || = 0. Sabemos que la serie exponencial en z,
con z complejo, converge uniformemente a e* en cualquier disco cerrado del plano complejo.

Sea N
‘ a Z n!

n=0

de
tn(z)

Para un R > 0 arbitrario tenemos
6 = 091 = [ tx(a)sn(wds
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o0

-/ (@) u(@) e + / @ eula)ds + | tvtaPoais.

R —00 R

La idea es usar la convergencia uniforme de ¢y a 0 en el intervalo [—R, R] en la primera
integral y estimar adecuadamente las otras dos integrales. Ya que

> (—ikx)"
Z( n!)

n=0

o0
e k| ||
< > g,
=0

obtenemos de la desigualdad del triangulo y del hecho que e* < 1 para a > 0, la desigualdad

tn(z) <1+

5ot

|
~ nl
Por lo tanto,

R -R
/ (226 (2)2d < 4 / W14 (2)2de

[ee] — 00

a? s k|2 R 2 —2|k[)2 —2|k|2 —Rta? k] 2
= 4y —e> Kl e~ (@Ha kD" gy — g0 IH ¢o(r)°dr ;
s — 0 —00

y analogamente

/OO tn(2)2po(x)2da < e M /00 Go(x)*dx .

R R—a~2|k|

Entonces, ya que [ ¢,(x)*dx =1,

/RtN(a?)Zébo(:I:)Qdaz + /OO tn ()00 () dx

00 R

—R+a2|k| (S)
< 4o " IKP (/ ' o) da +/ ¢o($)2dx)
— 0 R—a—2]k|

oo R—a™2|k|
= 4e® {1 — / bo(z)*dx
—R+a~2|k|

R—a2|k|

R
o — 692 < |

-R

R R—a2|k|
< p ¢ 2 o 2d 4 a2|k|? 1_/ o 2d
< (i, tx@?) [ ol e [ s

oo R—a™2|k|
< méx ty(z)? 4 e M <1— / ¢o(;c)2da;> ,

- —R<z<R R+a—2|k|

tn(2)2(2)2da + 4 IH? <1 - /

—R+a2|k|

¢o(x)2dx>
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ya que f_RR ¢o(x)%dx < 1. Entonces, dado € > 0, podemos elegir primeramente un R > 0 lo
suficientemente grande tal que

R*OL_2|]€| e_a—2|k|2
[ ezt

Rta~—2[k| 8

pues la integral es positiva y su limite cuando R — oo es igual a 1; y luego elegir y un
numero natural N tal que ty(z) < 1/€/2 para todo x € [—R, R]. Luego,

—a—2|k|2
0 _ g®pz < € 4 geo? (114 )
¢ x|l <2+4e 1—-1+ g €] =¢
Esto completa la demostracion.

Observacion 3: ¢, = P,¢, donde P, es un polinomio de grado n.

La afirmacion es trivial para n = 0. Ahora, usando la hipdtesis inductiva,

—1/2( s\n+l n! N _ —1/2,
st = (0 + D)6, = [ (o)) = ok D7 (P

Con a* = (2)"Y2(az —i(ah)™'p) v ¢l (z) = —ax¢,(z), tenemos
V(a* Pago)(z) = aPa(n)ul) — 0~ (Put) ()
= 0w P (7)¢(x) — a7 (F) ()¢o(w) — a7  Pa(a)(—0’0(x))
= 200 P (2)o(x) — o™ (Pn) ()06 () ;

luego ¢n+1 = Pn+1¢o con Pn-i—l(l‘) = (2(71 + 1))71/2(20411Pn(£) - ail(Pn)/(x» que es un
polinomio de orden de orden n + 1.

Observacion 4: {¢, : n=0,1,2,---} es una base ortonormal.

Ya que (¢, ¢m) = Gnm, falta ver que {¢, : n=20,1,2,---} es total. Sea f € L*(R) con
(f,¢n) = 0 para todo n = 0,1,2,---. Probamos por induccién en n que (f,,) = 0 para
todon =20,1,2,---; la observacién 2 indica que f = 0.

Para n = 0, se tiene ¥, = ¢, y por ende (f,1,) = 0. La hipétesis inductiva es que

(fyn) =0, paran=0,1,--- N.

., . N—+1 .
Ahora, usando la observacién anterior, ¢y = Pyi10o = > ¢;9; con cy41 # 0; entonces

=0
N+1

0= (f,on+1) = Z ci(f, ;) = enpa(f, ¥ns)
=0

y por ende (f,¢n1) = 0.
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3.4.2. Consideraciones sobre el tratamiento analitico

La ecuacién de Schrodinger estacionaria en variables adimensionales (3.19) es

—J"(€) + € f(&) = €f(€) ,

con € = 2F/(hw). E estd en el espectro si esta ecuaciéon admite solucién polinomialmente
acotada. El Ansatz f = g¢, conduce a la ecuacién diferencial

g"(&) = 26g'(§) + (e — 1)g(§) =0

para g. Ahora si g, es solucién de esta ecuacién para £ > 0 entonces g(§) = g,(—&) es solucién
de la misma ecuacién para & < 0. Por lo tanto, podemos estudiar las soluciones para & > 0.
El cambio de variables g(¢) = ®(£2) produce la ecuacién diferencial

20" (2) + (% - z) O'(z) + < Loy =0

para ®. Esta ecuacion es un caso particular de la ecuacion diferencial hipergeométrica con-
fluente degenerada —o ecuacién de Kummer-°

(3.22) 2F"(2)+ (v — 2)F'(2) —aF(2) =0

tomando v =1/2 y a = (1 —¢€)/4. Cuando —v no es un numero natural, esta ecuacion tiene
dos soluciones linealmente independientes, por ejemplo (estas se construyen mas abajo en el
2.1.)

M(o,viz), y 27"M(a—y+1,2—7;2),

donde M (pu, v, -) es una de las funciones hipergeométricas confluentes, la funcién de Kummer

plp+1)---(p+j—-1)2
M ) =1 Z
(1, v, 2) +Z oD T =D 7

Vemos que laserie se corta si y solo si 4 = —n para algiin ntimero natural n; y en tal caso,
M (—n,v,-) es un polinomio de grado n. En caso contrario, un anélisis detallado muestra que
la serie crece como e*para z — 0o”. Aplicando todo esto a nuestro caso, para cualquier e

I—e 1 3—€ 3
w1 s (15 1) o (3553
con constantes arbitrarias A y B. Ahora, como f(€) = ¢o(£)®(£2) o e E/2D(£2), 51 B(z) =< €

se tendrad f(§) < et*/2. Por lo tanto, solo pertenecen al espectro aquellos valores de E para
los cuales ® es un polinomio. Repitamos esto:

SConsultar el Capitulo 13 de Handbook of Mathematical Functions (edited by M. Abramowitz, and I.A. Stegun, Dover
Publications, Inc. New York) uno de los libros mas ttiles que hay en el mundo, que citaremos de ahora en mds como A&S.
Hay una versién abreviada, Pocketbook of Mathematical Functions (edited by M. Danos and J. Rafelski, Verlag Harri Deutsch,
Frankfurt/Main, 1984).

Alternativamente, consultar
7Consultar loc. cit.; se tiene

Ma,b,2) = %ezza*b (1+0(271) ,

para z > 0.
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= Si lT = —n,oseae=4n+1loseae € {1,59, -}, tomando B = 0, ® es unpolinomio®.
= Si 3— = —n, osea € = 4n + 3, o sea € € {3,7,11,---}, tomandoA = 0, ® es un
pohnomiog.

» Para todos los demas valores de €, ® crece exponencialmente con z = £? y por ende f
2
crece como e¢ /2 para £ — oo.

Por lo tanto, los tinico valores de € que conducen a valores espectrales de E son los niimeros
2n + 1 con n un nimero natural arbitrario. Ademas, estos valores espectrales son simples.
Para los valores 2n + 1 de ¢, la ecuacion diferencial para g es

9" (&) —289'(€) +2ng(§) =0

y esta es la ecuacién diferencial de los polinomios de Hermite!® H,. Entonces, las autofun-
ciones son

On(T) = cndo(ax)H, (ax)

con una constante ¢, arbitraria que resulta ser igual a (y/72"n!/«) ~1/2 para que ¢, este

normalizada; vale decir
1 mw
2l \ wh

Solucién de la ecuacién diferencial de Kummer (3.22):

El “Ansatz”

Cp =

o0
= E 2"
n=0

conduce a

o0 o0 o0
g nn—lcnnlJr'yE nep 2" —g ncnz"—ag 2" =0
n=0 n=0 n=0 n=0

e igualando los coeficientes de cada una de las potencias de z,
(k+1(k+7)ckr1 = (k+a)eg, k=0,1,2,---;
si (—v) no es un ndimero natural,

ala+1)---(a+n—-1)

T S R G
Ahora,
enn1z™ ) L+ (e/m)llel  __(+[a/n)]) |2
|cn2™| 1+ (y/n)(n+1) = 1 —[(y/m))(n+1)"

8En este caso, ® = M(—n,1/2,-) es un polinomiode grado n y por ende g es un polinomio de grado 2n sin potencias impares;
en particular, g es par.

9En este caso, ®(z) = v/zM(—n,1/2,-) y por ende g es un polinomio de grado 2n + 1 sin potencias pares; en particular g es
impar.

10Ver, loc. cit., Capitulo 22.
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para p > 0 arbitrario y |z| < p, podemos elegir n, tal p/(n+ 1) < 1/4 para todo n > n, y
podemos elegir n; tal que |(a/n)| < 1 —2|(y/n)|; luego, para n > méx(n,,ny) tenemos

|Cn+1zn+1|

<1/2.
e Y

Una aplicacion del criterio del cociente indica que la serie

ala+1)- a+]—1)zﬁ
M )=1
(@,7:2) +Z Yoy + 1) (v 1) 4t

es absolutamente y uniformemente convergente en el disco de radio p del plano complejo.
Hemos encontrado entonces una solucién de (3.22).

El Ansatz, F(z) = 2! 77G(2), para z complejo y no negativo, nos da
2T (G () (27— 2)G(2) - (1 -7+ a)G(2) =0,

y por lo tanto G satisface la ecuacién diferencial (3.22) con pardmetros o' =1 —~y+a'y
v =2 —~. Por lo tanto
ATM(a+1—7,2—7;2)

es otra solucién de (3.22), y es inmediato verificar que es linealmente independiente de
M (e, 7; 2).

3.5. Potenciales peridodicos

Consideramos un potencial V' periédico de periodo a ( a > 0)
V(ix+a)=V(z), xR,

y el correspondiente Hamiltoniano

Escribimos U(x) = 2mh—2V (z).

3.5.1. H no tiene estados ligados:

Para demostrar esto usamos la simetria de traslacién del potencial.
El operador de traslacion por y € R esta definido por

(Vo)) =v(z —y), ¢ €H=LR).

V,, es unitario con (V,)* = V_,. Si ¢ es la transformada de Fourier de 1),

(k) = (2m) V2 / e () de
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entonces

V() = (2m) 712 /R e " Y(z — y)dr = (2m) / MY (2)dr = e M(k) -

R

Esto nos permite demostrar facilmente que V,, no tiene autovalores si y # 0 (V,, = 1 si los
tiene). En efecto, si V,1b = M, entonces e~ (k) = V,ib(k) = Mp(k) de donde (k) = 0
para y # 0 y por ende ¢ = 0.

V., conmuta con H: V,H = HV,

2

(VuH) () = — 1

St (o =)+ V(o — (e~ a)

- ;—m(\/;lq/;)”(x) +V(@)(Vat)(z) = (HV) (x) .

No hay estados ligados:

Suponga que Hiy = Ei con || ¢ ||= 1 de manera que el autoespacio £ asociado
con el autovalor E no es {0}. Ya que la ecuacién diferencial es de segundo orden, la
dimensién de £g es a lo maximo 2. Como H(V,y) = V,HyY = Vo (EY) = E(V,) el
subespacio £ es invariante ante V,. Si W, es la restriccién del operador V, al subespacio
Er entonces W, es un operador unitario. Como &g es de dimensién finita, W, puede
diagonalizarse en tanto que es un operador normal. Luego, existe ¢ € Eg con W, = Ao y
¢ # 0. Pero entonces ¢ es autofuncion de V, lo que contradice lo visto. Por lo tanto, £ = {0}.

3.5.2. El espectro de H

El espectro de H es entonces puramente continuo. Procedemos a determinar su estruc-
tura y veremos que consiste de infinitos intervalos disjuntos. Esta estructura de bandas es
crucial para entender fenémenos de la fisica del sélido cristalino (donde los potenciales son
periédicos).

Como en los casos anteriores el problema de encontrar los E que pertenecen al espectro
continuo es equivalente a encontrar los € = 2mh~2FE para los cuales la ecuacién diferencial

(3.23) f(@) + (e=U(x)) f(x) = 0

admite soluciones polinomialmente acotadas pero no de médulo cuadrado integrable (jya
sabemos que no hay!).

Suponemos que en cualquier intervalo de largo a, V' (luego U) es continua salvo en un
numero finito de discontinuidades finitas. Estas condiciones pueden relajarse para acomodar
potenciales més singulares (e.g., potenciales con funciones 9).
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Estados de Bloch-Floquet

Para € € R fijo la ecuacion diferencial (3.23) admite dos soluciones linealmente indepen-
dientes f; y fo. El Wronskiano W (f f) dado por

W (1, f2) (@) = fi(@) f5(x) = fi(z) fal) ,

es constante y no nulo. Puesto que U es real, podemos suponer que tanto f; como fy son
funciones a valores reales. Toda solucién ¢ de (3.23) es de la forma

(3.24) W= Af,+Bfy, ABEC.
Pero, V,f; para § = 1,2 también es solucién ya que
(Vafi)" (@) + (e = U(x))(Vaf)(2) = fj(z —a) + (e = Uz —a)) f(z —a) = 0.
Luego, existen coeficientes reales O, tales que
(Vafi)(@) = fi(z — a) = Ciafi(z) + Cop fol) |
(Vaf2)(@) = fao(z — a) = Crafi(z) + Cop fo() -

Cia Ci2
Ce) = o ’
() ( Cop , Cop )

sera la basis del andlisis que hacemos. Tenemos

La matriz

1. Si f denota el vector columna de componentes f; y fa,

(3.25) flx—a)= C(e)Ti(x) ,
donde 7 denota la matriz transpuesta, i.e., (C(€)7);xr = C.;.

2. det(C(e)) = 1.

Tenemos W (f1, fo)(z — a) = W(f1, f2)(x) pues el Wronskiano es constante. Por otro
lado, usando (3.25),

W(f1, f2)(x —a) = (Crafi(z) + Con fo(x))(Crafi(x) + Copfolz))

—(Cr1fi(@) + Cop fo(2)) (Crafi(x) + Copfolz))
= det(C (€)W (f1, f2)(z) ;
luego 1 = det(C(¢)).

3. Si g1, g2 es otro par de soluciones de (3.23) linealmente independientes la matriz C'(e)
asociada con este par es similar a la matriz C(€) asociada con el par fi, fo. En particular,
la traza y los autovalores de C(e) solo dependen de € y no del sistema fundamental
elegido.

En efecto si g1, g2 es otro par de soluciones linealemente independientes de (3.23) (al
mismo €) entonces por (3.24)

g==5f.
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Ademsés, W(gi, go) es constante y no nulo por un lado, e igual a det(S)W(f1, f2) por
otro lado (con el mismo calculo hecho en el punto 2.). Luego det(S) no es 0 con lo cual
S es invertible. Sea C’(¢) la matriz asociada con g o sea

glz —a) =C"(e)" g() .
Tenemos,

C'(e)"g(z) = g(w —a) = Sf(x — a) = SC(e)" f(x) = SC(e)" S g(w) ,

0 sea
C'(e)f = SC(e)tS™
y entonces
C'(e) = (87)7'C(e)S"
4. Los autovalores de C'(¢) son las soluciones de la ecuacién

N —tr(C(e)A+1=0,

N — tr(C(e)) n tr(C(e))? — 4 .
2 2

Se tienen las siguientes alternativas:

a) | tr(C(e)) |> 2: los autovalores son reales y distintos, Ay # A_; uno de ellos es de
modulo estrictamente mayor que 1 y el otro es de médulo estrictamente menor que
1. Hay autovectores a estos autovalores.

b) | tr(C(e€)) |= 2: los autovalores son idénticos, Ay = A_ = tr(C(e)/2, y de médulo 1.
Hay a lo menos un autovector, pero puede haber un solo.

c) | tr(C(e)) |< 2: los autovalores son distintos y complejos conjugados entre si, A_ =
As, y de médulo 1. Hay autovectores a estos autovalores.

Podemos ahora demostrar que hay soluciones de (3.23) tales que
(3.26) (Vaf) (@) = flz —a) = Af(z) .
En efecto, si f es solucién entonces tiene el desarrollo (3.24) y (3.26) es equivalente a
MAS(z) + Bfa() = Afi(z — a) + Bfa(z — a)

= A(C11f1(x) + Canfa(x)) + B(Crafi(z) + Copfo())
= (C12A + C12B) fi(x) + (Con A+ Co2B) fa(z) |
0 sea

(3.27) C(e)(g):/\(é).

Observe que si la solucién f satisface (3.26) entonces para todo entero n se tiene

(3.28) | f(x =na) [=| A" [ fz) ] -

Discutimos entonces los tres casos posibles identificados en la discusién del espectro de

C(e):
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w a) | tr(C(e)) |> 2: Hay soluciones (A, B) no triviales de (3.27) para Ay y por ende
soluciones fi de (3.23) linealmente independientes que satisfacen (3.26), luego (3.28),
para Ar. Entonces, suponiendo que | Ay |> 1 >| A_ | (el otro caso es andlogo), se tiene

| fe(x =na) [=| Ap " [ fo(2) [, | oz =na) [=] A" [ f-(2) |

Veamos que entonces fi no es polinomialmente acotada. Considere f, y x < —a;
entonces x = —na — z con 0 < z < a y n entero positivo, con lo cual

[f(@)] = A" [+ (=2)] = [f+(=2)| exp(nlog([A+]))

= |f+(=2)[exp(a™ (|2] — 2)log(|A+])) = [f+(=2)] exp(a™ (Jz| — a)log(|A+])
y [+ crece exponencialmente para r — —oo ya que log(|]Ay| > 0. Considere f_ y x > a;
entonces * = —na + z con 0 < z < a y n entero negativo,

[f-(@)] = [A["[f=(2)] = [f-(2)| exp(nlog(|]A-]))

=|f-(2)|exp(a™" (=2 + 2) log(|A_])) > |f-(2)| exp(a™" (z — a) log(1/|A_|))
y f- crece exponencialmente para x — oo ya que log(1/|A_|) > 0. Pero entonces ni f;
ni fy son polinomialmente acotadas.

» b) Hay a lo menos una solucién no trivial de (3.27) y por ende una solucién g que
satisface (3.26) y (3.28). Luego, ya que g es acotada en algun intervalo de largo a por
su continuidad, g resulta acotada.

» ¢) Hay soluciones no triviales de (3.27) para A1 y, asociadas a estas, dos soluciones fy
que satisfacen (3.26) y (3.28). Como fi son acotadas en algun intervalo de largo a,

tr(CQ(e)) + Z-\/4—tr2(C(e))2

(3.28) indica que son acotadas. Ademds, conviniendo que Ay =
con lo cual Im(Ay) > 0, tenemos

)‘Jr — ezKa ’ P e*'LKa

donde K € (0,7/a). Para las funciones
¢+ (v) = exp{+iKz}fi(x)
se tiene la propiedad
¢i(r —a) = exp{FiK (x — a)} fe(r — a) = exp{FiK (z — a)}e* 5 fL(2) = ¢=(2)
derivada de (3.26), o sea que ¢ son periédicas de periodo a.

Lo recién visto se conoce como Teorema de Floquet-Bloch:

Si —2 < tr(C(e)) < 2 entonces (3.23) admite dos soluciones acotadas linealmente inde-
pendientes

fe(z) =T ¢y (x)

donde ¢4 son periodicas con el mismo periodo que el potencial. Se tiene
(3.29) cos(Ka) =tr(Cle))/2 .
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h%e/(2m) pertenece al espectro de H.

Si tr(C(e)) = £2 entonces (5.23) admite a lo menos una solucion f acotada que es
periddica en el caso tr(C(€)) = 2 y anti-periddica, o sea f(x —a) = —f(x), para el caso
tr(C(e)) = —2. h*¢/(2m) pertenece al espectro de H.

Si | tr(C(e)) |> 2 entonces (3.23) no admite soluciones acotadas y h*e/(2m) no pertenece
al espectro de H.

Sabemos también que el espectro de H es acotado por debajo por el nimero
V, = inf,er V (), 0 sea 0(H) C [V,,00). No es un gran acto de fé creer que € — tr(C(¢)) es
continua (jesto se puede demostrar!). Aceptado esto, y teniendo en cuenta que el espectro
no es vacio, habrd un primer valor €, de € a la derecha de U, tal que | tr(C(e,)) |= 2. Por
lo tanto la curva e — tr(C(€)) toca o entra a la banda [—2,2]. Pero como el espectro es
continuo, en todo entorno de €, hay otro punto del espectro; por lo tanto no toca sino que
entra a la banda. ;Se puede quedar para siempre en la banda [—2, 2] a la derecha de €,? Si,
esto sucede cuando U (o sea V') es constante y en ese caso €, = U. Pero si U no es constante
vuelve a salir de [—2, 2] a la derecha de ¢, en €1, luego vuelve a entrar en ey a la derecha de
€1, etc., ete. sin limite. Un resultado debido a Birkhoff es endemoniadamente preciso!:

Si definimos la multiplicidad de una raiz de la ecuacién | tr(C(e)) |= 2 como 2 si hay
dos soluciones linealmente independientes y acotadas de (3.23), y como 1 si hay (mddulo
multiplicacién por una constante) una sola solucién acotada de (3.23); entonces: Sean ¢, <
€1 < €3 < --- las raices de tr(C(e)) = 2 enumeradas crecientemente y teniendo en cuenta
la multiplicidad. Sean €, < €| < --- las raices de tr(C(€)) = —2 enumeradas de la misma
manera. Entonces se tiene:

eo<€;§e/1<61§62<6'2Seg<63§64<eﬁl§eg<---
El espectro es entonces
[EO’ E;] U [6/17 61] U [627 6/2] U [6/37 63] U [647 621] U [6’5, 65] U---

Todos los intervalos de esta union infinita son no vacios, pero dos intervalos sucesivos
pueden tener un punto en comin. Por ejemplo si €, = €] entonces [¢,, €)] U [€], €1] = [€,, €1].
Esto sucede cuando para €/, = €| hay dos soluciones acotadas de (3.23).

Determinacién de la matriz C(e)

Proveemos ahora una construccién de la matriz C'(€). Consideremos la ecuacion diferencial
3.23) en el intervalo I, = [0, a|. Sean © y O goluciones en este intervalo con
1 2

(3.30) D0 =1, (£7Y(0)=0;

1Vea: H. Hochstadt, The Functions of Mathematical Physics. Wiley, New York, 1971.
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(3.31) D) =0, (£V)0) =1.

Considere ahora el intervalo I; = [a, 2a] y sean f;l) soluciones de (3.23) en [; con

fi%@) = 17 () (@) = (1) (0)

o sea que las soluciones en I; se pegan continuamente con las correspondientes soluciones en
I, en el punto comun (a) de estos intervalos. Procedamos con este proceso obteniendo para

cadan € {0,1,2,---} un par de soluciénes f](”) de (3.23) en el intervalo I,, = [na, (n + 1)al
tales que

(e Da) = 7 (e Da) . () (0 Da) = (17 (0 + Da) -

Hagamos lo mismo hacia la izquierda de I,, obteniendo para cada intervalo I_,,_; = [—(n +
1)a, —na] con n € {0,1,2,---} un par de soluciones f;_n_l) de (3.23) en ese intervalo con

£ na) = £ (=na) (£ (mna) = (£77) (~na)

Obtenemos asi —pegando las f;m)— funciénes continuas f; (j = 1,2) que son soluciones de
(3.23) linealmente independientes. La definicién de la matriz C'(¢), evaluada en = a indica
que

de donde
_ T\—1 02,2 3 _02,1
o) =@y g0 = (G ) o)
_ Cyo , —Cyy Ly _ Cao
—Ci2 ., Cia 0 —Cia )7
y
N Cho , —Ca; i [ —Can ]
ro=( 5, e o= (6 )
O Sea

THETES Y

Para construir C'(e) basta entonces resolver (3.23) en el intervalo [0, a] con las condiciones
(3.30) y (3.31) en el punto z = 0.

La ecuacién (3.29) que determina implicitamente la relacién de dispersion K — ¢(K) en
los intervalos que pertenecen al espectro, es entonces:

cos(Ka) = (fi(a) + f5(a))/2 .
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El potencial de Kronig-Penney

El potencial de Kronig-Penney modela el potencial en una red periédica infinita unidi-
mensional. En el intervalo (0, a), con a > 0 estd dado por

0 , 0O<z<b
U(x)_{Uo, b<z<a

donde 0 < b<ayU, >0,y se extiende periodicamente a toda la recta real.

En un ejercicio se requiere estudiar este potencial y determinar el espectro del operador
asociado. Usando el método descripto, podemos determinar tr(C'(€)) obteniendo el siguiente
resultado:

2 cosh(k(a — b)) + brsinh(k (a —b)) , €=
2 cos cosh(k(a — b "k_k sin(kb) sinh(k(a — b)) , 0<e< U,
tr(Cle)) = 2cosgk 3 - ksin((kb)(cz)— b) (RSl =) e - Uo<
2 cos(kb) cos(k(a — b)) — "‘,:“k sin(kb) sin(k(a — b)) , e>U,
donde

k=+l|el|l, k=+]e=U,|.

Ya sabemos que para € < 0 se tiene | tr(C(¢€)) |> 2, pero de todas maneras,

R
K

tr(C(e)) = 2 cosh(kb) cosh(k(a — b)) + sinh(kb) sinh(k(a — b)), si0>¢€;
y esto es estrictamente mayor que 2 pues el cosh es mayor que 1 para cualquier argu-
mento no nulo, y el sinh de un argumento positivo es positivo. Observese también que,
R 5 € — tr(C(e)) es continua; esto se verifica en las férmulas con ayuda de las relaciones
lim,_,¢sin(yx)/y = = y lim,_,¢sinh(yz)/y = .
Ya que
lim (tr(C(€)) — 2cos(ka)) =0,

E— 00

vemos que la distancia entre las bandas sucesivas del espectro tiende a 0 a medida que
aumentamos ¢, i.e., el espectro se vuelve “continuo”.

3.6. Generalidades 11

3.6.1. Criterios para la existencia de estados ligados. Cotas para el niimero de
estados ligados

Serra: Si |V| es integrable y [V(z)dz < 0y H es acotado por debajo,
entonces [ admite un estado ligado.
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3.6.2. Otros resultados

El teorema virial no tiene nada que ver con la dimensién. En una dimensién, dice que si
H=02m)'p* +V(2)

entonces para cualquier estado ligado ¢ de H,

1 9 1, o~
(3.32) 5 (DY) = S (4, TV (@)Y) -
Un caso particular 1til se obtiene cuando V' es una funcién homogenea de grado «, o sea
V(Az) = A\*V(z), paratodo A >0.

En tal caso se tiene la relacion de Euler (derive respecto de A y luego ponga A = 1) 2V'(z) =
aV (z) y el teorema virial toma la forma

1 e (6] ~
%W,p%) = §<¢>V(9€)”¢> :

conectando directamente el valor esperado de la energia cinética con aquel de la energia
potencial para estados ligados. En el caso del oscilador armoénico, o = 2, y entonces ambos
valores esperados son iguales.

La demostracién formal de (3.32) es otra aplicacién de que cualquiera sea A se tiene

<wa [H’ A]@@ =0
si 1 es estado ligado. Eligiendo A = D, se obtiene (3.32):

AN~

7,59] = 5 (1, 719+ P7(p,7) + 71p, 7P + (7, 715D) + 7V(@), 7 + V(). 7Ip

—ih 1 1
= —p° +Z(ih)V'(T) = —2ih | —p° — z2V'(T) ) .
L5 RV () S V()
La demostracion es formal pues tanto H como A son operadores no acotados y se precisa
cierto cuidado en el manejo de los conmutadores; bajo condiciones tipicas sobre V' (que garan-

tizan que H sea autoadjunto) y sobre V', las manipulaciones formales pueden fundamentarse.

Faltan, quizas, otros resultados. Sino cambiar el titulo de esto.
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