Capitulo 5

Rotaciones espaciales y el momento
angular

5.1. Rotaciones en el espacio tridimensional

Considere el espacio euclideo de tres dimensiones R?. Los elementos son los vectores
r = (ry,79,73) con componentes 7; reales. Para obtener el correlato espacial elijase arbitra-
riamente un sistema de ejes cartesianos y asoéciesele a un punto cualquiera del espacio el
vector r cuyas componentes son las coordenadas cartesianas de ese punto. En este espacio
considere las rotaciones alrededor de un eje que pasa por el origen 0. Estas rotaciones estan
especificadas por el eje de rotacion, el dngulo de rotacion y el “sentido” de esta. La cuestion
del “sentido” es en definitiva una convencién y la establecemos como sigue: En la recta (que
pasa por el origen) que coincide con el eje elijase un vector e de largo 1 (hay dos de ellos
e y —e); considere el plano € ortogonal a e, este plano divide al espacio en dos mitades;
parese en {2 de tal manera que Ud. y e estén en la misma mitad; dibuje un reloj en el piso;
proyecte el vector r sobre el piso y gire en el sentido anti-horario del espacio por ¢; a este
ultimo vector sumele la proyeccién de r sobre el eje y esto es la rotacién de r por el angulo ¢
alrededor del “eje” e. Llamando D(e, ¢) a esta transformacion, es geométricamente evidente
que

D(e,¢ + 2km) = D(e,¢), para cualquier entero k ,

y también (puede pararse sobre su cabeza) que
D(ea ¢) - D<_ea _¢> :

Para obtener una expresiéon explicita para la rotacién D(e,¢) en base al procedimiento
descripto, introducimos la siguiente definicién: Si f y g son vectores arbitrarios,

f)(glr=(f-r)g
donde - denota el producto escalar, i.e.,
a-b =a1b; + ashy + aszbs .
Si a es de largo 1, i.e., a-a = 1, entonces
|a)(al
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es precisamente la proyeccién ortogonal sobre la recta que contiene a a en la direccién de a.
Entonces —siguiendo el procedimiento descripto anteriormente— la rotacién D(e, ¢) se obtiene
asi:

1. Proyecte sobre el plano Q: r — r’ =r — |e)(e| r = (I — |e)(e|)r; aqui I denota la
transformacion idéntica Ir =r.

2. Rote la proyeccién obtenida, i.e., r’, por el angulo ¢ en el sentido anti-horario. Para
ello elija arbitrariamente vectores e; y e; en ) ambos de largo 1 de tal modo que e; y
ey sean ortogonales y los tres vectores eq, e, € formen un sistema dextrogiro, en otras
palabras e; X e = e y permutaciones ciclicas. Entonces, la rotacion en €2 produce:

e; — cos(p)e; + sin(p)ey , ey — —sin(d)e; + cos(P)es ,
como es geométricamente evidente. Luego, ya que
r’ = (ler){e1] + le2)(e2|)r = (e1 - T)e; + (€2 1)er
tenemos
v/ = (e - 1) {cos(d)er + sin(¢)es} + (e - r) {— sin(d)e; + cos(¢)es} r
= cos(¢) {ler)(e1] + [e2)(ex[} 1+ sin(p) {|ez)(e1] — [er)(ea]} T
= cos(¢) {1 —[e){e|} r+sin(¢) {|ez)(e1] — ler) (e} T

3. Sumele a la rotacién de r’ en el plano €2 la proyeccién de r sobre el ¢je: r +— r” +|e)(e| r.
Entonces,

(5.1)  D(e,¢)r = le)(e| r + cos(¢) {I — |e)(e[} r +sin(p) {|ez){e1] — [er)(eaf} T

Esta formula tiene la desventaja que aparentemente depende de la eleccion de los dos
vectores e; v €3 lo que geométricamente no tiene sentido. Para poner de manifiesto esto,
vemos que la transformacion

A =ley)(er]| — |e1)(es]

depende solamente de e. En efecto,
Aei=ey, Aes=—e;, Ae=0;
o lo que es lo mismo,
Ae,=exey, paral=1,23cone;=e.
Por lo tanto —en virtud de la linealidad de la transformacion A—
Ar = A(le1)(e1] + |e2)(ea| + |e)(e|)r = A((ey -r)e; + (ex-r)es + (e-r)e)

= (e;-r)(exe;)+(ey-r)(exey)+(e-r)(exe) =ex((e;-r)e;+(ey-r)es+(e-rje) =exr.

Entonces,

D(e, ¢)r = le){e| r + cos(¢) {1 — [e)(e[} r +sin(p)(e x 1) ;

78



o bien
(5.2) [Die. 9) = le) el + cos(9) {1 — [e){el} + sin(9)(e x -]

Es geométricamente evidente que la aplicacién sucesiva de dos rotaciones alrededor del
mismo eje es equivalente a una rotacion alrededor de ese eje por la suma de los angulos:

(5.3) [D(e,¢1) 0 D(e, ¢s) = D(e, d1 + ¢) |.

Verifiquemos esto con la férmula (5.2) para lo cual observamos que:

(le)(e[)(I —le){e]) =0, (le)(e[)(ex-) =0,

con lo cual
(I —le)(e|)(e x ) =(ex");
que
(le)(e])* = (le){el) , (I —le)(e])? =1 —le){e|;
y ademas

(ex-)’r=(ex(exr)=(e-r)e—(e-e)r=—(I—|e)e|)r,
lo que se desprende de la relacion general
(5.4) ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c.
Entonces,
D(e, ¢1) o D(e, ¢2) = |e)(e| + cos(¢1) cos(¢2) (I — |e)(e]) — sin(¢1) sin(¢2) (] — |e){e])

+ (cos(¢1) sin(¢2) + cos(pz) sin(¢1)) (e x -)
= |e)(e| + cos(¢1 + ¢2)(I — |e)(e]) + sin(d1 + ¢2))(e x -) = D(e, ¢1 + ¢2) .

La relacién (5.3) indica que a eje fijo, las rotaciones forman un grupo abeliano. Con (5.3)
la regla de la cadena indica que

d d
L pte.0) = (pte ¢))¢ZOD(E’¢) ;

ya que D(e,0) = I, la solucién de esta ecuacién diferencial es

Die,¢) = exp {¢ (d%D(e, ¢>)¢ZO} .
d

%D(e, ¢) = —sin(¢)(I — |e){e]) + cos(¢)(e x )

Pero,

y entonces



Por lo tanto,

(5.5) | D(e,¢) = exp(¢(e x 1)) |.
Esto puede también verificarse directamente. Usando las relaciones anteriores se obtiene

(ex )™ =((ex)*)" =(=(I —le){e])" = (=)"(I —le){e]), n=1,2,--;

(ex ) =(ex)(ex)=(=)"(I —le)e])(ex ) =(=)"(ex:), n=01,2--.
Por lo tanto,

& ¢2’n+1(e X .)2n+1

(2n+1)!

2n+1 n

—[—i—Z n¢2n — le){e|) + Z¢2 +1 (e x-)
=1+ (Z #u— le)(e]) — (1 - re><e\>) +Z%< x )
= le)(e| + cos(6)(I - [e)(e]) + sin(¢) (e x ),

lo que recupera (5.2).
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Figura 5.1: El circulo es la 6rbita de rotacién de r. Las lineas continuas estdn sobre el plano de rotacién (Q);
las lineas discontinuas fuera de él. Los dngulos punteados son rectos. El largo del vector a es tan(«)|e X r| =
ale x r|.

La férmula (5.5) tiene la siguiente interpretaciéon geométrica. Suponga que el angulo de
rotacién o es muy pequeno. El vector e X r es ortogonal a e y a r y apunta en la direccion
de rotacion correcta (anti-horaria) luego (vea la figura 6.1)

D(e,a)r ~r+ a(e xr)
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donde la aproximacién mejora cuanto mas chico sea . Para un dngulo de rotacién arbitrario
¢ y un numero natural n enorme, rotemos sucesivamente por ¢/n, entonces

Dle,o/mr mr+ Lo xr) = (1~ Zex r,

n

Die,g/m)Dle,ofn)r ~ (I - (e x ), -+

n ¢ n
D(e,¢) = D(e,¢/n)"'r ~ (I — (e x-))"r
La aproximacién mejora con n y se espera que sea exacta para n — oo. En efecto, de la
misma manera que se ve que

= lim (1 + (z/n))"

n—oo

se obtiene

lim (I — (¢/n)(e x -))"* = ¥

n—oo

Si elegimos la base ortonormal canénica de R?
e = (1,0,0) , €9 = <0,1,0> , €3 = (0,0, 1) s

a cada transformacién lineal T' le corresponde de manera univoca una matriz T'; esta tiene
como columna k (k = 1,2,3) a las componentes cartesianas de T'e; en la base elegida. Es
una céalculo inmediato que si

= (x7 y’ Z) 9
entonces
2? xy w2 0 —z
leYe| = | zy v* yz , exX .= z 0 -z |;
xz yz 2 -y x 0

con lo cual la matriz D(e, ¢) asociada con D(e, ¢) es

cos(p) + (1 — cos(¢))z? (1 — cos(¢))zy —sin(¢)z (1 — cos(¢))zz + sin(¢)y
(1 — cos(¢))xy + zsin(¢)  cos(d) + (1 — cos(p))y? (1 — cos(¢))yz — sin(¢)z
(1 = cos(¢))zz —sin(@)y (1 — cos(¢))yz +sin(¢)x  cos(¢) + (1 — cos(¢))z?

Un calculo largo nos da el resultado

det(D(e, d)) = 1

también, ya que D(e, —¢) = D(e, )~ y por inspeccién la matriz transpuesta de D(e, ¢) es
la matriz D(e, —¢), concluimos que: D(e, ¢) es una matriz ortogonal. Estas afirmaciones se
pueden obtener directamente demostrando que D(e, ¢) es una transformacién ortogonal que
preserva la orientacion:

(D(e,¢)r) - (D(e,@)r') =x-r', (D(e, ¢)r) x (D(e,¢)w) = D(e, ¢)(r x w) .

Podemos introducir las tres rotaciones alrededor de los tres ejes que coinciden con los tres
vectores de la base. Poniendo

Gj=(ej x)
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tenemos
(e x )= ((ve; +yes + ze3) x ) = 2G1 + yGs + yGz = e - G

donde juntamos los tres operadores G; para formar el operador-vector G = (G1, Gs, Gs).
Entonces, podemos reescribir (5.5)

(5.6) D(e,¢) =exp(ode-G)|.

Ademas, con (5.4)

[G1,Ga] = €1 X (62 X ) —ey X (€1 X +) = |ez)(e1]| — |e1)(ez] = €3 X -,

y permutaciones ciclicas de los indices; con lo cual

(57) [Gb GQ] = G3 ) [G37 Gl] = G2 ) [G27 GS] = Gl

5.1.1. El grupo de rotaciones

Muy frecuentemente se lee que “es geométricamente evidente que la aplicacién sucesiva
de dos rotaciones es nuevamente una rotacién”; a mi no me resulta para nada claro salvo
en casos muy particulares. Esta afirmacion dice que dadas rotaciones (e, «) y (f, 3) se debe
tener

D(e,a)D(f,5) = D(g.7)

para algun vector g de largo 1 y algun real . {Cémo se construyen g y 7 a partir de (e, «)
y (f,5)? Para ver la existencia hay varios caminos; creo que todos conducen a demostrar
que el grupo geométrico de las rotaciones es isomorfo a SO(3), el grupo de matrices 3 x 3
con elementos reales, que son ortogonales y de determinante 1. Como el producto de dos
matrices ortogonales de determinante 1 tiene también estas dos propiedades y como toda
matriz ortogonal es invertible siendo su transpuesta igual a su inversa, esté claro que SO(3)
es un grupo. Ya que observamos que a toda rotacién le corresponde una matriz ortogonal
de determinante 1, la verificacién de la existencia del isomorfismo se liquida con el siguiente

Lema Si T es una matriz ortogonal de determinante igual a 1 entonces hay una matriz
ortogonal U y un real ¢ tal que

1 0 0
U'TU = | 0 cos(¢) —sin(¢)
0 sin(¢) cos(o)
Demostracion: Sea f(t) = det(T — tI); se tiene f(0) = 1y, ya que f es un polinomio de
grado 3 de la forma f(t) = —t*> + polinomio de grado 2, se tiene lim; o, f(¢) = —oo. Por lo
tanto existe t, > 0 tal que f(¢,) = 0. Entonces el sistema de ecuaciones lineales

(T—-tI)x=0

admite solucién no trivial x # 0, i.e., Tx = t,x. Podemos suponer que x es de largo 1.
Como, por ortogonalidad, Tx y x tienen el mismo largo, tenemos |t,| = 1 y deducimos que
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t, —que es positivo— debe ser 1. Entonces TTx = TTTx = Ix = x porque T'T = 1. Si y es
ortogonal a x se tiene
x Ty = (TTX)Ty =xly=0.
O sea que T transforma el subespacio de los vectores ortogonales a x en si mismo. Hay
entonces una matriz ortogonal U (un cambio de base ortogonal)! tal que

100
UiTuU=| 0 a b |,
0 ¢ d

donde los nimeros reales a, b, ¢, d deben satisfacer
ad — bc =1 (la determinante es 1),

A+ =1 +d*=1, ac+bd =0 (ortogonalidad de la matriz 2 x 2) .

Poniendo a = cos(a), b = —sin(a), ¢ = sin(5) y d = cos(f), un poco de dlgebra conduce
a que 0 = a + 2nmw con n entero, y por ende la matriz tiene la forma buscada.

Ahora,

1 0 0

0 cos(¢p) —sin(¢)
0 sin(¢) cos(¢)

es la matriz asociada con la rotacién alrededor del primer vector de la base por el angulo ¢.
Pero U es un cambio ortogonal de base, o sea que también T es la matriz de una rotacién.

5.2. Representaciones unitarias

En general una representacién de un grupo G es una aplicacién g — R(g) del grupo en
los operadores lineales invertibles de algin espacio vectorial (complejo o real) que asigna
al producto de dos elementos del grupo el producto (aplicacién sucesiva) de los operadores
correspondientes. O sea, R(g) es un operador lineal invertible de un espacio vectorial y
R(g192) = R(g1)R(g2)-

En la mecanica cuantica interesan sobre todo las representaciones unitarias, que son aque-
llas donde el espacio vectorial es un espacio de Hilbert, y R(g) es unitario.

Una representacion unitaria del grupo SO(3) es entonces asignarle a cada D(e,¢) un
operador unitario Ue )

D(e7 (b) - UD(e#’)
de tal manera que
Upes)Uptv) = Ub(es)p(ty) -

1Para construir U basta elegir dos vectores x2 y x3 ambos de largo 1 que sean ortogonales entre si y ambos ortogonales a
X, i.e., X X xg = x3. Entonces U es la matriz que tiene como primera columna a x, como segunda columna a X2 y como tercera
columna a x3.
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5.3.
gular

Representacion unitaria de las rotaciones y el momento an-

En 2.4.2 le asociamos a cada transformacién lineal invertible T" de R™ un operador unitario
Ur de manera que UrUg = Urg; aplicamos esto al caso de las rotaciones. A cada rotacion
D(e, ¢) le asociamos el operador que actia en L?(R3) por

(5.8)

(Upe¥) (r) = ¥(D(e, —¢)r)|;

)

observe que Up(e,) se define con la transformacion inversa a D(e, ¢). Los resultados de 2.4.2

se particularizan a:

(5.9)

(5.10)

=U}

E(e,qs) = UD(e,—fb) D(e,¢)

ie., D(e,¢) — Up(eg) €s una representacion unitaria.
En virtud de que ¢ — Upe,4) €s un grupo monoparamétrico de operadores unitarios, se

tiene

UD(e,¢) = exXp {¢ (

d
—U o

Calculamos la derivada usando la regla de la cadena

d
I/De U)(r
( (e,9) ) >)¢

=0

Up(e.s)Up(t,v) = Ub(e,e)D(t,0) |5

)b

—e- (rx (VU)(r)) = —e- ((rx V)¥)(r),

y la relacién general (b x ¢)-a = (c x a) - b que sigue siendo vélida en nuestro caso pues el
gradiente no actia sobre el vector r en nuestra expresién. Concluimos que

d
d—¢UD<e,¢)

(

)..

—1

~

:—e-(?xV)zfe-(?xﬁ)

—1
= —e -

L.
h

Observe que el operador momento angular L se obtiene cuantizando el momento angular
cldsico y que T X p = —p x T. Tenemos entonces el hermoso resultado

(5.11)

UD(e,qﬁ) = exp <—% ¢ e - i)
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o sea que el operador de momento angular es el generador de la implementacién unitaria de
las rotaciones.

Las férmulas de transformacion para los operadores de posicién y momento fueron obte-
nidas en 2.4.2 y son en nuestro caso:

(5.12) Ubfes) T Upe.s) = D(e, 9)T |;

(513) UE(e,qﬁ) ﬁ UD(e,d)) = D(ev ¢)ﬁ :

Los operadores transforman bajo rotaciones como las magnitudes fisicas clasicas, o sea como
vectores. También,

Ubes) (TXD) Un(ed) = (Ubes) T Uptes)) X (Ub(esy P Ub(es))

= (D(e,¢) 1) x (D(e,¢) p) = D(e, 9)(T X p) ;

(514) Ul*)(e,qﬁ) fl UD(e,(,b) = D(ev ¢) :E :

Podemos obtener las relaciones de conmutacién para L de la ttlima férmula derivando
con respecto a ¢ en ¢ = 0. Por ejemplo,
~ ~(d
L+ L ZpUres

—~ d .
e; X L= (d_gbUD(el,éb))

PSSP S S S
= (er- DL+L— (e L) = 1 <L1L - LLl) = Z[L1, 1],

¢=0 ¢=0

e, x L= (6,—1);,1};) :
0 sea P P e
[L1, Lo) = ihLs, [Li,L3] = —ihLy .
De la misma manera se obtiene también
Ly, Ls) = ihL; .

Luego,

(5.15) [L;, L) = ih Y, Ej,k,efe , g ke{l,2,3},

donde € ¢ es el tensor totalmente antisimétrico en tres indices:

0 , sidos de los indices son iguales
€ike=1< 1, si(j,k,¢)es permutacién par de (1,2,3)
—1 , si(j,k,{) es permutacién impar de (1,2, 3)
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Por supuesto, las relaciones de conmutacion pueden obtenerse también directamente de L =
T x py de larelacién de conmutacion [7;, py| = ihd; ;. Verifiquemos que

L’ =L{+ L3+ L3

conmuta con cualquiera de las componentes de L;

3 3 3
L2 L] = [L}, L) = Li[Li, Lj] + [Li, L) L = Y exjo(LiLe + LeLy)
=1 =1 kyf—1
3 3 3 3
= Z €k jeLliLo + Z €k jeleLly = Z €k jeLliLe + Z €ojrelnLe
ef—1 ff—1 e f—1 ff—1
3
= (€rje+€oje)Lile =0,
ef—1

Ya que E]‘7k’g = _Eé7k,j~

5.4. Sobre el espectro de un trio que satisface (5.15)

Considere un trio de operadores autoadjuntos J = (.Ji, Js, J3), con un dominio de defini-
cién comun en un espacio de Hilbert complejo tal que

3
[Jj, Jk] = iZEj,knyZ .
(=1

Suponemos que existe un subespacio denso del dominio de definicién y que este subespa-
cio es invariante ante la accion de cualquier componente; esto permite darle sentido a los
conmutadores y a los calculos algebraicos que siguen.

Como visto en el caso del momento angular, obtenemos inmediatemente que

(32, J;]=0, j=1,23; FP=J+J3+J;.
Elegimos la componente J; y definimos
Jry=JhEi)y.

Entonces,

L (Jo)' = Jg;

2. [Jy, J_| = —i[Jh, Jo] +i[Ja, J1] = —2i[ 1, Jo] = 2J5;

3. [z, Jo] = [J3, 1| £ i3, Jo] = idy £ i(—iJy) = £J4;

4. [J%, J1) = (I, J1] £ 4[I%, Jo) = 0;
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32+

Estas propiedades, nos permiten demostrar las siguientes propiedades cruciales:

(A) Sip es autovector de Js al autovalor X entonces
J3(J1) = (A £ 1)(Jr))
Y
(5.16) ITell? = (o, T20) — AN £ D[]

Luego, si Jop # 0 entonces es autovector de J3 al autovalor A £ 1.

(B) Si t es autovector de J* entonces si Jii) no es nulo es autovector de J* al mismo
autovalor.

En efecto,
Js(J1) = ([Js, J+] + Jod3)t = (£Jx + Jods)p = £(J10) + A(Jxp) = (A £ 1)(Jx) ;

[ Tatb|” = (T, Jath) = (b, JJur) £ (0, (37 = T3 F Ja))
= (0, I29) = X[ 9|1 F Allv])? ;
y si J?1) = o) entonces
F2I0 E T3 = adyy)

Supéngase entonces que J? y J; admiten un autovector comun 1,, o sea

szo:ﬁ“/}o» J31/):)‘¢0a 1/)07&0-

Tenemos entonces

3

3
plloll® = (o, 20} =D (W, J2tbo) = D || Tjths|* > 0
j=1

Jj=1

y esto indica que p > 0 con igualdad (i.e., p = 0) si y solo si J;i, = 0 para j = 1,2,3.. Sea
&, el autoespacio de J? al autovalor p. Por (B) este autoespacio es invariante para la accién
de Jy. Aplicando sucesivamente J; a 1, obtenemos (use (A)) los autovalores A+1, A +2, - -
de Js y, por (5.16),

(5.17) I ol = {i = A+ )N+ n+ D} I, n=0,1,2,---.

Si J_’ﬁq/)o # 0 para todo k = 1,2,3,-- -, entonces obtenemos una contradiccién con (5.17) ya
que cualquiera sea el valor de ¢ > 0 y de A\ siempre hay un nimero natural n tal que en
(517) p— (A +n)(A+n+1) < 0 con lo cual ||J{*14,|?> < 0. Por lo tanto, existe algin
niimero natural n, tal que J}°1, # 0 pero J}* 1, = 0 o sea

(5.18) p=A+n)AN+n,+1).
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Aplicando sucesivamente J_ a 1), obtenemos por (A) los autovalores A — 1, A — 2,--- de J3
y por (5.16)

(5.19) 1775 4|2 = i = (A = m) (A = m = D)} [T

Nuevamente, J™1), tiene que ser 0 para algiin m pues sino se elige m tal que p— (m—\)(m-+
1 — X) < 0 para obtener la contradiccién. Por lo tanto existe un nimero natural m, tal que
J"op £ 0y J" e, = 0, con lo cual

(5.20) p= (= m) A —m, — 1).

Pero entonces de (5.18) y (5.20),

0=A4n0)A+n,4+1) = (A=mo)(A—my — 1) = 2X(n, + me + 1) + 1) —m) +n, —m,
=2X(no +mo + 1) + (1o + myp + 1)(ny — my) = (2A + 1y — my)(n, +m, + 1)

y ya que n, +m, + 1 > 0 deducimos que

N= (my—np)j2, p= tette (m°+”"+1> .

2 2

O sea que = j(j + 1) donde j es un nimero natural dividido por 2, i.e.,

p=jG+1), 7€{0,1/2,1,3/2,2,5/2,---}.

Ademas, los n, +m, + 1 = 25 + 1 autovalores A — my, A\ —m,+1,--- AN A+1,---  A+n,
de J3 son exactamente todos los niimeros semi-enteros entre —j y j. Las correspondientes
autofunciones J}v, estan todas en el autoespacio &,. Lo expuesto demuestra que hemos
encontrado todos los autovalores de J3 en £,. Veamos que estos son de igual multiplicidad.
Si 1y es ortogonal a 1),, tenemos

(Juthr, Juwo) = (1, (3* = J5 F J3)tb,)
= (1, (L= N FNo) = (0= N F N (1,10 =0

Como la multiplicidad de A\ es la cantidad de autovectores asociados que sean dos-a-dos
ortogonales, deducimos que todos los autovalores encontrados son de igual multiplicidad ya
que la aplicacién sucesiva Ji nos permite ir de una autoespacio de J; en &, a otro, y Ji
preserva la ortogonalidad de autovectores de Js.

Volviendo a la suposicién inicial, o sea la existencia de un autovector comin a J? y a
J3, no es mucho lo que se puede decir en general sin apelar a otras teorfas. En efecto, si J?
tiene un autovalor ;1 entonces el autoespacio asociado, £, tiene dimensiéon 1 a lo menos, y
es invariante ante Jz. Si este autoespacio resulta ser de dimensién finita, entonces Js tiene
autovectores en este subespacio y resulta = j(j + 1) con j semientero, la dimensién de &,
es 27 + 1 a lo menos y los autovalores de J3 con autovectores en &, son los nimeros 25 + 1
nameros —j,—j + 1,--- ,j5 — 1,7 todos con igual multiplicidad.

Decimos que el vector operador J es irreducible si cualquier operador que conmuta con
cada una de las tres componentes de J debe ser un multiplo de la identidad. En tal caso
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J? es un muiltiplo de la identidad, y por ende J* = j(j + 1)I con algtin semientero j y
£, = C¥*! ylos 25 4+ 1 autovalores de J3 son de multiplicidad 1.

Se puede ver que si un vector operador J cumple con la relaciones de conmutacion,
entonces el operador unitario

Ueo =exp(—iae-J), ecR*delargo 1y a € R

realiza una representacién unitaria del grupo SU(2) (que explicaremos a continuacién).
El teorema fundamental de la teoria de representaciones unitarias de grupos compactos
debido a Peter y Weyl, dice que cualquier representacion unitaria puede descomponerse
en una suma directa de representaciones unitarias irreducibles. Aqui, la representacién
se dice irreducible si [Uea, A] = 0 con un operador A para todo vector real unitario e y
todo « real implica que A es multiplo de la identidad. Esto, resulta equivalente a que
el generador J asociado, sea irreducible. En resumen, el Teorema de Peter-Weyl indica
que para cualquier operador J con las relaciones de conmutaciéon del momento angular,
se tiene que el espectro de J? es puramente discreto e igual a algin subconjunto de
{jG+1):7€{0,1/2,1,3/2,2,---}}; que para cada valor de j que aparece con alguna
multiplicidad m;, se tienen m;(2j 4+ 1) autovectores dos-a-dos ortogonales de J3 asociados
con los autovalores {—j+m:m =0,1,2,---,2j} que son de igual multiplicidad m;. Todos
estos valores posibles conforman el espectro de .J3 que es también puramente discreto.

5.5. L en coordenadas esféricas.

En coordenadas esféricas (1,6, ¢) con r € [0,00), 8 € [0, 7] y ¢ € [0,27), tenemos
r = (z,y,2) = r(cos(¢)sin(f), sin(¢) sin(0), cos(0))

y cuando x = y = 0 el angulo azimutal no esté definido. Salvo en este caso correspondencia
entrer y (7,0, ¢) es univoca. Si consideramos la funcién f de R? a valores complejos, tenemos

o] T 27
dr = d do d 0 2sin(0) .
[ syie= [Tar [Cao [ a0 0,00 snio)

Calculando lo necesario se obtiene

Ly =—ih (y% - z%) =1h (Sin(¢)% + cos(¢) cot(@)%) :

Ly = —ih (z% - x%) = —ih (COS((b)% — sin(¢) cot(9)§> ,

¢
Ls = —ih (aﬁé — y£> = —ih% )

1 0 [. 0 1 0
v =1 (won (" O58) * o)
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Cada componente de L actia solamente sobre las variables angulares. La eleccion de la tercera
componente z como eje polar produce la forma simple de Ls; pero esta claro que eligiendo
coordenadas polares con eje polar en las otras dos direcciones se obtiene la misma forma para
Ly y Ly. Las componentes de L unitariamente equivalentes. En efecto, con e = 37/ 2(1,1,1)
se tiene D(e,27/3)r = (z,x,y) y entonces

UE(e,Qw/s)LUD(e,zw/g) = (L3, Ly, Lo) ;

luego los dos miembros de los tres pares (Li, L3), (Lo, L1) v (L3, Ls), son unitariamente
equivalentes y por ende todo L; es unitariamente equivalente a todo Lj.

Recordando la expresion para el Laplaciano en coordenadas esféricas

9 [ ,0 19 0 L
21 3222 _ A —_ -2 - 2 7 s : I -
(5.21) h~p (o <7“ 3r) T sin(6) 00 (Sm(e) ae) + r2(sin(0))? 062

tenemos

(5.22) P2 =r2L2 — 212 ((r%)Q + r%)

Esto también se desprende de la relacién
L2 =75 — (F-p)* + il - p
~que se demuestra calculando (7 x p)*- y la férmula

)
Fp=—itr— .
r-p ’LTaT

Al discutir el operador diferencial en un intervalo finito, vimos que
d

i~ 5
definido para funciones de médulo cuadrado integrable sobre [0, 27| con condicién de contorno
f(0) = f(2n) y derivada de médulo cuadrado integrable, es autoadjunto. Luego, L3 resulta
autoadjunto si se define para funciones f de médulo cuadrado integrable sobre R? tales que
f(r,0,0+2m) = f(r,0,¢) y que la derivada parcial con respecto a ¢ sea de médulo cuadrado
integrable. Ahora, L3f = hAf es equivalente a

of
96 =

f(r,0,0) = e*g(r,0) ,
y la periodicidad en ¢ impone A = m donde m es un entero arbitrario. Como las funciones

{(2m)~/2¢™¢ . m entero } forman un sistema ortonormal completo de L?([0,27]) hemos
encontrado el espectro de Lz (y por ende de cualquier componente de L):

irf

O sea

o(Ls) = {hm: mentero}, vy todo autovalor es de multiplicidad infinita.
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La multiplicidad infinita resulta del hecho que g(r,0) es arbitraria siempre que resulte de
médulo cuadrado integrable con respecto a r?sin()drdf. En este sentido es “doblemente
infinita”.

5.6. El espectro de L? y de cualquier componente de L. Armdnicos
esféricos.

De los apartados 4. y 5. sabemos que los autovalores de cualquier componente de L son
los nimeros Am con m entero y por ende los posibles autovalores de L? son de la forma
E, = h?(({ 4+ 1) con ¢ un nimero natural. Veremos que todos los naturales ¢ aparecen y
que los autovalores F, son de multiplicidad infinita. Esto tltimo surge del hecho de que L2
actuando sobre L?(R?) no involucra a la coordenada radial. Si en cambio, consideramos la
restriccion [L?|g del operador L? a las funciones de mddulo cuadrado integrable sobre la
esfera L?(S), y la restriccién [L;]s de cualquier componente al mismo espacio, se tiene una
situacién mas manejable:

o([L)s) ={E, =R ({+1): £=0,1,2,3,---}, vy la multiplicidad de Ej es 2¢ + 1 ;

o([Ljls) ={hm: m=0,£1,4£2,43,---} |

y el autovalor Aim es de multiplicidad infinita pero aparece exactamente una vez en cada
uno de los autoespacios & asociados con el autovalor F, de L? para ¢ > |m]|.

Este resultado se puede obtener algebraicamente construyendo operadores X1 que aumen-
tan/disminuyen los autovalores de L? en una unidad de h*2. Aqui seguimos la otra variante,
o sea, la discusiéon de la ecuaciones diferenciales y sus autovalores. Con los resultados ya
obtenidos buscamos funciones v, a valores complejos de las variables (6, ¢) tales que

(L2 st0m = 200+ Dtbgm » [Ls)stom = miby, .

Entonces,

¢E,m(9a ¢) = &,m<9)€im¢

2 2 0 0 o?
(L2]sven) (00) = 12 ( 1(9) 2 (smw)%) +1 s ¢2)w,m<97¢>

luego

(Sml(e)% (sin(f))%) - % + 00+ 1)) Eom =0

2Vea: .
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Es conveniente, hacer el cambio de variables x = cos(f) con —1 < x < 1 que es mon6tono
yaque 0 < 6 <7y con gom(x) = & m(arccos(z)) se obtiene
2

m
(1= 2*)9 () = 22050 (%) + L+ 1)gem (%) = T——59em(x) = 0.

1
Esta es la ecuacién diferencial de las funciones de Legendre asociadas P} (¢ € {0,1,2,--- },
m € {—{,—(+1,---  {—1,(}) relacionadas con los polinomios de Legendre P, por la férmula
d"P,
pm — (Y (] — 2\ m/2 J4 )
i) = () (=) () @)

De aqui y de las propiedades de los polinomios de Legendre® se desprende que P;™ es el
producto de (1 — 22)™/2 con un polinomio de grado ¢ — m que tiene £ — m ceros en (—1,1).
Se tiene la relacién de ortogonalidad (parcial)

L. " 2004 m)!
/_1 PP (@) P ) = o s

Es conveniente introducir los productos P}"(cos(6))e™?, convenientemente normalizados,
conocidos como arménicos esféricos Y, dados por

Y7 (0.0) = (—)m\/ 2 MR P ot

paral € {0,1,2,--- }ym e {0, —(+1,--- ,é—l,é} que gozan de las siguientes propiedades

{Y 0 e {0,1,2,---}, me{-t,—L+1,---,¢—1,(}} es una base ortonormal
completa del espamo de Hilbert L*(S)
<}/Z ,n/ L2(S) = / d(p/ do Sln 9 )3/@ (9, (p) = 5g7g/5m,ml s
y para toda g € L*(S) se tiene
[eS) l
9=2_ > cun¥l"
£=0 m=—/

l
con ||g||%2(s) - Zzo Zm:—Z |Cg’m|2 donde

:/Owc@/oﬂ df sin(0)Y,™(6,¢)g(0, ¢) .

. [iQLYZm = R2U(C+ 1), y {ZS}SY;” = hmY;™. Ademds, por (5.16),

[Zi} Y= BV = m(m £ DY

= Y= (=)Y "y Y (=0, 0+ 1) = (—)Y(0, ¢). Esta tiltima propiedad es relevante
si se considera el operador de inversién IT en L?(R?) dado por (ILf)(r) = f(—r); o sea
(Hf)(ne?@) = f(T’ﬂT - 9,g0+71')

3Vease: A&S, 22.y 8.
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5.7. El grupo SU(2) y su relacién con el grupo de rotaciones.

Hacemos una pequena excursién para introducir el grupo SU(2) y su relacién con el
grupo de rotaciones. Esto sera de utilidad cuando consideremos el spin.

5.7.1. Las matrices de Pauli.

Las matrices de Pauli juegan un papel fundamental en la mecanica cudntica de un spin
1/2 y en la teoria del grupo SU(2) formado por las marices 2 x 2 complejas, unitarias y de
determinante 1. Escribimos M para las matrices complejas 2 x 2. Las tres matrices de Pauli

sSon
A (0 =i (10
= 1 o) 2= \i o) o -1)-

Son autoadjuntas de traza nula y su espectro es {£1} (por ende son unitariamente equiva-
lentes). También, 0]2- =1 (7=1,2,3) donde I es la matriz identidad en My, y 0109 = io3 y
permutaciones ciclicas de los indices. Ambas relaciones se describen en la férmula

3

(5.23) 0j0 = 0kl +iZ€j,k,eUe :
=1

de aqui se desprenden las relaciones de conmutacion

3

[Uj,O'k} =2 ZEj,k,ZO-E s

(=1
O sea,
(524) [0'170'2} == 2i03 s [0'3,0'1] == 2i0’2 s [0'270'3] = 2i0’1 .

Para lo que sigue sera conveniente juntar a las tres matrices de Pauli en un vector ¢ =
(01,09,03) y considerar en C* ademés del producto escalar y la norma asociada

3
<a> b> = Za_JbJ ) HaH =V <av a> )
7=1
también el producto
3
a- b = Z ajbj,
j=1

y el producto vectorial
axb

cuyas componentes son
3
(a X b)] = Z Ej,k,fajbk s (= 1,2,3 .

k=1
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Se tiene a x b = —(b x a) y la férmula (5.4). Escribimos
a= (a_ly az, a_3> )

y observamos que (a,b) = a - b. Entonces, con a € C?,

3 ‘
Z a a; —ia
a-og = CLjUj = 3. ! 2 y
ai + 1as —das
Jj=1
y para cualquier matriz A € M,

(5.25) A=a,l+a-0, a,= %tr(A) , aj = %tr(Aaj) , j=1,2.3.

Esto se verifica calculando directamente u observando que (A, B) = tr(A*B)/2 es un pro-
ducto esclar en el espacio vectorial complejo My que transforma este espacio en un espacio
de Hilbert, y que {I,01,09,03} es una base ortonormal de este espacio, con lo cual (5.25) es
simplemente el desarrollo de A en esa base. Esta expansion es univoca, luego la matriz A esta
caracterizada por el vector (a,, a1, as, az) = (a,,a) € C*. Esto lo denotamos con A ~ (a,, a).
Si A = (a,,a) entonces

(5.26) A* = (a,,a)

es el 4-vector asociado a la adjunta A*. Para calcular el 4-vector asociado al producto AB,
calculamos primeramente

3 3
(a-0)(b-o)= Z a;jbyojoy = Z a;by (i€ koo + 05 1l)
jk=1 Jik,f=1
3 3 3
:Z <z Z e]-,kygajbk> 0g+a-b:iZ(a>< b)jos,+a-b=i(axb)-c+a-b;

=1 \ jkt=1 =1
0 sea
(5.27) (a-o)(b-o)=i(axb)-c+a-b;

una férmula utilisima. Con esto es inmediato que si (a,,a) y (b, b) son los 4-vectores aso-
ciados a A y a B respectivamente, entonces

(5.28) AB = (ab, + a-b,a,b+b,a+iaxb)

es el 4-vector asociado a AB. La representacién (5.25) junto con las férmulas (5.26) y (5.28)
proveen de un calculo eficiente para el dlgebra en My que usaremos con provecho al discutir
el spin 1/2; ahora lo usamos para determinar los grupos de unitarios y de unitarios de
determinante 1.
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5.7.2. U(2)y SUQ).

Si U y V son dos operadores unitarios en un espacio de Hilbert, entonces (UV)*UV =
VooV = V*V =1y UV(UV)" = UVV*U* = I con lo cual UV es unitario; luego
los operadores unitarios sobre un espacio de Hilbert forman un grupo. En dimensién finita
n, este grupo se denomina U(n). Recuerde que en dimensién finita la unitaridad de U es
equivalente a cualquiera de las relaciones U*U = [ o UU* = I, y ademas, U es diagonalizable
por ser normal. La determinante de U es igual al producto de los n autovalores y por ende es
de médulo 1. Como det(AB) = det(A)det(B), si los unitarios U y V tienen determinante 1
entonces también su producto UV tiene determinante 1; luego los unitarios de determinante
1 en un espacio de Hilbert de dimensién finita n, forman un grupo denominado SU(n).
Pasando al caso n = 2,

U@R)={UeM,: U'U=TI}, SUQ)={UecUQ): det(U) =1} ;

y determinamos la parametrizacién de estos grupos en términos de 4-vectores. Sea (u,, u)
el 4-vector asociado a un unitario U, con (5.26) y (5.28) el 4-vector asociado a U*U es
(Juo|?> + 0 - u,wpu + uyu + i1 x u) = (|u,|* + ||u*, wu + u,u + i (@ x u)). Ya que (1,0) es
el 4-vector asociado con la identidad I, obtenemos las relaciones

o>+ ul? =1, Tu+ud+i(@xu)=0.

La primera indica que el 4-vector (u,,u) tiene norma 1. Pasamos a considerar la segunda.
De las propiedades del producto vectorial en R? que persisten en C? obtenemos (U x u)-u =
(Wxu)-u=0y porlotanto ((Wx u),u) = ((@Wxu),u) = 0. Luego, (Tou+u,u, uxu) =0
y por el Teorema de Pitagoras

0 = |[gou + uou + i (U x u)||* = |wou + u,ul|* + |[u x ul|?

de donde
dou+u,u=0, auxu=0.

De la segunda obtenemos, que @ y u son linealmente dependientes, o sea U = Au; como
ambos vectores tienen la misma norma tenemos A = e, Entonces, v = e/?u satisface
Vv = e U = ¢"?u = v y es por ende real. Con esta informacién, la primera relacién,
Tou + u,u = 0, produce (Tge™/? + u,e~*?)v = 0; por lo tanto v = 0 o bien u,e/? es
imaginario puro, i.e. u, = ie?/?v, con v, real. Cuando v = 0, se tiene u = 0 y entonces
|uo] = 1 con lo cual u, también es de la forma u, = ie't/?y,, con v, real. Tenemos entonces,
(o, 1) = ie/%(v,, —iv) con (v,,v) € R* de largo 1; incoporando el factor i a la fase, hemos
demostrado que todo U € U(2) es de la forma

U=e“u,—iu-0), (u,u) R w2+u-u=1, aecl0,2nr).
La determinante de U se calcula inmediatamente obteniendo
det(U) = e*> .
Luego U € SU(2) si €' = 41, luego, todo U € SU(2) es de la forma
U= (u,—iu-0), (u,u) €R*, w>4+u-u=1.
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Observamos que todo unitario U € U(2) se escribe U = AV con V € SU(2) y |\ = 1% La
siguiente reparametrizacion de SU(2) serd esencial: de |u,|? +u-u = 1 inferimos la existencia
de un tnico a € [0, 27] tal que u, = cos(a/2) (€ [-1,1]) y v/u-u = sin(a/2) (€ [0, 1]); con
lo cual u = sin(a/2)e donde e es un vector real de largo 1 que es univoco salvo en el caso
a =0 o0 a =27 cuando es arbitrario. Esto nos permite reescribir

SU(2) = {cos(a/2) —isin(a/2)e-0 : a€[0,27], ecR*, e-e=1}.
Pero la férmula (5.27) indica que si e es unitario, entonces (e - ¢)* = I , y por ende
exp(ite - o) = cos(t)] +isin(t)e - o ;

SU(2) = {exp(—i(a/2)e-0): a€0,21], ecR®, e-e=1}.

Esto demuestra que SU(2) es un grupo de Lie con tres pardmetros reales (v y los dos
pardmetros necesarios para especificar a e o bien los tres numeros ae;, aes y aes). Las
relaciones de conmutacién (5.24) indican que los tres generadores asociados

leéal, ngéag, JgZ%O'g,
satisfacen:
(5.29) [, o) =ids, [Js, h] =ids, [Ja, Js] = i),
y que
(5.30) SU(2) = {exp(—ice-J) : a€[0,27], ecR*, e-e=1}].

5.7.3. Representaciones unitarias de SU(2)
5.74. SU(2)y SO(3)
Por lo visto, el grupo de rotaciones o alternativamente SO(3), es (5.6)
SO(3) = {exp(ae-G): a€0,21), ecR’, e-e=1},

donde las tres matrices 3 x 3 reales G (j = 1,2, 3) satisfacen las relaciones de conmutacion
(5.7). Para explicitar la relacién de SO(3) con SU(2) hacemos la siguiente reparametrizacion
de SO(3): ponemos

T

=1G

con lo cual las relaciones de conmutacion (5.7) se transforman en

)

(5.31) \[Hy, Hy) = iy, [Hs, Hy) = iHy , [Hy, H] =iH,

4Esto es cierto en cualquier dimensién finita n ya que 1 = det(U*U) = |det(U)|? indica que det(U) es de médulo 1 y por
ende V = (det(U))~'/"U es unitario y de determinante 1; esto reduce entonces el analisis de U(n) al de SU(n).
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y

(5.32) SO(3) = {exp(—ice-H): a€[0,2r), ecR®, e-e=1}|.

Comparando esto con las dos tltimas formulas del apartado anterior, las relaciones de con-
mutacién para los generadores de SO(3) y SU(2) son idénticas ;Cual es la diferencia entre
SO(3) y SU(2)? Simplemente que

exp(—i2me-H) =1, exp(—i2me-J) = —I (!).

En SO(3) la periodicidad en el pardmetro angular a es 27 mientras que en SU(2) esta
periodicidad es 4.

Esto se pone de manifiesto geométricamente como sigue: Tomando aey, aes y aesz como
pardmetros, SU(2) es lo mismo que la bola de radio 27 en 3 dimensiones. El centro de la
bola corresponde a [ y la superficie (la esfera) a —I. Toda curva cerrada continua en SU(2)
puede contraerse a un punto.

SO(3) es lo mismo que el toroide que se obtiene rotando un disco de radio 7 alrededor
de un eje arbitario externo al disco. El disco parametriza todos los ejes de rotacién posibles
tomando el dngulo polar @ del eje e (# € [0,7]) como la distancia al centro del disco y el
dngulo azimutal ¢ asociado con e como éngulo de rotacién en el disco (todos los puntos
del borde circular del disco corresponden al eje —es3). El dngulo de rotacién «a me dice en
cual de las secciones circulares del anillo estoy. La identidad I se corresponde al disco en
a = 0. Tomando cualquier punto del toroide y rotandolo por 27 se obtiene un curva cerrada
y continua que no puede contraerse a un punto. Si esta curva se recorre dos veces entonces si
puede ser contraida a un punto: al volver la primera vez al punto inicial se invierte el sentido
de rotacion y se vuelve para atras.; con esto se pasa exactamente dos veces por cada punto
de la orbita.

En SU(2) identifique a U con —U, y escribiendo [U] = {U,—U} sea

Ule[V]=[UV].
Entonces
G=A{[U]: UeSU2)}
es un grupo pues [U] o [I] = [U] y [U] o [U*] = [I]. El mapa ®[U = exp(—ice - J)|] =
exp(—iae - H) = D(e, a) define una correspondencia biyectiva entre G y SO(3). Pero, ya
que SO(3) es una representacion de SU(2), tenemos ®[[U] o [V]] = @[U][®V] con lo cual
estos conjuntos son idénticos también como grupos. Esto se verbaliza diciendo que “SU(2)

contiene a SO(3) dos veces”, o mejor: SU(2) es un cubrimento doble de SO(3). La relacién
entre los dos grupos es todavia mas intima, como tratamos de explicar a continuacion.

En lo que sigue construimos un homomorfismo de SU(2) en S0(3), vale decir un mapa
que preserva las operaciones de grupo (composicién e inversion). Sea V el espacio vectorial
real de las matrices 2 X 2 que son simétricas y de traza nula

V:{( a3 a1+m2):a-o:a,b,ceﬂ%};
a] — 1a9 —as
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que en tanto que espacio vectorial real es idéntico a R®. Recordando el producto escalar
(A, B) :=tr(AB)/2 y observando que

by +1 by +1
<( bl ay 1 (161 ) 7( (05} 2 1Co )> :a1a2+b1b2+6162

— iCl —a b2 — ’LCQ —Q2

vemos que V con este producto escalar es isomorfo a R? con el producto escalar euclideo.
Llamemos A : V — R? a este isomorfismo.
Ahora, asociamos a cada U € SU(2) un mapa lineal p(U) de V por

p(NA:=UAU*, A€V,

Ya que (UAU*)* = UA*U* = UAU* y tr(UAU*) = tr(A) = 0 para todo A € V, p(U) : V —
V es lineal; y es invertible pues p(U*)p(U) = id. Veamos que p(U) es ortogonal; en efecto

(D) A, p(U)B) = %tr(UAU*(UBU*)) _ %tr(UABU*) _ %tr(AB) _ (A, B)

cualesquiera sean A, B € V. Esto verifica que p(U) € O(3) para todo U € SU(2). O sea que
p:SU(2) — O(3) C GL(V). También,

p(Np(V)A = U(p(V)AU* = UVAV*U* = UVA(UV)* = p(UV)A

para todo A € V con lo cual p es un homomorfismo de grupos (o bien una representacién de
SU(2) en el grupo ortogonal O(3)). Construyamos ahora explicitamente la ortogonal p(U).
Con
U = cos(a/2) —isin(a/2)e- o, U* =cos(a/2) + isin(a/2)e- o
y
A=a-o, aeR?,
tengo usando (5.28), la relacion (5.4) y las férmulas trigonométricas para el doble de un
angulo:
UAU* = (0,(e-a)e + cos(a)(a— (e-a)e) +sin(a)e x a) .
Comparando con (5.2) tenemos el resultado:
UAU* = (0, D(e,«v)a)

o sea:

Ap(U)A™ = D(e,a), U = cos(a/2) —isin(a/2)e o .
Vale decir: si U es el elemento de SU(2) asociado con el vector real uniario e y el dngulo
a € [0, 27|, entonces p(U) es la rotacién (elemento de SO(3)) por a alrededor del eje e.

Es inmediato de la definicién de p que p(—U) = p(U) con lo cual p resulta ser un isomorfismo
del grupo SO(3) con el grupo G obtenido de SU(2) identificando U con —U.

El homomorfismo p construido nos permite transformar toda representacién U 4 (unita-
ria) de SO(3) en una representacién (unitaria) de SU(2), considerando U,x), X € SU(2).
Pero lo inverso no es necesariamente cierto. Por ejemplo, SU(2) es una representaciéon
(unitaria) de si mismo en el espacio de Hilbert de dimensién 2, pero no es una representacion
(unitaria) de SO(3) ya que exp(i2me - J) # I.
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5.7.5. Representaciones unitarias proyectivas

Still missing after all those years !

5.7.6. Toda representacién unitaria proyectiva de SO(3) es una representacién
unitaria de SU(2) y vice-versa
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