Termodinamica y Mecanica Estadistica I

Segundo Parcial 2019 - Soluciones

Problema 1: La ecuacion fundamental de un cierto sistema termodinamico estd dada por la siguiente
expresion:
SS
=——,
a’Vn

donde U representa la energia interna, S la entropia, V' el volumen, n el ntimero de moles y a es una
constante positiva con unidades apropiadas.

a) Discuta en que medida (x) cumple con los requisitos de una relacién termodindmica fundamental.
b) Encuentre la ecuacién fundamental para este sistema en la representacién de Helmholtz

¢) Encuentre la ecuacién fundamental para este sistema en la representacién Entalpia.

a) U es homogenea de grado 1 en (S,V,n) y
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Aunque no se pide, en el apéndice demuestro que (S,V,n) — U(S,V,n) es convexa (en el cono
{S,Vin)eR3: >0,V >0, n>0}).

b) De (1),
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S(T,V,n) = <

Entonces

F(T,V,n)=U(T,V,n) —TS(T,V,n) =
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Comentario: como se demostré en clases, (T,V,n) — F(T,V,n) es céncava en T y convexa en (V,n) en virtud
de su defincién como menos la transformada de Legendre de U respecto de la variable S.
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Comentario: Como se demostré en clases, (S,p,n) — H(S,p,n) es céncava en p y convexa en (S,n) en virtud
de su definiciéon como menos la transformada de Legendre de U respecto de V.

Problema 2: Se dispone de dos sistemas idénticos, con el mismo volumen V y el mismo ntmero de moles
n, que obedecen a la relacién fundamental (x). Los dos sistemas se encuentra inicialmente a temperaturas
Tioy Too (T10 > Tao), respectivamente, y son utilizados tnicamente como fuentes de calor en una méaquina
térmica ciclica con el propdsito de extraer trabajo. Como consecuencia del proceso de extraccion de trabajo
de la mdquina térmica, ambos sistemas llegan finalmente a una temperatura T'.



c) Cudl es el rango de valores posible para la temperatura T'7

d) Cuél es la temperatura final T}‘ que corresponde al trabajo maximo entregado por la maquina térmica
y cudl es la correspondiente cantidad de trabajo maximo W* entregada?

Del problema anterior tenemos

a3Vn> /2 p3/2

a*Vn 1/2
; 2 = AT3/? S(T,V,n):( 2 ) T'/? = BTY/? .
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Tanto A como B —que dependen del volumen y del nimero de moles— son positivas.
En un cambio de estado del sistema j de (Tjo, V) — (T, V) que sélo involucra transferencia de calor y no
trabajo mecanico, tenemos
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El balance energético para la maquina ciclica M es
0=AUy=Q-W,

donde () = — @1 — Q2 es el calor total transferido por los sistemas 1y 2 a M, y —W es el trabajo mecanico
realizado sobre la maquina (nos interesa W > 0 correspondiendo a trabajo realizado ppor M).
Aternativamente, el balance energético total es

0=AUy +AU; +Ap = W — Q1 — Qs .

Por lo tanto

W(Ty) = —Q1 — Qe = —AU; — Ay = A(T3) + T — 27??/2)

que es una funcién decreciente (y céncava) de T. Entonces
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con igualdad a la izq. si y sélo si la hay a la derecha. W = 0 corresponde a (1 = —()2 y esto a un proceso
de transferencia de calor directo entre los sistemas 1, 2.

Observo que el mapa 0 < x +— x es estrictamente creciente para o > 0 y estrictamente céncavo (resp.
convexo) para 0 < a <1 (resp. a > 1). Por lo tanto
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El balance entropico total es
0 < ASior = ASys + ASy + ASy = AS) + ASy = B[2(Ty)Y? — (Tio)Y? — (T) /%,
por la segunda ley; con igualdad para el caso de que el proceso completo sea reversible. Ahora,
ASior(Ty) = BI2(Tp)"? = (Tho) '/ = (Tz0) /7] ,

es una funcién estrictamente creciente (y céncava) de la temperatura final T'y. Por tanto
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Por lo antedicho sobre 0 < x — z¢,
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Combinando las desigualdades obtenidas (observese que Tiin < (Tho + T20)/2 < Timaz):

(2) ‘0<T20<Tmin§Tf§Tmaz<T10‘-

Con todo esto tenemos

(3) 0= W(Tmax) < W(Tf) < W( mm) =: Whaaz s

donde las igualdades son estrictas si Tinin < Ty < Tmaz ¥ Winae se realiza para el caso donde todos los
procesos involucrados sean reversibles —en concordancia con el Teorema del Trabajo Méximo. Calculamos

(4) Winaz = \/ Tio — /T20)(Tho — Tao)

y T7 = Tin- Las relaciones (2,3,4) responden todas las preguntas.

Chequeo si las expectativas sobre los signos de Q1 y ()2 son correctas.
Q=AU = AT} - T%) <0, Q=AU = AT} —13%) >0,

por las desigualdades obtenidas siendo que 0 < x — /2 es estrictamente creciente. Efectivamente, el siste-

ma 1 que es el més caliente pierde calor que entrega a M ; parte de este calor es transferido por M al sistema
2 mas frio.

Por tltimo calculo el cambio entrépico para Ty = Ty,4, que corresponde al proceso irreversible de transfe-
rencia de calor directa entre los sistemas 1, 2:

32 T3/2 1/3
AStot( maz) — B max Y Tl Y T2 (10220> Y Tl Y/ T20 >0 )

donde la desigualdad es consecuencia de la concavidad estricta del mapa 0 < z +— z1/3,



Problema 3:

a) Muestre que

2
9ey =T @ .
ov ) o1? ),
b) Considere un fluido de van der Waals cuya ecuacién de estado es (p + 1%) (v—">b) = RT.
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y estudie la dependencia en el volumen a temperatura constante de la capacidad calorifica a
volumen constante.

b1) Muestre que

by) Muestre que la temperatura de inversién' definida como aquella para la cual
ov
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orj,
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usando una relacién de Maxwell en M. Con esto

(5), = Gr (rer().)), = () o+ () o (58), -7 (G2).

estd dada por

a) Con ¢, = (0u/IT),

Alternativa:
dey 0 0s 0 (0s M o (0p 9%p
(=7 == 7= (= Ml 2 (22 —7(ZEY)
(5),=Gr(57).), -7 (o (5),). “7 (or (7)), =7 (5%),
b)
b;) Con (5),
ou dp
— = — T —= .
Pero con
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se obtiene la relacién buscada.

Tenemos
Do\ _ (2 (0w _(Ba/D)) _, .
Ov T_ oT \ov ) U_ oT v_ ’

(), (72) +(45)

En todo caso ¢, y por ende C,, son independientes del volumen a temperatura y masa constantes.

0, alternativamente

!para esta temperatura el coeficiente de Joule-Thomson (9p/0T);, = v(Ta — 1) /¢, cambia de signo.



bse) derivando la ec de estado de van der Waals obtengo

aT 2a 2a RT
R{— ) =——(@w-2» D= (v—b)+ —.
(&U)p D)+ pra?) = g b+
La ec. diferencial es equivalente a
— _ _ _ B2 3
T— o oT L 2a(v —b) n Tv 2a(v —b)* + RTv ;
), v2R v—>b Rv%(v —b)

O sea
RTv*(v — b) = RTv® — 2a(v — b)? <= —bRTv? = —2a(v —b)?,

que es equivalente a la relacién dada.

Apéndice: Convexidad de U(S,V,n)

La convexidad de U(S,V,n)

U(AS) + (1= A)S2, AV + (1 — A)Va, Ang + (1 — A)ng)

(6) <
AU(S1, Vi,m) + (1= ANU(S2,Va,n2) , 0<A<T,
es equivalente a que el Hessiano de U

Uss , Usv , Usn
H = Uyvs , Uyy , Uyp )
UnS 5 UnV ; Unn

es positivo semi-definido. Esto a su vez es equivalente a que todos los menores principales son no-negativos:
Usg >0, UssUyy — USZ’V > 0, det(H) > 0. Calculando las derivadas parciales, obtengo
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Los elementos diagonales son positivos. Tenemos

sS4 S7

UssUvy — Uy =3 a9V 55

Esto comprueba que U(S,V,n) es estrictamente convexa. Hay entonces desigualdad estricta en (6) cuando
(51, Vi,m1) # (52, Va, n2).
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