Potenciales termodinamicos, I1

G.A. Raggio

Introducimos los potenciales termodindmicos como transformadas de Legendre-Fenchel de U(S, V, X)
respecto de las variables bdsicas (S, V). Esto provee una caracterizacién variacional de los potenciales y
permite obtener de forma inmediata las propiedades de convexidad/concavidad a partir de la convexidad
de U en sus variables naturales (S, V, X) (que son todas extensivas).

1. Dada una funcién f definida en un conjunto K C R"”, su transformada de Legendre-Fenchel es la
funcién

fF(y) =supf{z -y~ f(z): z € K}, yeR".
Lema 1 f# es convera.

Demostracién: Si 0 < A <1,

Oy + (1= Nyo) = 21612{)‘[2’41 cx— f(@)+ (1= Ny2 -z — f(z)]}

< sgg{k[yl cx— f(x)]}+ Sgg{(l = Nyz @ — f@)]} = MNP (y1) + (1= N f#(y2) .

2. Definimos la energia libre de Helmholtz F(T,V,X) como menos la transformada de L-F de
S—U((S,V,X):

F(T,V,X) = —sgp{TS -U(S,V,X)} = fgf{U(S,V,X) -TS},T>0.

En virtud de su definicién como menos la transf. de L-F de U con respecto a S, F' es céncava en T.
Veamos que F' es convexa en sus variables extensivas. Si 0 < A < 1, tenemos

FT,LAOVi+ (1 =MV, A X1+ (1—-)MN)Xs) = igf{U(S, AW+ (1 =NV, A X + (1 — V) X,) - TS}

= 81'117132{U(/\51 + (1= A)So, A\Vi + (1 = AV, AXy + (1 — M) X3) — T[AST + (1 — M) S2]}
< Sflr}gg{A[U(517 Vi, X1) = TS1] 4+ (1 = N)[U(S2, V2, X2) — T'S2]}

= iglf{)\[U(Sl, Vi, X1) —TSﬂ}Jrigj{(l—A)[U(S?, Vo, Xo) =TSo]} = AF(T, V1, X1) + (1 =N\ F(T, V2, 52) ,
en virtud de la convexidad de U en sus variables naturales.
Veamos también que F es homogenea de grado 1 en sus variables extensivas (V, X): para A > 0,

F(T,AV,AX) = iaf{U(S, AV, AX) = TS} = inf{AU(S/A, V. X) = AT(S/A)}

= MH{U(S/\,V, X) = T(S/0)} = Mnf U(S/A, V. X) = T(S/A)} = \F(T,V, X)



en virtud de la homogeneidad de grado 1 de U en sus variables naturales.

’F(T, V,X) es céncava en T a (V, X) ﬁjo‘

‘F(T7 V, X)) es convexa y homogenea de grado 1 en sus variables extensivas (V, X) a T fijo ‘ .

Observamos que S +— U(S,V.X) — TS es convexa; por lo tanto, si S, es un punto critico de esta
funcién entonces es automaticamente un minimo global. Los puntos criticos estdn determinados por

1) T = (fg)v’x .

Esto muestra que la T en el argumento de F' es la temperatura termodindamica y podemos entonces
escribir

donde S(V, T, X) es la solucién de la ecuacién diferencial (1). Ademds, el infimo en la definicién de F se
asume exactamente en S(V, T, X).
De la concavidad de F' como funcién de Ty de (0F/9T)y,x = —S obtenemos C, > 0, ya que

o (), ()%
—\0T? V.X oT V.X T

De la convexidad de F' como funcién de V' 'y de (0F/OV)r x = —p obtenemos positividad de la compre-

sibilidad isotérmica
o 1 <8V) >0
T'=—=5 | 5 =0,
V \ 9p T.X

0*F dp 1
0< (2] =-(=2) =—.
V). x oV )rx Ver

ya que

3. La entalpia H(p, S, X) es menos la transformada de L-F de U respecto de V:
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En virtud de su definicién H es concava en p. Y como lo hicimos con F' se demuestra que H es convexa
y homogenea de grado 1 en sus variables extensivas (5, X).

‘H(S,p,X) es céncava en p a (S, X) ﬁjo‘

‘H(S,p, X)) es convexa y homogenea de grado 1 en sus variables extensivas (S, X) a p fijo ‘ .

Tenemos -
H(S,p, X) =U(S,V(S,p, X), X) +pV(S,p, X), | 75 =—p.
W )sx
Del mismo modo que en el caso de F, obtenemos positividad de la compresibilidad adiabatical

po— — 2 (VY oy
S = % ap 5.x — Y,

kg = cokr/cCp-



de la concavidad en p de H; y la positividad de la capacidad calorifica a presién constante (o del calor
especifico a presién constante) a partir de la convexidad de H en S.

4. La energia libre de Gibbs es menos la transformada de L-F de U con respecto a las variables (S, V):

G(T,p,X) = fsup{*pV+TS*U(S,V,X)}:glg{U(S,V,X)erV*TS}, T,p>0.
V,S )

En virtud de su definicién G es céncava en (T, p). Y como lo hicimos con F se demuestra que G es convexa
en sus variables extensivas X.

‘G(T7p, X)) es concava en (T,p) a X ﬁjo‘

’ G(T,p, X) es convexa y homogenea de grado 1 en sus variables extensivas X a (T, p) fijo ‘ .

Tenemos
G(T,p,X)=U(S(T,p, X),V(T,p,X),X)+pV(T,p,X)-TS(T,p,X),

T (%Y . (9U
o5, PT\V ) o

Nuevamente la concavidad de G en p y T por separado implica la positividad de k7 y de C),. Pero
también, por la concavidad en (p,T'), la forma cuadréitica asociada a

2*G 0 (L
2 T.X ’ op \oT

( 7 ( ) ) ( i )
oT D ’ oT?
T.X), x p.X

es negativa semi-definida con lo cual:

G 092G 902G G 92G \1°
W) <0, | 5% <05 | 5% e - >0
Op T.X oT X dp T.X aT X 0T op

Expresando las derivadas en términos de C,, k1 y el coeficiente de expansién térmica
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Esta ltima desigualdad se obtiene también de la convexidad de (S, V) — U(S,V, X).
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