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PREFACIO

Estas notas, ahora devenidas en libro, se originaron como un intento de
condensar en un solo lugar un gran conjunto de ideas, conceptos y herra-
mientas matematicas que considero basicas para la comprensién y el trabajo
diario de un fisico en nuestros dias.

Usualmente sucede que si un problema es formulado desde una necesi-
dad de origen fisico, como por ejemplo la descripcién de algin fendmeno
natural, entonces éste esta bien formulado, en el sentido de que una solu-
cién razonable al mismo existe. Esta regla ha sido en general muy fructifera
y en particular les ha servido como guia a muchos matematicos para abrirse
camino en areas desconocidas. Pero también ha servido, en particular a mu-
chos fisicos, para trabajar sin preocuparse demasiado por aspectos formales,
ya sean analiticos, algebraicos o geométricos y poder asi concentrarse en as-
pectos fisicos y /o computacionales. Si bien esto permite un rapido desarrollo
de algunas investigaciones, a la larga se llega a un estancamiento pues al pro-
ceder de este modo se evita enfrentar problemas que son muy ricos en cuanto
a la conceptualizacion del fendmeno a describir. Es importante constatar que
el problema formulado tiene una solucion matematica y fisicamente correcta.

Un ejemplo de esto ha sido el desarrollo, a mediados del siglo pasado,
de la teoria moderna de las ecuaciones en derivadas parciales. Muchas de es-
tas ecuaciones surgieron debido a que describen fendmenos de fisicos: trans-
mision del calor, propagacion de ondas electromagnéticas, ondas cuanticas,
gravitacion, etc. Una de las primeras respuestas matematicas al desarrollo de
estas areas fue el teorema de Cauchy-Kowalevski que nos dice que dada una
ecuacion en derivadas parciales, (bajo ciertas circunstancias bastante genera-
les) si una funcion analitica es dada como dato en una hipersuperficie (con
clertas caracteristicas), luego existe una solucion Unica en un entorno sufi-
cientemente pequefio de dicha hipersuperficie. Tom6 mucho tiempo darse
cuenta que este teorema realmente no era relevante desde el punto de vista de
las aplicaciones fisicas: existian ecuaciones admitidas por el teorema tales que
si el dato no era analitico jno habia solucion! Y en muchos casos, si éstas exis-
tian, no dependian continuamente del dato dado, una pequefia variacion del
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dato producia una solucion totalmente distinta. Recién a mediados del siglo
pasado se logr6 un avance sustancial al problema, encontrando que habian
distintos tipos de ecuaciones, hiperbdlicas, elipticas, parabdlicas, etc. que se
comportaban de manera distinta y esto reflejaba los distintos procesos fisicos
que las mismas simulaban. Debido a su relativa actualidad, este conjunto tan
importante de conceptos no forman parte del conjunto de herramientas con
que cuentan muchos de los fisicos en actividad ni tampoco se encuentran en
los libros de texto usualmente utilizados en las carreras de grado.

Como el anterior hay muchos ejemplos, en particular la teoria de ecua-
ciones diferenciales ordinarias y la geometria, sin la cual es imposible com-
prender muchas de las teorias modernas, tales como la relatividad, las teorias
de particulas elementales y muchos fendmenos de la fisica del estado sélido.
A medida que avanza nuestra comprension de los fenémenos basicos de la
naturaleza mas nos damos cuenta que la herramienta mas importante para su
descripcion es la geometria. Esta, entre otras cosas, nos permite manejar una
amplia gama de procesos y teorias sin mucho en comun entre si con un con-
junto muy reducido de conceptos, lograndose asi una sintesis. Estas sintesis
son las que nos permiten adquirir nuevos conocimientos, ya que mediante
su adopcion dejamos espacio en nuestras mentes para aprender nuevos con-
ceptos, los cuales son a su vez ordenados de manera mas eficiente dentro de
nuestra construccién mental del area.

Estas notas fueron originalmente pensadas para un curso de cuatro me-
ses de duracion. Pero en realidad se adaptaban mas para un curso anual o dos
semestrales. Luego, a medida que se fueron incorporando mas temas a las mis-
mas, resultd mas y mas claro que deben darse en dos cursos semestrales o uno
anual. Basicamente un curso deberia contener los primeros capitulos que in-
cluyen nociones de topologia, espacios vectoriales, algebra lineal, finalizando
con la teoria de las ecuaciones en derivadas ordinarias. La tarea se simplifica
considerablemente si los estudiantes han tenido previamente un buen curso
de algebra lineal. La correlacion con las materias de fisica deberia ser tal que
el curso sea previo o concurrente con una mecanica avanzada. Haciendo hin-
capié en la misma sobre el hecho de que en definitiva uno esta resolviendo
ecuaciones diferenciales ordinarias con cierta estructura especial. Utilizando
los conceptos del algebra lineal para encontrar modos propios y la estabilidad
de puntos de equilibrio. Y finalmente utilizando la geometria para describir
aunque mas no sea someramente la estructura simpléctica subyacente.

El segundo curso consiste en desarrollar las herramientas para poder dis-
cutir aspectos de la teoria de ecuaciones en derivadas parciales. Deberia dar-
se antes o concurrentemente con un curso avanzado de electromagnetismo,

12



donde se deberia hacer hincapié en el tipo de ecuaciones que se resuelven (elip-
ticas, hiperbdlicas), y el sentido de sus condiciones iniciales o de contorno,
segun corresponda. Usando ademas en forma coherente el concepto de dis-
tribucion, que lejos de ser un concepto matematico abstracto es en realidad
un concepto que aparece naturalmente en la fisica.

Nada del contenido de estas notas es material original, si algunas formas
de presentarlo, por ejemplo algunas pruebas mas simples que las usuales, o
la forma de integrar cada contenido con los anteriores. Mucho del material
deberia ser pensado como una primera lectura o una iniciacion al tema y el
lector interesado en profundizar deberia leer los libros citados, de los cuales
he extraido mucho material, siendo éstos excelentes y dificiles de superar.
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CAPITULO 1

CONCEPTOS BASICOS DE TOPOLOGIA

1.1. Introduccidon

La nocion de conjunto, si bien nos dice que ciertos objetos -los elemen-
tos que lo conforman- tienen algo en comun entre si, no nos da ninguna idea
de la cercania de entre estos elementos, mientras que por otro lado si consi-
deramos por ejemplo los nimeros reales esta nocion esta presente. Sabemos
por ejemplo que el niimero 2 esta mucho mas cercano al 1 que lo que lo esta
el 423. El concepto de una topologia en un conjunto que definiremos a con-
tinuacion trata de captar con precision esta nocion de cercania la cual, como
veremos admite muchas gradaciones.

Definicion: Un espacio topoldgico consiste en un par (X,7), donde X es
un conjunto y 7 es una coleccion de subconjuntos de X satisfaciendo las
siguientes condiciones:

1. Los subconjuntos @ y X de X estanen 7.

2. Sea O, A € I, una familia monoparamétrica de subconjuntos de X en

T, luego U ; 0, esta también en 7.

3. SiOy O estdn en 7, también lo esta ONO’.

Los elementos de 7, subconjuntos de X, son llamados los subconjuntos
abiertos de X, el conjunto Jen si es llamado una topologia de X. La condi-
cion 2) nos dice que infinitas uniones de elementos de Z también estan en 7,
mientras que la condicion 3) nos dice que en general solo finitas interseccio-
nes siguen estando en 7. De los ejemplos siguientes se desprende el porqué
de esta asimetria, ellos también nos ilustraran de cémo dar una topologia es
esencialmente dar una nocidn de cercania entre los puntos del conjunto en
cuestion.
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Ejemplo: a) Sea 7 = {0, X }, es decir que los tnicos subconjuntos abiertos de
X son el subconjunto vacio y el subconjunto X. Es claro que esta coleccion
de subconjuntos es una topologia, ya que satisface las tres condiciones reque-
ridas, a esta topologia se la denomina indiscreta. Podemos decir que en esta
topologia los puntos de X estan arbitrariamente cerca entre si, ya que si un
abierto contiene a uno de ellos los contiene a todos.

Ejemplo: b) Sea 7= 2 (X), la coleccion de todos los subconjuntos de X, cla-
ramente esta coleccion también satisface las condiciones arriba mencionadas
y por lo tanto también es una topologia de X, la llamada discreta. Podemos
decir que en ésta todos los puntos estan arbitrariamente separados entre si ya
que por ejemplo, dado cualquier punto de X existe un abierto que separa a
éste de todos los demas, el que consiste de solo el punto en cuestion.

Ejemplo: ¢) Sea X el conjunto de los nimeros reales, de ahora en més, R, y
sea 7 ={0|si r € 0,3 >otal gue si |r —r'| <e,r’ € O}, es decir la
coleccidn de abiertos en el sentido usual. Veamos que esta coleccion satisface
las condiciones para ser una topologia. Claramente 0 € 7, (ya que no tiene
ningln r), lo mismo que IR, (ya que contiene a todos los '), y asi condicién
1) es satisfecha. Veamos la segunda, sea r €| J, O, luego r € O, para algin A
y por lo tanto existird ¢ > o tal que todo 7’ con |7 — 7/| < ¢ estd también en
O,, y por lo tanto en | J, O,. Veamos finalmente la tercera, sea r € O N O’
luego » € O y por lo tanto existird ¢ > o tal que todo 7’ con |r —7/| < e
estard en O, como r también estd en O’ existird ¢ > o tal que todo ' con
|r — 7’| <&’ estarden O’.Seac” = min{e, e’} luego todo r" con |r —r'| < &”
estaraen O y en O’ y por lo tanto en ONO’, con lo que concluimos que este
ultimo conjunto también estd en 7. IR con esta topologia es llamada la linea
real.

Ejercicio: Encuentre usando el ejemplo anterior una interseccion infinita de
abiertos que no es abierta.

Ejemplo: d) Sea X = Rx IR = IR?, es decir el producto cartesiano de Rconsigo
mismo -el conjunto de todos los pares (x,y), con x,y € R-y sea T =
{O] si (x,y) € O,3e > o tal que si |x —x'|+ |y — )| < &,(x',y’) € O}.
Del ejemplo anterior se puede ver que este también es un espacio topoldgico
y que esta es la topologia que usualmente usamos en R*

Definicién: Un espacio métrico, (X,d) es un par consistente en un conjunto
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X yunmapad : X x X — IR, llamado usualmente distancia, satisfaciendo
las siguientes condiciones:

QL

(x,x')>0,=0o=>x=x".
(x,x")=d(x/, x).
(x,x")+d(x',x") > d(x,x").

I.

e g
U

Ejercicio: Pruebe que este espacio posee una topologia inducida por su métri-
ca en forma similar a R en el ejemplo anterior.

Ejercicio: Vea que d(x,y) = 1 si x # y, es una distancia. ¢Qué topologia nos
introduce dicha distancia?

Claramente una métrica nos da una nocion de cercania entre puntos, ya
que nos da un valor numérico de la distancia entre si de estos. Una topologia,
al no darnos en general ningin numero nos da una nocion de cercania mucho
mas vaga, pero de todos modos en general interesante.

1.1.1. Terminologia

Damos a continuacion un resumen de la terminologia usual en esta area,
la misma es una generalizacion directa de la usada cominmente.

Definicién: Llamaremos el complemento, O¢, del subconjunto O de X al
subconjunto de todos los elementos de X que no estan en O.

Definicién: Diremos que un subconjunto O de X es cerrado si su comple-
mento O¢ es abierto.

Definicién: Un subconjunto N de X es llamado un entorno de x € X si
existe un abierto O, con x € O,, contenido en N.

Definicién: Llamaremos el interior de A € X al subconjunto I7t(A) de X
formado por la union de todos los abiertos contenidos en A.

Definicién: Llamaremos la clausura de A € X al subconjunto CI(A) de X
formado por la interseccidén de todos los cerrados conteniendo a A.

Definicién: Llamaremos la frontera de A € X al subconjunto JA de X for-
mado por CI(A) —Int(A) = Int(A) NCI(A).
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Ejercicio: Sea (X, d) un espacio vectorial métrico, pruebe que:
a) C! = {x'|d(x,x") < 1} es cerrado y es un entorno de x.

b) N? = {x'|d(x,x") < ¢}, & > 0 es también un entorno de x.
c) Int(NS)=N?:

d) CIN?) = {x/|d(x,x') < ¢}

e) NS ={x'|d(x,x") =¢}.

Ejercicio: Sea (X, ) un espacio topologico y A un subconjunto de X . Pruebe
que:

a) A es abierto si y solo si cada x € A tiene un entorno contenido en A.

b) A es cerrado si y solo si cada x en A€ (0 sea no perteneciente a A) tiene un
entorno que no intersecta a A.

Ejercicio: Sea (X,7) un espacio topologico, sea A € X y x € X. Pruebe que:
a) x € Int(A) siy solo si x tiene un entorno contenido en A.
b) x € CI(A) si y solo si todo entorno de x intersecta A.

c) x € dA sty solo si todo entorno de x contiene puntos en A y puntos en
AC.

1.2. Conceptos Derivados

En las secciones anteriores hemos visto que el concepto de una topologia
nos lleva a una generalizacién de una serie de ideas y conceptos derivados que
manejabamos en RR”, las cuales no dependian de la métrica usual usada en es-
tos espacios (la llamada Métrica Euclidea). Cabe entonces preguntarse si hay
otras generalizaciones posibles todavia. En esta y en la proxima subseccion
estudiaremos dos mas de ellas, éstas a su vez abren una vasta area de las mate-
maticas, que no trataremos en este CUrso pero que es muy importante en lo
que respecta a la fisica moderna.

La primera de ellas es la de continuidad.

1.2.1. Mapas continuos

Definicién: Sea ¢ : X — Y un mapa entre dos espacios topoldgicos. (Ver
recuadro.) Diremos que el mapa ¢ es continuo si dado cualquier abierto O
de Y, ¢7'(O) es un abierto de X.
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Definicién: Un mapa ¢ : X — Y entre un conjunto X y otro Y es una
asignacion a cada elemento de X de un elemento de Y.

Esto generaliza el concepto de funcion usual, note que el mapa esta definido
para todo elemento de X, mientras que en general su imagen, es decir el
conjunto ¢(X)={y €Y |Ix € X y ¢(x) =y}, no es todo Y. En el caso
que lo es, es decir que ¢(X) =Y, diremos que el mapa es suryectivo. Por
otro lado si se cumple que ¢(x) = (%) => x = X diremos que el mapa es
inyectivo. En tal caso existe el mapa inverso a ¢ entre el conjunto $(X)C Y
y X. Si el mapa es ademés suryectivo entonces su inverso esta definido en
todo Y y en este caso se denota por ¢~ : ¥ — X. Es de utilidad considerar
también los conjuntos ¢~ (0) = {x € X | p(x) € O}

Claramente la definicion anterior solo usa conceptos topologicos ¢Tie-
ne algo que ver con la usual épsilon-delta usada en IR”? La respuesta es afir-
mativa, como veremos mas abajo en nuestro primer teorema, pero primero
veamos algunos ejemplos.

Ejemplo: a) Sean X e Y cualquiera y sea la topologia de X la discreta. Luego
cualquier mapa entre X e Y es continuo. En efecto, para cualquier O abierto
en Y, ¢7'(O) es algin subconjunto en X, pero en la topologia discreta todo
subconjunto de X es un abierto.

Ejemplo: b) Sean X e Y cualquiera y sea la topologia de Y la indiscreta. Lue-
go también cualquier mapa entre X e Y es continuo. En efecto, los tnicos
abiertos en Y son @ e Y, pero ¢~'(0) = 0, mientras que ¢~ '(Y) = X, pero
cualquiera sea la topologia de X, @ y X son abiertos.

De los ejemplos anteriores pareceria ser que nuestra definicion de conti-
nuidad no es muy interesante, eso es debido a que hemos tomado casos con
las topologias extremas, en las topologias intermedias es donde la definicién
se hace mas ttil.

Ejemplo: ¢) Sean X e Y lineas reales, y sea ¢(x) = 151 x > o, ¢(x) = —1
si x < o. Este mapa no es continuo ya que, por ejemplo, ¢~'((1/2,3/2)) =
{x]x > o}.

Teorema 1.1 El mapa ¢ : X — Y es continno si y solo si se cumple que: dado
cualquier punto x € X y cualquier entorno M de ¢(x), existe un entorno N de

x tal que p(N) C M.
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Esta segunda definicidn esta mucho mas cerca del concepto intuitivo de
continuidad.

Prueba: Supongamos ¢ continuo. Sea x un punto de X, y M un entorno de
&(x). Luego existe un abierto O en Y contenido en M y conteniendo a ¢(x).
Por continuidad N = ¢~'(O) es un abierto de X, y como contiene a x, un
entorno de x. Se cumple entonces que ¢(N) C O C M. Supongamos ahora
que dado cualquier punto x € X y cualquier entorno M de ¢(x), existe un
entorno N de x tal que ¢(N) C M. Sea entonces O un abierto cualquiera de
Y, debemos mostrar ahora que ¢~'(O) es un abierto de X. Sea x un punto
cualquiera de ¢7'(O), luego ¢(x) € O y por lo tanto O es un entorno de
@(x), por lo tanto existe un entorno N de x tal que ¢(N) C O y por lo tanto
N C ¢7'(O). Pero entonces ¢~ '(O) contiene un entorno de cada uno de sus
puntos y por lo tanto es abierto.

Ejercicio: Sea ¢ : X — Y y ¢ : Y — Z mapas continuos, pruebe que ¢y o ¢ :
X — Z también es continuo. (Composicién de mapas preserva continuidad.)

Topologia Inducida:

Sea ¢ un mapa entre un conjunto X y un espacio topoldgico {Y, 7 }. Este
mapa proporciona naturalmente, es decir sin la ayuda de ninguna otra estruc-
tura, una topologia en X, denotada por 7, y llamada la topologia inducida
por ¢ en X. El conjunto de sus abiertos esta dado por: 74 ={O C X | O =
$7(Q), Q€ T}, es decir O es un abierto de X si existe un abierto Q de Y

tal que O =¢7(Q).

Ejercicio: Demuestre que esta construccion realmente define una topologia.
No todas las topologias asi inducidas son de interés y en general dependen
fuertemente del mapa, como lo demuestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo:

a)Sea X =Y = IR con la topologia usual y sea ¢ : R — IR la funcién ¢(x) =
17V x € IR. Esta funcién es claramente continua con respecto a las topologias
de X e Y, las de la linea real. Sin embargo 7 4, la topologfa inducida en X
por este mapa es la indiscreta!

b) Sea X e Y como en a) y sea ¢p(x) un mapa invertible, luego 7 4 coincide

con la topologia de la linea real.
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1.2.2. Compacidad

La otra generalizacion corresponde al concepto de Compacidad. Para
ello introducimos la siguiente definicion: Sea X un conjunto, A un subcon-
junto de éste y {A,} una coleccion de subconjuntos de X parametrizados por
una variable continua o discreta A. Diremos que esta coleccién cubre A si
ACUA,.

Definicion: Diremos que A es compacto si dada cualquier coleccion {A,} de
abiertos que lo cubren, existe un numero finito de estos A, que también lo
cubren.

Ejemplo: a) Sea X un conjunto infinito de puntos con la topologia discreta.
Luego un cubrimiento de X consiste, por ejemplo, en todos los puntos de
éste, considerados cada uno de ellos como un subconjunto del mismo. Pero la
topologia de X es la discreta, por lo tanto este es un cubrimiento de abiertos
y ningln ntmero finito de ellos lo cubrira, por lo tanto X no es en este
caso compacto. Claramente si X tuviese solo un niimero finito de elementos
siempre seria compacto, cualquiera fuese su topologia.

Ejemplo: b) Sea X cualquier conjunto con la topologia indiscreta. Luego X es
compacto. Los Gnicos abiertos de este conjunto son  y X, por lo tanto cual-
quier cubrimiento tiene a X como uno de sus miembros y éste solo alcanza
para cubrir a X.

Vemos asi que esta propiedad depende fuertemente de la topologia del
conjunto. La relacion con el concepto intuitivo de compacidad queda clara
de los siguientes ejemplo y ejercicio.

Ejemplo: ¢) Sea X la linea real y A = (o, 1). Este subconjunto no es compacto
pues por ejemplo el siguiente es un cubrimiento de abiertos de A tal que
cualquier subconjunto finito del mismo no lo es. A, = (-, =)
Ejercicio: Sea X la linea real y A = [o, 1]. Pruebe que A es compacto.
Prueba:

Sea {A,} un cubrimiento de [o, 1] y a € [o, 1] la menor cota superior de
los x € (o, 1] tales que [o,x] esta cubierto por un subcubrimiento finito. a
existe pues o tiene un A que lo cubre. Sea A un elemento del cubrimiento
talquea €A, . Luego existe & <atal que & €A, y b yaesta cubierto por un
subcubrimiento finito. Tenemos asi que 4 esta en un subcubrimiento finito y
por lo tanto, sia # 1 también algunos elementos mayores al mismo. Lo que
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constituiria una contradiccién. @

Veamos ahora la relacion entre los dos conceptos derivados del de To-
pologia, es decir el de la continuidad de mapas entre espacios topologicos y
el de compacidad. El hecho de que un mapa entre espacios topologicos sea
continuo implica que este mapa es especial, en el sentido de que tiene o lleva
informacion sobre las respectivas topologias y preserva las propiedades topoldgi-
cas de los conjuntos que asocia. Esto se ve en la siguiente propiedad, la cual
-como se desprende del ejemplo que sigue- es muy importante.

Teorema 1.2 Sean X e Y dos espacios topoldgicos y ¢ un mapa continuo entre
ellos. Luego si A es un subconjunto compacto de X, $(A) es un subconjunto
compacto de Y.

Prueba: Sea O una coleccién de abiertos en Y que cubren a ¢(A). Luego
la coleccidén ¢~'(O;) cubre a A, pero A es compacto y por lo tanto habra
una subcoleccién finita 'Oy de la anterior que también lo cubre. Por lo
tanto la subcoleccion finita Oj cubrira también a ¢(A). Como esto es cierto
para cualquier coleccion de abiertos cubriendo a ¢(A) concluimos que éste es
compacto.

Ejemplo: Sea A compacto y sea ¢ : A — IR continuo, es decir un mapa conti-
nuo entre A y la linea real. $(A) es entonces un conjunto compacto de la linea
real y por lo tanto un conjunto cerrado y acotado, pero entonces este conjun-
to tendrd un maximo y un minimo, es decir el mapa ¢ alcanza su maximo y
minimo en A.

Finalmente otro teorema de fundamental importancia acerca de los con-
juntos compactos, el cual muestra que éstos tienen otra propiedad que los
hace muy interesantes. Para ello introducimos las siguientes definiciones, las
cuales también solo en conceptos topoldgicos. Una sucesion o secuencia en
un conjunto X {x,} = {x,,x,,..}, con x,, € X, es un mapa de los nimeros
enteros en este conjunto. Dada una sucesion {x,} en un espacio topoldgico
X, diremos que x € X es un punto de convergencia o limite de esta sucesion
si dado cualquier abierto O de X conteniendo a x existe un nimero N tal que
paratodo n > N x,, € O. Diremos que x € X es un punto de acumulacion
de esta sucesion si dado cualquier abierto O de X conteniendo a x, infinitos
elementos de la sucesion también pertenecen a O.

Ejercicio: Encuentre un ejemplo de una sucesion en algtin espacio topoldgico
con diferentes puntos limites.
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Teorema 1.3 Sea A compacto. Luego toda sucesion en A tiene un punto de acu-
mulacion.

Prueba: Supongamos —en contradiccidn con la afirmacion del teorema- que
existe una sucesion {x,} sin ningun punto de acumulacion. Es decir, dado
cualquier punto x de A existe un entorno O, conteniéndolo y un nimero
N, tal que si z > N, luego x,, ¢ O,.. Como esto es valido para cualquier x en
A, la coleccidn de conjuntos {O, |x € A} cubre A, pero A es compacto y por
lo tanto existira una subcoleccion finita de éstos que también lo cubre. Sea N
el maximo entre los N, de esta coleccion finita. Pero entonces x,, ¢ A para
todo 7 > N lo que es absurdo.

Ejercicio: Pruebe que los conjuntos compactos en la linea real son los cerra-
dos y acotados.

Nos podemos hacer ahora la pregunta inversa: ¢S A C X es tal que toda
sucesion tiene puntos de acumulacion, es cierto entonces que A es compac-
to? Una respuesta afirmativa nos daria una caracterizacion alternativa de la
compacidad, y ésta es afirmativa para el caso de la linea real. En general la res-
puesta es negativa: hay topologias en las cuales toda sucesion en un conjunto
tiene puntos de acumulacidn en él, pero este no es compacto. Sin embargo to-
das las topologias que nosotros veremos son numerables de segunda especie
[Ver recuadro] y en éstas la respuesta es afirmativa.

En la linea real es cierto que si x € IR es un punto de acumulacion de
una sucesion {x,} entonces existe una subsucesion, {X,}, —es decir una res-
triccion del mapa definiendo la sucesion a un ntimero infinito de numeros
naturales-, que tendra a x como punto limite. Esto tampoco es cierto en la
generalidad de los espacios topoldgicos, pero si lo es si consideramos solo
aquellos que son numerables de primera especie [Ver recuadro]. Todos los
espacios que veremos en este curso lo son.
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*Numerabilidad de espacios topoldgicos.

Definicién: Diremos que un espacio topoldgico {X, 7} es numerable de pri-
mera especie si para cada p € X existe una coleccién contable de abiertos
{O,,} tal que todo abierto conteniendo a p contiene también al menos uno de
estos O,,.

Definicién: Diremos que un espacio topoldgico {X, 7} es numerable de se-
gunda especie si hay una colecciéon numerable de abiertos tal que cualquier
abierto de X puede ser expresado como una unién de conjuntos de esta co-
leccion.

Ejemplo:
Ly : .
a) X con la topologia indiscreta es numerable de primera especie.
b) X con la topologia discreta es numerable de primera especie. Y de segunda
especie si y solo si sus elementos son numerables.

Ejercicio: Demostrar que la linea real es numerable de primera y segunda
especie. Ayuda: Para el primer caso use los abiertos O, = (p— =, p+ 1)y

paraelsegundo O, = (§ -4, § +2)
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*Separabilidad de espacios topoldgicos.

Definicién: Un espacio topoldgico X es Hausdorff si dados cualquier par de
puntos de X, x e y, luego existen entornos O, y O, tales que O, N O, =0.

Ejemplo:
a) X con la topologia indiscreta es Hausdorff.
b) X con la topologia discreta no es Hausdorff.

Ejercicio: Encontrar una topologia tal que los enteros sean Hausdorff y com-
pactos.

Ejercicio: Pruebe que si un espacio es Hausdorff entonces si una sucesion
tiene un punto limite este es Gnico.

Ejercicio: Sea X compacto, ¥ Hausdorff y ¢ : X — Y continuo. Pruebe
que las imagenes de conjuntos cerrados son cerradas. Encuentre un contra-
ejemplo si Y no es Hausdorff.

Notas bibliograficas: Este capitulo es esencialmente un condensado de los
capitulos 26,27,28,29 y 30de [1], ver también [2], [6] y [21]. La topologia es
una de las mas apasionantes ramas de las matematicas, jsi profundiza quedara
atrapado! De particular interés en fisica en la nociéon de Homotopia un buen
lugar para entender estas ideas es el capitulo 34 de [1].
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CAPITULO 2

ALGEBRA LINEAL

2.1.  Espacios Vectoriales

Definicion: Un Espacio Vectorial Real consiste de tres cosas - 7) Un con-
junto, V, cuyos elementos seran llamados vectores. i7) Una regla que asigna
a cada par de vectores, v, #, un tercer vector que denotaremos por v + u y
que llamaremos su suma. 727) Una regla que asigna a cada vector, v y a ca-
da nimero real 4, un vector que denotaremos por av y que llamaremos el
producto de v con 4. - sujetas a las siguientes condiciones:

1.a) Para cualquier par de vectores u#, v € V' se cumple que,

ut+v=v+u (2.1)

1.b) Existe en V un tnico elemento llamado cero y denotado por o, tal que

o+v=ovVoeV. (2.2)

1.c) Para cualquier vector # € V existe un unico vector en V, denotado
—u, tal que,
u+(—u)=o (2.3)

2.a) Para cualquier par de niimeros reales @ y 4’ y cualquier vector v se
cumple que,
a(d'v) = (aa')v.

2.b) Para cualquier vector v se cumple que,

10 =9.
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3.a) Para cualquier par de nimeros reales a4 y 4’ y cualquier vector v se
cumple que,
/ /
(a4+a)v=av+a'v.

3.b) Para cualquier ntimero real 4 y cualquier par de vectores v y v’ se
cumple que,
a(v+v)=av+av’.

Las primeras son condiciones que involucran solo la regla de la suma. Las
siguientes solo involucran a la regla del producto, mientras que las dos Gltimas
tratan de la relacion entre estas dos operaciones.

Ejemplo: El conjunto de todas las n-tuplas de nimeros reales con las ope-
raciones usuales de suma y multiplicacion tupla por tupla. Este espacio se
denomina R”.

Ejemplo: Sea § cualquier conjunto y sea V' el conjunto de todas las funcio-
nes de S en los reales, v : § — R, con las siguientes operaciones de suma y
producto: La suma de la funcién @ con la funcién v’ es la funcién (elemento
de V) que al elemento s de § le asigna el valor v(s) + v'(s). El producto de
a € IR con la funcién v es la funcién que a s € S le asigna el valor av(s). Este
ejemplo aparecera muy a menudo en los capitulos siguientes.

Definicién: diremos que un conjunto de vectores {v;} i = 1,...,7 son li-
nealmente independientes si Ziaivi —od€R,i=1,....n =>a' =o,
i =1,...,n, es decir si cualquier combinacion lineal no trivial de estos vecto-
res nos da un vector no trivial. Si un nimero finito de vectores linealmente
independientes, 7, son suficientes para expandir V, [es decir si cualquier
vector en V puede ser obtenido como una combinacion lineal de estos 7 vec-
tores], entonces diremos que estos forman una base de V' y que la dimension
de Vesn,dmV =n.

Ejercicio: Muestre que la dimensién de V' es Unica, es decir que no depende
de la base empleada para definirla.

Note que si en el ejemplo anterior S consta de un nimero finito de ele-
mentos, luego la dimension de V' es finita.” En el caso de que § tuviese un
numero infinito de elementos diriamos que la dimensién de V seria infinita.

'Es decir un ntimero finito de vectores linealmente independientes expanden V.
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En lo que sigue de este capitulo solo consideraremos espacios vectoriales de
dimension finita.

Problema 2.1 Sea S un conjunto finito, S = {s,,s,,...,s, }, encuentre una base
del espacio vectorial de todas las funciones de S en IR. Encuentre la dimension de
este espacio.

2.1.1. Covectores y Tensores

Sea V' un espacio vectorial de dimension 7. Asociado con este espacio
vectorial consideremos el conjunto, V* = { el espacio de mapas lineales f :
V — IR}. Este es también un espacio vectorial, llamado el espacio dual a
V', o espacio de covectores, con suma y producto dados por: (f +ag)(v) =
f(v)+ag(v) YoeVceonf,g € V', a€ R ;Cualessudimension? Note
que si {v;} i = 1,...,7 es una base de V, es decir un conjunto linealmente
independiente de vectores que expanden V, podemos definir 7 elementos de
V* (llamados co-vectores) por la relacion

Qi(v]-)zgi.. (2.4)

Es decir definimos la accién de 6 sobre los {v;} como en la ecuacion de
arriba y luego extendemos su accién a cualquier elemento de V escribiendo a
este elemento en la base {v;} y usando el hecho que la accion debe ser lineal.

Se puede ver facilmente que cualquier p € V* se puede obtener como
combinacién lineal de los covectores {67}, j = 1,...,7 y que estos son li-
nealmente independientes, por lo tanto forman una base y por lo tanto la
dimension de V* es también 7.

Ejercicio: Vea que V* es un espacio vectorial y que las {#*} forman realmente
una base.

Como V' y V* tienen la misma dimension son, como espacios vectoria-
les, la misma cosa, pero como no existe ningun mapa que los identifique los
tenemos que tomar como distintos.

¢Queé pasa si ahora tomamos el dual de V*? ;Obtendremos asi mas copias
de V? La respuesta es no, ya que existe una identificacion natural entre V' y
su doble dual V**.

En efecto a cada v € V le podemos asociar un elemento x, de V*',
es decir una funcional lineal de V* en IR, de la siguiente forma: x (w) =
w(v) YV w e V* . Esdecir el elemento x, de V** asociado a v € V es aquel
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que al actuar sobre un covector cualquiera w da el numero w(v). Note que
x,, actua linealmente en los elementos de V* y por lo tanto es un elemento de
V**. ¢Hay elementos de V** que no provengan de algtin vector en V? La res-
puesta es no, ya que el mapa x, : V. — V** es inyectivo [x (w) =0 Y 0w =>
v = o] y por lo tanto > dimxy, = dim V. Por otro lado dim V** = dim V*
yaque V* esel dual de V* y asi dim V = dim V* = dim V** | lo que indica
que el mapa en cuestion es también suryectivo y por lo tanto invertible. Es-
to nos permite identificar V' y V** y concluir que dualizando no podremos
construir mas espacios vectoriales interesantes.

Ejercicio: Vea que efectivamente dimx, =dim V.
Sin embargo nada nos impide considerar también mapas multilineales 3
de VxV x---xV en IR, 0 mas generalmente,
—_—

k veces

VX xVxVix---xV* >R

kveces lveces

El conjunto de estos mapas (para cada par (k,/) dado) es también un espacio
vectorial, —con las operaciones obvias- y sus elementos son llamados tensores

de tipo (k,/) .

Ejercicio: ¢Cual es la dimension de estos espacios como funcion del par (&, 7)?
Nota: En dimension finita se puede demostrar que cualquier tensor de tipo
(k,1) se puede escribir como combinacion lineal de elementos del producto
cartesiano de k copias de V* y [ copias de V -donde hemos identificado a V
con V**=. Por ejemplo si ¢ es de tipo (0, 2), -0 sea un mapa que tiene como
argumentos a dos covectores—, entonces dada una base {v;} de V habra n x n
ndmeros reales '/, 7 = 1,...,n tales que

t(o,w)= i tifv,-(a)v]-(a)), Vo, we V™. (2.5)

1,j=1

Pero el producto de combinaciones lineales de productos cartesianos de &
copias de V* y [ copias de V' es también un espacio vectorial, se lo llama
producto externo de k copias de V*y [ copias de V' y se lo denota por

*Denotando por x, la imagen por x(, de V.
3O sea mapas separadamente lineales en cada uno de sus argumentos.

30



VevVe -V eVe V.

k veces I veces

Por lo tanto también se los puede considerar a los tensores como elementos
de estos productos externos.

Ejemplo: a) Sea ¢ de tipo (2,0), 0 seat € V*® V*. Este es un mapa bilineal de
V®Ven R, t(v,n) € . Sea t simétrico [¢(v,#) = t(#,v)] y no degenerado
[ t(v, )=0€ V* = v = 0]. Como ¢t es no degenerado define un mapa
invertible entre V' y su dual.

Ejemplo: b) Sea ¢ un elemento de (7,0) tal que

E(m,\z.i'/"“’&."/’m):_E(."’\Z/"..,\\Ivf'/’.
z ] 3 ]

..) (2.6)

cualquiera sea la casilla 7 y j, es decir un tensor totalmente antisimétrico.
Sea {u;} una base de V' 'y e, , = e(u,,u,,...,u,), luego cualquier otra
componente de ¢ en esta base serd o bien ceroo ¢ ,, , 0—e,.  deacuerdo
a que algtn #; se repita o sea una permutacion par de la de arriba o una impar.
Por lo tanto basta un numero, ¢,,, ,, para determinar el tensor ¢ y dado y
otro tensor & no idénticamente cero con las propiedades arriba mencionadas

luego existira un nimero « tal que ¢ = aé.

Ejercicio: Sea ¢ no idénticamente cero y {#;} un conjunto de » = dimV
vectores de V. Muestre que estos forman una base si y solo si

e(#,y...,m,)Fo. (2.7)

Ejemplo: ¢) Sea A un elemento de (1, 1),
ueV, v eV - Au,v")e R (2.8)

Esto implica que A(u#, ) es también un vector (identificando V con V**,
aquel que toma una forma w € V* y da el nimero A(#, w)). Tenemos asi un
mapa lineal de V en V, o sea un operador lineal en V.

Ejercicio: Sea {#;} una base de V' y sean a; los vectores A(#;, ), luego



es totalmente antisimétrico en los {#;} y por lo tanto proporcional a st mis-
mo;

e(A(u,, ).y A(ny,, ))oxe(u,.... u,).

La constante de proporcionalidad se llama determinante del operador A,

det(A).

Problema 2.2 Muestre que esta definicion no depende del e empleado ni de la
base y por lo tanto es realmente una funcion del espacio de operadores de V' en

R

Ejercicio: St A y B son dos operadores de V', luego A - B(v) = A(B(v)).
Muestre que det(AB) = det(A) - det(B).

2.1.2.  Complexificacion

Otra manera de obtener campos vectoriales a partir de uno dado, diga-
mos V/, es extendiendo el campo donde esta definida la operacion de multi-
plicacion, si esto es posible. El caso mas comtn es la complexificacion de un
espacio vectorial real en ese caso simplemente se extiende el producto a los
numeros complejos resultando un campo vectorial de la misma dimension.
Una manera de obtenerlo, por ejemplo es tomando un conjunto de vectores
linealmente independientes del espacio inicial, es decir una base, y conside-
rando todas las combinaciones lineales con coeficientes complejos arbitrarios.
El espacio asi obtenido se denota por V¢ Si las componentes de los vectores
en V en la base original eran n-tuplas de nimeros reales, ahora son n-tuplas
de niimeros complejos. Como la base es la misma, la dimension también es
la misma. Estas extensiones de espacios vectoriales aparecen a menudo y mas
adelante veremos otras.

Ejemplo: Considere el espacio vectorial Q” consistente de todas las n-tuplas
de nlimeros racionales. En este espacio el campo es también el conjunto de
los racionales. Si extendemos el campo a los reales obtenemos R”.

2.1.3. Espacios cociente

La tltima forma que veremos de obtener espacios vectoriales a partir de
otros espacios vectoriales es la de tomar cocientes. Sea V' un espacio vectorial
y sea W C V un subespacio del mismo. Llamaremos espacio cociente al
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conjunto de clases equivalentes en V, donde diremos que dos vectores de V
son equivalentes si su diferencia es un vector en W. Este espacio se denota
como V /W.

Ejercicio: Probar que esta es una relacion de equivalencia.

Veamos que este es un espacio vectorial. Los elementos de V /W son cla-
ses equivalentes, las cuales denotamos como {v}, dos elementos de V, v y
v’ pertenecen a la misma clase equivalente si v — v’ € W. Sean ¢ y ¢’ dos
elementos de V /W, es decir dos clases equivalentes de elementos de V. De-
finiremos las operaciones propias en los espacios vectoriales de la siguiente
forma: ¢ + @’ sera la clase equivalente correspondiente un elemento % ob-
tenido tomando un elemento de V en ¢, digamos v, otro de { /) digamos v’,
y definiendo ¥ = v 4 av’, tenemos {9} = +a{’.

Ejercicio: Vea que esta definicion no depende de la eleccién de elementos
en la clase equivalente tomados para hacer la operacion. Es decir, considere
otros dos elementos en { y {’, digamos @ y @’ y vea que con ellos obtiene un
elemento en la misma clase que ¥ = v +a’.

Ejemplo: Sea V = IR?, es decir el espacio de 2-tuplas de nlimeros reales. Sea
v un elemento cualquiera. Este elemento genera el espacio unidimensional
W, que consiste en todos los vectores de la forma av, para @ € IR. El espacio
cociente V /Wy, es el espacio compuesto por las lineas paralelas a v. Es decir,
cada linea es un elemento del espacio cociente y entre ellas existe una nocién
de suma y multiplicacion por un escalar.

2.2. Normas

Definicién: Una norma en un espacio vectorial V esun mapa||x||: V — R,
satisfaciendo paratodo x,y €V, a € R,

i)|[x[[>0 (=«<>x=0)

i3 ]| = o] [

2i2) [lx 4yl < Il +I»l

Ejemplos: En R* :
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Figura 2.1: Interpretacidén geométrica del espacio cociente.

a) [|(e, )| := max{|x] [y]};

b) [[(x,7)|], :== 4/ x* +»?, norma Euclidea;

)Gl = lxl+ 1yl

D NG, = xl? +11P)? =1

e) En V cualquiera sea t un tensor simétrico positivo definido de tipo (o,2),
es decir t(u,v) = t(v,u), t(u,u) > o (= «— u = o). La funcién ||u||; =
v/ t(u,u) es una norma. Cada tensor de este tipo genera una norma, pero
hay muchas normas que no provienen de ningtin tensor de este tipo. Dé un
ejemplo.

Ejercicio: Pruebe que [t(u#,v)|> < ||u]|¢]|v]|¢. Ayuda: Considere el polino-
mio: P(A):=t(u+ Av,u + Av).

Ejercicio: Pruebe que los ejemplos dados son en realidad normas. Grafique
as curvas de nivel de las cuatro primeras normas, es decir los conjuntos S, =
1 d ldel tro p decir | juntos S,

{(x,y) € R* | ||(x,9)|| = a} y las “bolas de radio a", es decir B, = {(x,y) €
R /|(x, )| < a}-

Ejercicio: Pruebe que el mapad : V x V — [R" dado por d(x,y) =||x — y||

es una meétrica.
¢Qué es, geométricamente una norma? Dado un vector x #Zode V' y
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un numero positivo cualquiera, 4, existe un Unico numero @ > o tal que
||ax|| = a. Esto indica que las superficies de nivel de la norma, es decir las
hiper-superficies S, = {x € V/||x|| = a}, a > o forman una familia suave de
capas una dentro de la otra y cada una de ellas divide a V' en tres conjuntos
disjuntos, el interior* de S, -conteniendo el elemento x = o-, S, y el exterior
de S,. El interior de S, es un conjunto convexo, es decir si x e y pertenecen
al interior de S, luego ax + (1 — @)y, a € [o,1] también pertenece [ya que
[lax + (1 — a)y|| < a||x||+ (r = 2)||y|| £ aa + (1 — @)a = a]. Una curva
de nivel caracteriza completamente una norma en el sentido que si damos
un subconjunto N de V/, tal que N tiene la propiedad radial, es decir dado
x # o existe @ > o tal que @ x € N, y su interior es convexo, luego existe una
unica norma tal que N es la superficie de nivel S, . Esta norma se define de la
siguiente forma: dado x habra un @ > o tal que ax € N y entonces la norma

de x sera ||x|| = -.

Ejercicio: Pruebe que esta es una norma.

De esta imagen se ve que dadas dos normas de un espacio vectorial de
dimension finita y una superficie de nivel de una, habra superficies de nivel
de la otra que tendran la primera en su interior o en su exterior. En las normas
a) y b) del ejemplo anterior vemos que dado un cuadrado conteniendo al cero,
habra dos circulos conteniendo al cero, uno conteniendo el cuadrado y otro
contenido por éste. Esto nos lleva al siguiente Teorema.

Teorema 2.1 Sea V un espacio vectorial de dimension finita. Luego todas sus
normas son equivalentes entre st, en el sentido que dadas || - || v || - ||| existen
constantes positivas M,y M, tal que para todo x € V se cumple M, ||x|| <
[l < ] ]

Prueba: Mostraremos que todas son equivalentes a la norma [|x||, = >27_ |a?|,

donde los 4* son las componentes de x, con respecto a una base {e:} que su-
P P i5 9
pondremos dada, x =a’e;. Seay = b'¢; y || - || otra norma cualquiera, luego

=l < Ilx =yl =l = b)el o
<l = bl < (maxi_, el S, la = b1 (2.9)

= (maxi—llelD |lx =,

+No confundir con el interior de un conjunto que definimos en el capitulo anterior, que
en este caso seria S,.
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Esto demuestra que la norma || -|| es una funcion continua con respecto a
lanorma||-||,. Sea S, la superficie de nivel de radio 1 con respecto a la métrica
[|-]],- S, es un conjunto cerrado y acotado y por lo tanto compacto’. Por lo

tanto, por continuidad, || - || tiene un valor maximo, M,, y un minimo, M,
que dan la desigualdad buscada.
Notas:

1) En esta prueba es crucial el hecho de que S, es compacto. Si V' es de dimen-
sion infinita esto no es asi y hay muchas normas no equivalentes.

i1) Para nuestros propositos cualquier norma es suficiente —ya que si por
ejemplo, f : V — IR es diferenciable con respecto a una norma lo es tam-
bién con respecto a cualquier otra equivalente a ésta- y por simplicidad de
ahora en mas usaremos la Euclidea.

i11) En este sentido las normas de espacios vectoriales son equivalentes a la
generada por cualquier elemento simétrico-positivo del producto exterior de
su dual consigo mismo.

iv) Como normas equivalentes generan una misma topologia, vemos que en
los espacios vectoriales de dimension finita existe una Gnica topologia asocia-
da con todas sus posibles normas. Esta usualmente se denomina la topologia
fuerte .

2.2.1. Las normas inducidas en V*

Las normas definidas en V' inducen naturalmente normas en su dual, V*.
Esta viene dada por:

lleoll:= max) gz, {|e(2)[}- (2.10)

Ejercicio: Vea que esta es una norma y que |w(v)| < ||w||||7]|-

2.3. Teoria de Operadores Lineales

Un operador lineal A de un espacio vectorial V' es un mapa continuo®

de VenVialqueVx,yeV,aeR, Alax+y)=aA(x)+A(y), es decir
un tensor de tipo (1,1).

El conjunto de los operadores lineales £ es un algebra, es decir un espacio
vectorial con producto. En efecto, siA, B€ £, a € R,luego A+ aB € ¥

5Con respecto a la topologia generada por || -||,.
p g . . .
Con respecto a la topologia inducida por cualquiera de las normas equivalentes de V.
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y ademas A - B (el operador que a x € V lo envia a A(B(x)) € V) también
pertenece a .Z. Debido a esta propiedad podemos ademas definir funciones
no lineales de £ en IR y mapas de £ en Z. Para estudiar la continuidad
y diferenciabilidad de estos mapas introduciremos una norma en ., la mas
conveniente es la siguiente norma inducida de la usada en V,

Al ¢ = max)x, = [A)|]y - (2.11)

Si V es de dimension finita (lo que asumiremos de ahora en mas), el espacio
vectorial £ es también de dimensidn finita y por lo tanto todas sus normas
son equivalentes. El hecho que la norma de A sea finita usa nuevamente que
A:V — V escontinua y que {x € V/||x||,; = 1} es compacto, en el caso
de dimension infinita ninguna de estas cosas es necesariamente cierta y den-
tro de £ tenemos solo un subespacio de operadores lineales de norma finita
(acotados).

Ejercicio: Muestre que || || ¢ : & — IR es una norma.

Ejercicio: Muestre que
A < llAll ll2]l-

Ejercicio: Usando el resultado del ejercicio anterior muestre que

IAB|| 2 < llAll £|IB]| -

Estudiamos a continuacidn varias funciones en el espacio de operadores.

El determinante de un operador, introducido en la seccion anterior es un
polinomio de grado » = dim V en A y por lo tanto diferenciable. Usando la
regla de la cadena se ve que det(I 4 A) es diferenciable en ¢, y de hecho un
polinomio de grado 7 en ¢. Cada uno de los coeficientes de este polinomio es
una funcién de A. De importancia en lo que sigue es el coeficiente lineal en A
que se obtiene usando la formula

d Alu )yu ..., e A
@ ter(t s e o A ) o el M)
de e(u,,...,n,)
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esta funcion se llama la traza de Ay se denota t r(A).
Entre los mapas de £ en £ consideremos el mapa exponencial, definido
como,

A
et = —=I+A+—+4--- (2.13)
: 2

Teorema 2.2 A€ LsiAe & y et e infinitamente diferenciable con res-
pectoa t.

Prueba: Considere la sucesion de Cauchy {eA} donde eA Z —. Esta

i=o

sucesion es de Cauchy ya que, tomando m > 7, tenemos

m—1 m—2 n—+1
A A A A A
e —e = + +...+
ey, =<l “(m—I)! (m —2)! (n+1)z”ff
m—1 m—2 n+1
<

+ +...+

Il Hl e+l

m—1 m—2 n+1
Al A A

+ ot —=

(m—1)  (m—=2) (n+ 1)

Al Al
elrL H‘g_eLI II‘g|_)O

(2.14)

A’
Donde e”AHz Z I ”g y la dltima implicacién sigue del hecho que

la serie numérica e”A”-g converge. Pero por completitud 7 de & toda su-
cesion de Cauchy converge a algiin elemento de ¢ que llamaremos e La
diferenciabilidad de etA sigue del hecho de que si una serie > f(¢) es con-

vergente y >.°° —— es uniformemente convergente, luego 4 22 filt)=
=0 J; =

S A f() #

Ejercicio: Muestre que

"Todo espacio vectorial real de dimensién finita es completo.
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a) e(t+s)A — etA . esA’
b) Si Ay B conmutan, es decir st AB = BA, luego ATB — A B
c) det(eA) =t

d
d) ZetA_petA,
dt

Ayuda: Para el punto c) use que e

A

se puede definir también como,

A
A= lim (I+ ).

m—00 m

2.3.1. Representacion Matricial

Para describir ciertos aspectos de los operadores lineales es conveniente
introducir la siguiente representacién matricial.
Sea {u;}, i =1,...,n una base de V, es decir un conjunto de vectores li-
nealmente independientesde V [>7  ¢*u; =0 => ¢’ = 0] que lo expanden
. =1 .

. . , i o R .
[si v € V, existen nimeros f{v bhi=1,...,ntalquev=37" v'u;)]. Apli-
cando el operador A a un miembro de la base #; obtenemos un vector A(x;)
que a su vez puede ser expandido en la base, A(u;) = Z?:I Al u;. La matriz

asi construida, A/ ;, es una representacién del operador A en esa base. En este
lenguaje vemos que la matriz A7 ; transforma el vector de componentes {v}
en el vector de componentes {4/ ;' }. Dada una base, {#,}, y una matriz A’
podemos construir un operador lineal de la siguiente forma: Dada la base de-
finimos su co-base, es decir una base en V* como {6'}, i = 1,...,7, tal que
0" (u;)= 3;, luego A= ZZ].:IAfl- u;0".

Si cambiamos de base las matrices representando los operadores cambia-
ran. En efecto, si tomamos otra base {#;} y escribimos sus componentes con
respecto a la base anterior como #; = P*u,,, y por lo tanto, bi = (P=y,6!,
entonces la relacion entre las componentes del operador A en ambas bases
esta dado por

Al =AW )=y, A, P*, o A=P'AP (2.15)

es decir que A y A son matrices semejantes.

Ejercicio: Ver, a partir de su definicién (ecuacién (2.12)), que trA =37 A‘..

i=1
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2.3.2. Subespacios Invariantes

Definicién: Sea A: V — V un operador y sea W un subespacio de V. Dire-
mos que W es un subespacio invariante de Asi AW C W.

Los subespacios invariantes de un operador son importantes pues nos per-
miten entender cual es su accion. Note que dado cualquier operador A siem-
pre existen al menos dos espacios invariantes, V' y {o} y en realidad muchos
mas. Por ejemplo, y como veremos mas adelante, dado cualquier ntimero en-
tre 1y n (=dim V) existe un subespacio invariante con ese nimero como
dimension. Los que verdaderamente codifican la accion del operador son sus
subespacios invariantes irreducibles, es decir aquellos que no pueden ser a su
vez descompuestos en subespacios invariantes.

Ejercicio: Sea el V el espacio de pares de nimeros, es decir con elementos de
laformav =(a,b), a,b € Ry sea A dado por A(a,b) = (b,0). Encuentre sus
subespacios invariantes irreducibles.

Estudiaremos en detalle los subespacios invariantes de dimension 1, note
que los mismos son irreducibles. Para estudiar los espacios invariantes resul-
ta conveniente estudiar los subespacios invariantes del operador cuando su
accién se extiende a V', es decir la complexificacién de V.

Veamos a continuacion que un operador siempre tiene al menos un subes-
pacio invariante de dimension 1 (y por lo tanto que siempre tiene un subes-
pacio invariante irreducible no trivial).

Lema 2.1 Dado A: V¢ — VC, siempre existe un u € VC y un A€ C tal que,

A-—ADu=o0 (2.16)

Prueba:

Una solucién de esta ecuacidn consiste asi de un escalar A, llamado au-
tovalor del operador A y de un vector #, llamado autovector del operador
A. El subespacio de V¢ dado por {au | « € C} es el subespacio invariante
buscado.

Es claro que el sistema tiene solucidn si y solo si det(A — AI') = o. Pero
este es un polinomio en A de orden igual a la dimensién de V' y por lo tanto,
por el Teorema Fundamental del algebra tiene al menos una solucion o raiz,
(en general complejas), 4,, y por lo tanto habra, asociada a ella, al menos un
u, solucién de (2.16)con A=A, &
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La necesidad de considerar todas estas soluciones es lo que nos lleva a
tratar el problema para espacios vectoriales complejos.

Aplicacién: Lema de triangulacion de Schur

Definicion: Una matriz n X n A, tiene forma triangular superior si A7; =

oVj>i,j,i=1,...,n. Esdecir es una matriz de la forma,
Al AL e e A
0 A, o e AP
A= o o . . A . (2.17)
o e e o Ann

Como veremos mas adelante, en el capitulo s, esta es una forma muy con-
veniente para poder entender como son las soluciones a sistemas de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias. Y lo mas atractivo de la misma es que cualquier
operador tiene una representacion matricial con forma diagonal superior! Es
mas, si un producto escalar esta presente, la base para esta representacion pue-
de ser elegida en forma orto-normal.

Lema 2.2 (Schur) Sea A:V — V un operador lineal actuando en un espacio
vectorial complejo V' de dimension finita, n y sea (-,-) un producto escalar en V.
Luego, existe una base orto-normal {u;}, 1 = 1,...,n con respecto a la cual la
representacion matricial de A es triangular superior.

Prueba: Consideremos el problema de autovalores-autovectores para A,
(A—Au=o. (2.18)

Como ya vimos este problema siempre tiene al menos una solucién no trivial
y por lo tanto tenemos un par (4,,# ) solucién del problema. Tomamos #,
de norma unidad y como primer elemento de la base a determinar. Tenemos
entonces A/ =6/ (A(u,))=60"(Au)=A87..

Consideremos ahora el espacio
Voo = {uy} = {u € V|(u,u) = o}

y el operadorde V,,_ — V, _ dado por (I —u,6")A. Note que como forma-
remos una base orto-normal conocemos ya el primer miembro de la co-base,
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6" =(u,-). Para este operador, en este espacio, podemos plantear también la
ecuacién de autovalores-autovectores,

((I—-u,0YA— A)u=o. (2.19)

Obtenemos asi un nuevo par (4,,#,), con u, perpendicular a %, y ade-
mas, Au, = A, u,+u 0'(A(u,)). Por lo tanto

AjZ = ej(A(u2>) = gj(AZMZ + MIGI(A<MZ))) = Algjl + 8jIA12'

El proximo paso es considerar ahora el subespacio V,,_, = {uli} U {uf} =
{u e V|(u,u)=(u,,u) = o} y alli la ecuacién de autovalores-autovectores
para el operador (I —u 0" — u,6%)A. Prosiguiendo de esta forma generamos

toda la base @

Problema 2.3 : Pruebe el teorema anterior usando ahora la nocion de espacio
cociente y prescindiendo asi del producto escalar. Ayuda: en vez de usar los es-
pacios perpendiculares a los autovectores que vaya obteniendo, use los espacios
cociente por estos autovectores. Vea que un operador lineal induce una accion
natural en un espacio cociente.

Continuamos ahora con el estudio de los subespacios invariantes. Si det(A—
AI) tiene 1 < m < n raices distintas, {A.}, i = 1,..., m habra entonces al me-
nos un autovector complejo #; asociado a cada una de ellas. Veamos que estos
conforman subespacios invariantes distintos.

Lema 2.3 Sea {(A;,u;)} i = 1...m un comjunto de pares de antovalores au-
tovectores. Si A; # A; Vi # ], i,] = 1...m entonces estos antovectores son
linealmente independientes.

Prueba: Supongamos por contradiccion que no y por lo tanto que existen
constantes ¢’ € C, i =1,...,m — 1, tales que

m—1
um:Z ciui (2.20)

Aplicando A en ambos lados obtenemos
Au, = A, um:Z ci)iui (2.21)

i=1
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o sea,
o:Z (A, —A)u;. (2.22)

Concluimos asi que {#;} i =1,...,m — 1 son linealmente dependientes. De-
bido a 2.20 y a la hipdtesis que los autovalores son distintos, al menos uno de
los coeficientes tiene que ser distinto de cero y por lo tanto podemos despejar
uno de los restantes autovectores en funcion de funcion otros 72 —2. Repitien-
do este procedimiento (7 — 1) veces llegamos a que necesariamente #, = o lo
que es una contradiccion ya que, como hemos visto, la ecuacion de autovec-
tores siempre tiene una solucion no-trivial para cada autovalor distinto &

Si por cada autovalor existe mas de un autovector entonces éstos forman
un subespacio vectorial invariante de mayor dimension (reducible). Dentro
de cada uno de estos subespacios podemos tomar una base compuesta por
autovectores. El lema anterior nos asegurara entonces que todos estos auto-
vectores asi elegidos, para todos los autovalores, forman un gran conjunto
linealmente independiente.

Ejercicio: Convénzase de que el conjunto de autovectores con un mismo au-
tovalor forman un subespacio vectorial.

Si un dado operador A tiene todos sus autovalores distintos entonces te-
nemos que los correspondientes autovectores son linealmente independientes
e igualan en ntimero a la dimensién de V/, es decir generan una base de V°.
En esa base la representacién matricial de A es diagonal, es decir A7, = 87 A..
Cada uno de sus autovectores genera un subespacio invariante irreducible y
en su conjunto generan V. En cada uno de ellos el operador A actia mera-
mente por multiplicacion por A;. Note que los A; son en general complejos
y por lo tanto tal multiplicacion es en realidad una rotacion mas una dilata-
cion. Note, que a diferencia con la base del Lema de triangulacién de Schur,
ésta no es en general ortogonal con respecto a algiin producto escalar dado de
antemano. 8

Ejemplo: Sea V el conjunto de 2-tuplas de nimeros reales con elemento gené-
rico (a,b) y sea A dado por A(a, b) = (b, —a). Esta es una rotaciéon de —7/2
en el plano. Tomando una base, e, =(1,0), e, = (0, 1) vemos que

8Note sin embargo que se puede declarar ortogonal definiendo como producto escalar

(n,0) =3 ' ()6 (v)
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det(A— ) = e(A—AD)e.,(A—AD)e.)/<(e e.)
E(_ez - Ael’el - /162)/5’(61,62)
= 1+ A% (2.23)

y por lo tanto los autovalores son A, =2, 1 A, = —1. Los autovectores son
u, =(1,—1)y u, =(1,2) = u,. Vemos entonces que la accion de A en estos
subespacios es multiplicacién por £z y que ambos subespacios invariantes
son genuinamente complejos. En esta nueva base el espacio V' es generado
por todas las combinaciones lineales de la forma zu, + zu, y la acciéon de A
es simplemente multiplicacion por —z de z.

Si la multiplicidad de alguna de las raices det(A — AI') = o es mayor que
uno habra menos autovalores que la dimension del espacio y por tanto no ten-
dremos garantia de que habra suficientes autovectores como para formar una
base, ya que solo podemos garantizar la existencia de uno por cada autovalor.
Debemos analizar por lo tanto qué pasa en estos casos. Para ello definamos,
dado A; un autovalor de A, los siguientes subespacios:

W, ,={ueV[(A-AI)fu=o} (2.24)

Note que estos son espacios invariantes: AW,  c W, . Ademas W, = C
q P Ap Ap Ap
W), p+: ¥ por lo tanto, para un p suficientemente grande (p < 7) tendremos
1
que W, , = W, ,., tomando el minimo entre los p’s donde esto ocurre
definimos W), := W, . Note que si para alglin 4;, p = 1 entonces el subes-
1 1

pacio W, esta compuesto por autovectores. Estos son los maximos espacios
invariantes asociados con el autovalor 4;, en efecto tenemos:

Lema 2.4 El sinico antovalor de Aen W, es A;.

Prueba: Sea A un autovalor de Aen W) . Veamos que A = A;. Como ya hemos
visto habra entonces un autovector { € W), con A como autovalor. Como
esta en W) habra algin p > 1 tal que (A — A4,1)?¢ = o pero como es un
autovector tenemos que (A— A;)?{ =o, y por lo tanto que A=A, @
Veamos ahora que estos subespacios son linealmente independientes y
generan todo V¢, Probaremos nuevamente este teorema en el Capitulo s.
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Teorema 2.3 (Ver capitulo s, Teorema 5.3) Dado un operador A:V — V,
con antovectores {A;}, i = 1...m el espacio V' admite una descomposicion di-
recta en subespacios invariantes Wii’ donde en cada uno de ellos A tiene solo a
A, como autovalor.

Prueba:

Los W) son independientes. Sea v, +...+ v = o, con v; € W), luego
debemos probar que cada v; = o. Aplicando (A— A, 1)P-...(A— A I)Ps ala
suma anterior obtenemos, (A— A, I)?>...(A— A I)’sv, = o, pero como 4;,
i # 1 no es un autovalor de A en W), el operador (A— A, I)P>...(A— AT)?:

es invertible ? es ese subespacio y por lo tanto v, = o. Continuando de esa
forma vemos que todos los v; se deben anular.
Los W, generan todo V. Supongamos por contradiccién que este no es

el caso, y consideremos V¢ /W, donde W es el espacio generado por todos
los W), , es decir el espacio de todas las combinaciones lineales de elementos
en los W) . El operador A actlia en VC /W [A{u} = {Au}] y por lo tanto
tiene alli un par autovalor-autovector. Esto implica, que para algiin elemento
¢ de V¢ en alguna clase equivalente de V¢ /W se cumple:

A=A 4+u +...+u, (2.25)

donde los #; pertenecen a cada W) . Supongamos ahora que A # 4; Vi =
1..5, luego A — Al es invertible en cada W)y por lo tanto existen vectores
{i=(A-AI)"'u; € W, .Pero entonces ¢ = {—{,—...—{, esunautovalor
de A! Esto es imposible pues A no es una raiz del polinomio caracteristico
ni =o, pues al pertenecer ¢ a V¢ /W no es una combinacién lineal de
elementos en los W, . Tenemos asi una contradiccion. Supongamos ahora
que A= 4; para algin j € {1..s}. Todavia podemos definir los vectores {’; =
(A=A I)"'u; paratodo i £ y Z, donde solo sustraemos a ¢ todos los ¢
con i # j, por lo tanto tenemos que

~

(A=A I){ =u, (2.26)

Pero aplicando (A — A,1)?i a esta ecuacion, con p; el minimo valor para el

cual W0, =Wapts obtenemos que { € W,y ast otra contradiccion, por

?Note que (A— A, T} |y, es invertible si su determinante es distinto de cero. Pero det(A —
j

ATy =(det(A— D)y =3 - 4) """ %o

sdim(W,
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lo tanto solo puede ser que V¢ /W sea el espacio trivial y los W), generan

todo VE &

Vemos asi que solo necesitamos estudiar ahora cada uno de estos subes-
pacios W, para encontrar todas sus partes irreducibles (de ahora en mas su-
primiremos el subindice 7). Pero en estos subespacios el operador A acttia en
forma muy sencilla!

En efecto, sea A : W) — W) definido por A := Ay, — AI|y,, luego A
tiene solo al o como autovalor y por lo tanto es nilpotente , es decir, existe
un entero m < tal que A7 =o.

Lema 2.5 Sea A : W — W tal que su sinico antovalor es o, luego A es nilpoten-
te.

Prueba: Sea W7 := A? W, luego tenemos que W?» C W4 si p > g. Como la
dimensién de W es finita debera suceder que para algun p entero tendremos
que WP = WP*" vemos entonces que A? actia inyectivamente en W? y
por lo tanto no puede tener al o como autovalor. Pero hemos visto que todo
operador tiene algun autovalor y por lo tanto tenemos una contradiccion a
menos que W? = {o}. Es decir A =0 &

Los operadores nilpotentes tienen la importante propiedad de generar
una base del espacio en que actiian a partir de su aplicacion repetidas veces
sobre conjunto menor de vectores linealmente independiente.

Lema 2.6 Sea A : W — W nilpotente, luego existe una base de W constituida
por elementos de la forma:

H{v,Av ..., AP ). v, Avy,... APy )}

donde p; es tal que APiT'v, =0

Note que si 7 = dim W luego » = Z‘ZI:I p;- Cada uno de estos conjuntos
formados por repetidas aplicaciones de un operador se llama un ciclo . En
este caso la base esta formada por los elementos de d ciclos. Note que no
necesariamente los ciclos son entes Uinicos, en efecto, si tenemos dos ciclos
con el mismo niimero de elementos, entonces cualquier combinacion lineal
de los mismos sera también un ciclo. Note que cada ciclo contiene un solo
autovector.

46



Prueba: Lo probaremos por induccién en la dimensién de W. Si 7z = 1 toma-
mos cualquier vector para generar la base, ya que en este caso A = o. Supo-
nemos ahora que es cierto para toda dimension menor que 7. En particular,
como A tiene un autovalor nulo dim(ker A)> 1y por lo tanto tenemos que
W’ (= A(W)) tiene dimensién menor que 7, digamos 7’ y por la hipétesis
inductiva una base de la forma
/
o/, A0, AP} ({0, A, AR 3

Para formar una base de W agregaremos a estos vectores d’ vectores v; tales
que Av; = v, i=1,...,d". Esto siempre se puede hacer pues v\ € W' =
AW . Vemos asi que hemos incrementado el conjunto de vectores a

/
{{vI,AvI,...,AP:'HvI},...,{{vd/,Avd/,...,Apd’+lvd/}},

es decir tenemos ahora r = Zil( p;+1) = n' 4 d’ vectores. Para obtener
una base debemos entonces incrementar este conjunto con 7 — n’ —d’ vecto-
res. Note que este nimero es no-negativo, en efecto, 7 — n’ = dim(ker A) >
dim(ker ANW’) = d’ y es precisamente la dimensién del subespacio de ker A
que no estd en W’. Completamos entonces la base propuesta para W incor-
porando al conjunto ya obtenido 7 —n’ —d’ vectores {z,},i = 1,.n—n'—d’
del espacio nulo de A que sean linealmente independientes entre si y con los
otros elementos de ker A en W y que ademas no estén en W’. Hemos obte-
nido asi un conjunto de d =d’ +n —n' —d’ = n — »n’ ciclos. Veamos que
el conjunto asi obtenido es una base. Como son 7 en ntimero solo tenemos
que ver que son linealmente independientes. Debemos entonces probar que
si tenemos constantes {C; ;}, i = 1..d, j = o..p! + 1 tales que

d pf—h

o:ZZCi]-APivi (2.27)

1=1 j=o
entonces C;; = o. Aplicando A a esta relacion obtenemos,

d p;+1

o = AD > C AN,

i=1 j=o
P!

d/
= ZZCZ-]-APZ{’U;, (2.28)

i=1 j=o0
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/ .y .
donde hemos usado que A?i*'0’ = o. Pero esta es la relacién de ortogonali-
dad de la base de W’y por lo tanto concluimos que C;; =oVi <d’, j < p.
La relacion inicial queda entonces reducida a

d
/
o = > Ciprp AP,

=1

d’ d
/
= ECiplpr“”;'i' E C,.z;, (2.29)
i=1 i=d'+1

pero los miembros de la primera sumatoria son parte de la base de W’y por lo
tanto linealmente independientes entre si, mientras que los de la segunda son
un conjunto de elementos fuera de W’ elegidos de forma que sean linealmente
independientes entre si y con los de la primera sumatoria, y por lo tanto
concluimos que todos los C;; se anulan @

Prueba alternativa: Alternativamente el lema anterior se puede probar
en forma constructiva. En efecto, st 7+ 1 es la potencia para la cual A se anu-
la, podemos tomar el espacio W = A™(W) y una base {v"}, del mismo.

Luego considerar el espacio W”~' = A”~Y(W). Como W” = A(W)"!
por cada vector v7” de la base {v7"} de W habra un vector v”""" tal que
Ao = o”. Como W” C W”~" el conjunto {27} U {v77'} esta con-
tenido en W”~'. Note que dim W” = dimker AN W, y dim W~ —
dim W = dim(ker AN W”~") Por lo tanto,

dimW”™" = dimW” +dim(ker AN W)
= 2dimW” +dim(kerANW"”™") —dim W™
= 2dimW” +dim(kerANW”~") —dimker AN W™
(2.30)

Agregando entonces al conjunto anterior un conjunto {z;} de dim(ker AN
Wm=1) — dim(ker AN W™) vectores del espacio nulo de A en W”~', tales que
sean linealmente independientes entre si y con los elementos de la base de
W, obtenemos un conjunto de dim W~ vectores. Note que la mencio-
nada eleccion de los elementos {z;} se puede hacer pues es meramente una
extension de la base {v"} de W a una base de ker AN W™ ~". Probemos
ahora que son linealmente independientes y por lo tanto que forman una base
de W™~ Para ello habra que probar que si

0= 3 Crr 4 3 CI T 4 Y (2:31)
13 1 ]
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entonces cada uno de los coeficientes cr, Cim_l, C ; debe anularse. Multi-
plicando la expresion anterior por A obtenemos,

o:ZCim_IAv;”_I:ZCim_va;”, (2.32)
1 2

pero entonces la independencia lineal de la base de W nos asegura que los
{C"7"} son todos nulos. Tenemos entonces que,

o:ZCimzv;”+ZC]?zj. (2.33)
[ ]

Pero estos vectores fueron elegidos linealmente independientes entre si y por
lo tanto todos los coeficientes en esta suma deben anularse. Vemos asi que
el conjunto {v”} U {v” 7"} U {z;} forman una base ciclicade W”~*. Conti-
nuando con W~ y asi sucesivamente obtenemos una base ciclica para todo
w.

Vemos asi que los subespacios invariantes irreducibles de un operador es-
tan constituidos por ciclos dentro de subespacios invariantes asociados a con
un dado autovector. Cada ciclo contiene un tnico autovalor del operador.
Denotaremos a los subespacios generados por estos ciclos (y usualmente lla-
mados también ciclos) por C* , donde el indice inferior se refiere al autovalor

del ciclo y el superior indexa los distintos ciclos dentro de cada W) .

Ejercicio: Muestre que los ciclos obtenidos son subespacios invariantes irre-

ducibles de A.

2.3.3. Forma Canoénica de Jordan

Definicién: Sea A : V — V' un operador lineal. Diremos que A es de tipo
Jordan con autovalor A si existe una base {u;} de V tal que *°

A:Ai ui9i+ﬁ w0 = A+ A (2.34)

=1 1=2

donde {0’} es Ia co-base de la base {u i}

"“En el sentido que A(v) = A37"_ u,0'(v) +30 w0 (v) YoeV
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Es decir, en esta base las componentes de A forman una matriz A’; dada
por

A 1 o o
(o) ‘. *. ‘. .
A= A 1 o (2.35)
o Ao
A

Note que la matriz A es n-nilpotente, es decir A” =o.

No es cierto que todo operador sea del tipo Jordan -encuentre uno que
no lo sea- pero es claro que la restriccion de cualquier operador a uno de sus
subespacios invariantes irreducibles (ciclos) lo es. Esto se puede ver numeran-
do los elementos de la base generada por el ciclo convenientemente.

Ejercicio: Encuentre dicho ordenamiento de los elementos de la base.

Por lo tanto podemos resumir los resultados hallados anteriormente en
el siguiente teorema sobre las representaciones matriciales de un operador
cualquiera actuando en un espacio de dimension finita.

Teorema 2.4 de Jordan Sea A : V — V un operador lineal actuando en un
espacio vectorial complejo V. Luego, existe una #nica descomposicion en suma

directa'* de V' en subespacios Ck, v= C/{ @---Cfi®~--®C/{ EB---Cfd , d<
1 1 1 d d
n tal que
i)Los C //f son invariantes bajo la accion de A, es decir , AC f cC f

1

it)Los C //f son irreducibles, es decir no existen subespacios invariantes de C b
tales que sus sumas sea todo C //f
i11) Debido a la propiedad 1) el operador A induce en cada C f un operador

A:C f - C //f_, este es del tipo de Jordan con A; una de las raices del polinomio
de gmdlo n;, l
det(A;— A, I)=o. (2.36)

Este teorema nos dice que dado A existe una base, en general compleja,
tal que la matriz de sus componentes tiene forma de bloques diagonales cua-
drados de 7; x 7; , donde #; es la dimensién del subespacio C* , cada uno con

1

""Recordemos que un espacio vectorial V' se dice que es suma directa de dos espacios vecto-
riales W y Z, y lo denotamos como V = W & Z si cada vector en V puede ser obtenido de
una inica manera como la suma de un elemento en W y otro de Z.
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la forma dada en 2.35. Esta forma de la matriz se llama forma candnica de
Jordan.

Ejercicio: Muestre que las raices, A;, que aparecen en los operadores A; son
invariantes ante transformaciones de semejanza, es decir A,(A) = A,(PAP™").

Ejemplo: Sea A : C? — C?, luego det(A — AI) es un polinomio de 3 gra-
do, y por lo tanto tiene tres raices. Si éstas son distintas habra al menos tres
subespacios invariantes e irreducibles de C3, pero dimC? = 3y por lo tanto
cada uno de ellos tiene 7; = 1. La forma canénica de Jordan es entonces,

A, o o
o A o (2-37)
o O /1

3

Si dos de ellas coinciden tenemos dos posibilidades, o tenemos tres subespa-
cios, en cuyo caso la forma C. de J. sera

A, o o
o A o (2.38)
o o A

0, tenemos dos subespacios, uno necesariamente de dimension 2, la forma C.
de J. sera

A, o o
o A 1 (2.39)
o o A

Si las tres raices coinciden entonces habra tres posibilidades,

A A o A

o

(2.40)

o O
O >~ 0
>~ O O
o O
©O >~ 0
N =
o O
O X ~
N

Ejemplo: Ilustraremos ahora el caso de autovalores coincidentes en dos di-
mensiones. Este caso no es genérico, en el sentido que cualquier perturbacion
en el sistema —es decir cualquier cambio minimo en las ecuaciones- separa las
raices haciéndolas distintas.
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Sea A: C> — C’. En este caso el polinomio caracteristico det(A — AI)
tiene solo dos raices las que supondremos coincidentes, A, = A, = A. Nos en-
contramos aqui ante dos posibilidades, o existen dos autovectores linealmen-
te independientes #, y u,, en cuyo caso V = B, @ B, y A es diagonalizable
(A =diag(A,A) = I4), o existe solo un autovector #,. En tal caso sea i,
cualquier vector linealmente independiente de 7 , luego Ast, = c¢'it, + ¢,
para algunos escalares ¢* y ¢* en C. Calculando el determinante de A— A en
esta base obtenemos (A — /i)(c2 - /T), pero A es una raiz doble y por lo tanto
c2=A

Reordenando y re-escaleando las bases u, =%, , u, = c'i, obtenemos

Au, = Au + vy
Au, = lu,+u,, (2-41)
y por lo tanto
A=Au, &0 +u,0*)+u, &0, (2.42)

donde {6} es la co-base de la base {u;}.
Noteque (A— A u,=u, y(A—Al)u, =ooseaA>=(A— Al)* =o.
Como veremos mas adelante en las aplicaciones fisicas los subespacios in-
variantes tienen un significado fisico claro, son los llamados modos normales
—caso unidimensional- y ciclos —en los otros casos.

2.3.4. Relacion de Semejanza

En las aplicaciones en fisica es frecuente la siguiente relacion de equiva-
lencia: [Ver recuadro al final del capitulo.] Diremos que el operador A es
semejante al operador B si existe otro operador P, invertible, tal que

A=PBP™". (2.43)
Es decir, sia V' lo rotamos con un operador invertible P y luego le aplicamos

A, obtenemos la misma accidn a que si primero aplicamos B y luego rotamos
con P.

Ejercicio:
a) Probar qué semejanza es una relacién de equivalencia.
b) Probar que las funciones y los mapas definidos anteriormente lo son en las
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distintas clases equivalentes, es decir,

det(PAP™") = det(A)
tr(PAP_i) = tr(A) (2.44)
LPAPT — peAp-1,
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Relaciones de Equivalencia.

Definicién: Una relacion de equivalencia, &, entre elementos de un conjun-
to X es una relacion que satisface las siguientes condiciones:

1. Reflexiva: Si x € X, luego x ~ x.

2. Simétrica: Six,x’ € X y x & x/, luego x’ ~ x.

3. Transitiva: Si x,x",x” € X, x ~x" y x’' ~ x”, luego x ~ x”.
Note que la primer propiedad nos asegura que cada elemento de X cumple
una relacion de equivalencia con algin elemento de X, en este caso consigo
mismo. Relaciones de equivalencia aparecen muy a menudo en fisica, esencial-
mente cuando usamos para describir algin proceso fisico un ente matematico
que tiene partes superfluas en lo que respecta a este proceso y que por lo tan-
to querriamos ignorarlas. Esto se logra declarando dos entes que describen el
mismo fenémeno entes equivalentes.

Ejemplo: Sea X el conjunto de los niimeros reales y sea x &y si y solo si existe
un entero 7 tal que x = 7+, esta claramente es una relacién de equivalencia.
Esta se usa cuando interesa describir algo usando la linea recta pero que en
realidad se deberia describir usando un circulo de circunferencia unitaria.
Dada una relacién de equivalencia en un conjunto podemos agrupar los ele-
mentos de éste en clases equivalentes de elementos, es decir en subconjuntos
donde todos sus elementos son equivalentes entre si y no hay ningan ele-
mento que no esté en este subconjunto que sea equivalente a alguno de los
elementos del subconjunto. (Si X es el conjunto, ¥ C X es una de sus clases
equivalentes, y siy € Y, luego y & y'«—>y’ €Y.)
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La propiedad fundamental de las relaciones de equivalencia es la siguiente.

Teorema 2.5 Una relacion de equivalencia en un conjunto X permite re-
agrupar sus elementos en clases equivalentes de modo que cada elemento de X
estd en una y solo en una de éstas.

Prueba: Sea x € X e Y el subconjunto de todos los elementos de X equiva-
lentes a x. Veamos que este subconjunto es una clase equivalente. Sean y ¢ y’
dos elementos de Y, es decir y & x e ¥’ & x, pero por la propiedad de transiti-
vidad entonces y & y’.Siy €Y y z ¢ Y entonces y &z, ya que de otro modo
z seria equivalente a x y por lo tanto estaria en Y. Por tltimo note que por
reflexividad x también esta en Y. Solo resta ver que si y esta en Y y también
en otra clase equivalente, digamos Z, luego Y = Z. Como y € Y luego y es
equivalente a todo elemento de Y, como y € Z luego y es equivalente a todo
elemento de Z, pero por transitividad entonces todo elemento de Y es equiva-
lente a todo elemento de Z, pero al ser estas clases equivalentes y por lo tanto
cada una contener todos sus elementos equivalentes ambas deben coincidir.

Ejercicio: ¢Cuales son las clases equivalentes del ejemplo anterior?

2.4. Operadores Adjuntos

Sea A un operador lineal entre dos espacios vectoriales, A : V. — W,

es decir A € £(V,W). Debido a que V' 'y W tienen espacios duales este
operador induce naturalmente un operador lineal de W’ a V'’ llamado su

dual ,

Alw)(v)=w(A(v) Y 0eW', veV. (2.45)

Es decir el operador que al aplicarlo a un elemento w € W’ nos da el elemento

A(w) de V' que cuando actta en v € V da el nimero w(A(v)). Ver figura.

Notemos que éste es un operador lineal ya que,

Alew+o)(v) = (aw+0)A(v))
aw(A(v))+ o(A(v))

= aA(w)(v)+A (o) ). (2.46)

En la representacion matricial este operador esta representado meramen-

te por la misma matriz que el original, pero ahora actuando por izquierda,

Al(w), = fijfl-, es decir, A} = A/ .
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A @(A(v))

\vd - W

A(w)(v)

Figura 2.2: Diagrama del operador dual.

Si hay normas definidas en V' y W y definimos lanormade A: V — W
de la manera usual,

lAll:= sup {[|A(0)llw} (2.47)
lvlly=1
Entonces vemos que
AN = sup {llA )y}
lleo |l =1

= sup { sup {|A'(w)(@)|}}

lleolyr=1 l1Tlly=1

= sup { sup {|w(A(v))}}

lleollyr=1 l1Tlly=r

< sup { sup {[|elly[I(A(v))llw}}

lleoly =1 [[Vlly=1

= sup {[|(A(@)llw}

l]ly=1

= ||A]l. (2.48)

Vemos asi que si un operador es acotado, luego su dual también lo es.
Veamos cuales son las componentes del dual de un operador en término
de las componentes del operador original. Sea entonces {u;}, {6'}, i = 1,..n

. Ly Dy
una base, respectivamente una co-base de V' y sea {#,}, {6 },7 = 1,..m un par
base-co-base de W. Tenemos entonces que las componentes de A con respecto

a estas bases son: Ai]- = @Z(A(u]-)), es decir, A(v) =27 Z?:IAijitiﬁj(v).

Por lo tanto, si v tiene componentes (v',v?,...,v") en labase {u;}, A(v)
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tiene componentes

n . n . n .

I 13 2 2 m 7

( E A P2 E A FAZ2ETRES E A 4 )
=1 1=1 i1=1

en la base {#;}
Veamos ahora las componentes de A’. Por definicién tenemos,

(A ;= A o)) =8 (A ) = 4.

O sea las mismas componentes, pero ahora la matriz actta por izquierda en
las componentes (w,,w,,...,®,,) de un elemento w de W’ en la co-base

{ él} Las componentes de A'(e) en la co-base {6} son,

m . m . m .
l l 1
(E A w;, E A wjy.. ., E A ).
=1 1=1 I=1

Un caso particularmente interesante de esta construccion es cuando W =V
y este es un espacio con producto interno, es decir un espacio de Hilbert. En
tal caso el producto interno nos da un mapa canénico entre V y su dual V'

¢: VoV, $v)=(v,), (2.49)

y por lotantosiA: V — V luego A’: V/ — V’ puede también ser considera-
do como un operador entre V' y V que llamaremos A*.
Note que ¢~ : V' — V estd definido por (¢~ (w), #) = w(u), ya que

(7' (@), u)=((¢7"((v,),u)=(v,u) Yu €V.
Con la ayuda de este mapa definimos A*: V — V dado por: (Ver figura)

Al(v):= ¢7(A($(v))). (2.50)

En término del producto escalar esto es:
(A'(v),u) = (7 (A (0, ) ) = A((v,), () = (v, A(w)). (251
En su representacion matricial este operador es,
AT =g ALY,
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v’ 4

A

Figura 2.3: Diagrama del operador estrella.

donde ¢;; es la representacién del producto escalar y (£~*)* el de su inversa
(t;,(t~)"* = 8%.). En el caso de que t;, = &, la delta de Kronecker, la
representacion matricial del adjunto es simplemente la matriz transpuesta,
AT = AT, = AT

Un subconjunto de operadores particularmente interesante es aquel para
el cual se cumple A = A*. Estos operadores se llaman Hermitianos o Auto-
adjuntos . '

Los operadores autoadjuntos tienen importantes propiedades:

Lema 2.7 Sea M =Span{u,u,,...,u,,}, donde {u;} son un conjunto de anto-
valores de A, un operador antoadjunto. Luego M y M~ son espacios invariantes

de A.

Prueba: La primera afirmacion es clara y general, la segunda depende de la
Hermiticidad de A. Sea v € M~ cualquiera, veamos que A(v) € M*. Sea
u € M arbitrario, luego

(u,A(v)) = (A(n),v)=o, (2.52)
yaque A(u) €M siu € M @Esta propiedad tiene el siguiente corolario:

Corolario 2.1 Sea A: H — H autoadjunto. Luego los autovalores de A forman
una base ortonormal de H.

Prueba: A: H — H tiene al menos un autovector, digamos # . Consideremos
ahora su restriccion al espacio perpendicular a #, que denotamos también
con A pues por el lema anterior este es un espacio invariante, A : {# }* —
{u }1. Este operador también tiene un autovector, digamos #, y u, L u,.

"2En el caso de dimensién infinita estos nombres dejan de coincidir para algunos autores.
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Consideremos ahora la restriccién de A a Span{u ,u,}* alli también tene-
mos A : Span{u ,u,}* — Spaniu ,u} y por lo tanto un autovector de
A;u conu, Lu,u, L u, Continuando de esta manera llegamos a tener
n = dim H autovectores todos ortogonales entre si @
Este teorema tiene varias extensiones al caso donde el espacio vectorial es
de dimension infinita. Mas adelante en el capitulo 12 veremos una de ellas.
Notemos que en esta base A es diagonal y por lo tanto tenemos

Corolario 2.2 Todo operador antoadjunto es diagonalizable

Notemos también que si # es un autovector de A autoadjunto, con autovalor
A luego,

A, ) = (A(u), 1) = (u, A(u)) = A, ) (2.53)

y por lo tanto A = A, es decir,
Lema 2.8 Los autovalores de un operador autoadjunto son reales
8 J

Veamos qué quiere decir la condicién de hermiticidad en término de las
componentes del operador en una base ortonormal. Sea entonces A un ope-
rador autoadjunto y sea {e;}, = 1,...,7 una base ortonormal del espacio
donde éste actta. Tenemos que (A(e; ), e;) = (e;,A(e;)) y por lo tanto, notan-

doque I =37 e;0', obtenemos,

o = Zekﬂ Z,Zel
= ZAki(e/e’ej)_ZAlj(ei’el)
k=1 =1
= ;Akié‘kj—;AljSZi. (2.54)

de lo que concluimos que

Al =AY (2.55)

o sea que la matriz transpuesta es la complejo conjugada de la original. En el
caso de matrices reales vemos que la condicion es que en esa base la matriz
sea igual a su transpuesta, lo que usualmente se denota diciendo que la matriz
es simétrica.

Una propiedad interesante de los operadores autoadjuntos es que su nor-
ma es igual al supremo de los mddulos de sus autovalores. Como la cuenta
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demostrando esto sera usada mas adelante en el curso damos una demostra-
ci6n de este hecho a continuacién.

Lema 2.9 Si A es autoadjunto luego ||A|| = sup{|A;|}-

Prueba: Sea F(u) := (A(u),A(n)) definida en la esfera [|#|| = 1. Como dicho
conjunto es compacto (aqui estamos usando el hecho que el espacio es de
dimension finita) tiene un maximo que denotaremos #,. Notemos entonces
que F(u,) :=||A||>. Como F(u) es diferenciable en la esfera se debe cumplir
que

d
EF(MO-F/{SM)U:O:O, (2.56)

alo largo de toda curva tangente a la esfera en el punto #,, es decir, para todo
S u tal que (u,,8u)=o. Ver figura.

Figura 2.4: Vectores normales y tangentes a la esfera.

Pero

%F(uo—l—/l(?u)hzo = %(A(uo—i-/lé‘u),A(uo+/\3u))|A:O

= (A(H),AG) + (Al,), A )

= 2R(A"Au,,8un)

= o Véu, (u,0u)=o0 (2.57)

Como 8u es arbitrario en {#_}* esto simplemente implica

AA(n,) € {Su}t ={u " ={u}. (2.58)
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y por lo tanto que existira @ € C tal que
A'A(u, ) =au,,. (2.59)
Tomando producto escalar con #_ obtenemos,

(AA(uo)u,) = a(ugu,)

(A(n,), A(n,))
Al (2.60)

y por lo tanto tenemos que « = @ = ||A]|*.
Sea ahora v := Au_ —||A||u,, luego, usando ahora que A es autoadjunto
tenemos,

A(v) = AA(n,)—[|Al|A(u,)
= A'A(n,)—[|Al|Au,)
= |lAlFx, - [|AllAx,)
= |lAll([Afoe, — ACx,)
= —llAlle, (2.61)

por lo tanto o v es un autovector de A, con autovalor A= —||A||, 0 v =0, en
cuyo caso #, es un autovector de A con autovector A = ||A]| @

2.5. Operadores Unitarios

Otra subclase de operadores lineales que aparece muy a menudo en fisica
cuando hay un producto interno privilegiado es la de los operadores unita-
rios , es decir aquellos tales que su accion preserva el producto escalar,

(U(u),U(v))=(u,v), Yu,v € H. (2.62)

El caso mas tipico de operador unitario es una transformacion que envia una
base ortonormal en otra. Ejemplos usuales son las rotaciones en R”.
Observemos también que ||U|| = sup)jq =, {I|U(2)||} = 1.

Notemos que

(Un),U(0)=U"U(u),v)=(u,v), Yu,v € H, (2.63)

o sea,

U'U=1I (2.64)
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y por lo tanto,
u'=U". (2.65)

Veamos como son los autovalores de un operador unitario U. Sea v, un
autovector de U (sabemos que al menos tiene uno), luego,

(U(vl)’ U(vl)) = /11/11<‘vl"vl)
= (v,,v,) (2.66)
y por lo tanto A, = ¢*% para algtin 4ngulo 0.,
Si el operador U representa una rotacion entonces habra solo un autovec-
tor real, correspondiente al eje que queda fijo en una rotacion. Si tenemos mas

de un autovalor, luego sus correspondientes autovectores son ortogonales, en
efecto, sean v, y v, dos autovectores luego

(U@ )U@) = Ad(@,0,)
= (v,,0,) (2.67)
y por lo tanto si A, # A, debemos tener (v,,v,) =o.

Ejercicio: Muestre que si A es un operador autoadjunto, luego U := eiA es
Ljercicio q p J , lueg

un operador unitario.

2.6. Problemas

Problema 2.4 Sea el operador A: V — V donde dimV = n, tal que Ax = Ax.
Calcule det Ay trA.

Problema 2.5 Sea V = IR? y x un vector no nulo cualquiera. Encuentre geomé-
tricamente 'y analiticamente el espacio cociente V | W, donde W es el espacio
generado por x. Tome otro vector, x', linealmente independiente con el primero
y calcule ahora V [ Wy 1.

Problema 2.6 La norma sobre operadores se define como:

Al ¢ = max;|)|, = [[A)]]y - (2.68)

Encuentre las normas de los siguientes operadores, dados por su representa-
cion matricial con respecto a una base y donde la norma en el espacio vectorial
es la euclidea con respecto a dicha base.
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(27) (.69

3.5 2
4 1 7 (2.70)
8 3 2

b)

Problema 2.7 Sea V un espacio vectorial cualguiera y sea ||-|| una norma Eucli-
dea en dicho espacio. La norma Hilbert — Schmidt de un operador se define

como.
n

I14]7,5= D 144" (2.71)

1,]=1
donde la base empleada ha sido la ortonormal con respecto a la norma Euclidea.
a) Muestre que esta es una norma.
b) Muestre que ||A|| o < ||A]| -
¢) Muestre que Z;’:I |A7, > < ||A||i% para cada k. Por lo tanto ||A||? ¢ <
nllAll%,, y las dos normas son equivalentes.

Ayuda: use que 6/ (A(u)) = 6/ (A)(1) y luego que |0(u)| < ||0]||]x||-

Problema 2.g3 Calcule los antovalores-vectores de las siguientes matrices:

a)
3 6
< . 1> (2.72)

(29)

2
4 (2.74)
3

b)

O w
— O\

4
I
3

- O N

Problema 2.9 Lleve a forma triangular superior las signientes matrices: Nota:
De la transformacién de las bases.

a)
< 2 j > (2.75)
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b)

2 4 2
4 1 O (2.76)
303 1

¢/
4 3
4 4 o (2.77)
303 1

Problema 2.10 Muestre nuevamente que det A=A Ayuda: exprese la re-
presentacion matricial de A en una base donde tenga la forma candnica de Jor-
dan. Alternativamente use una base donde A sea diagonal superior y vea que el
producto de matrices diagonal superior da una matriz diagonal superior y por lo
tanto que la exponencial de una matriz diagonal superior es también diagonal
superior.

Notas bibliograficas: Este capitulo est4 basado en los siguientes libros: [1],
(3], [s] y [18]. También son de interés los siguientes, [11] y [12]. El algebra
lineal es una de las dreas mas grandes y mas prolifica de las matematicas, so-
bre todo cuando trata de espacios de dimension infinita, lo que usualmente
se llama analisis real y teoria de operadores. En mi experiencia personal la
mayoria de los problemas terminan reduciéndose a un problema algebraico y
uno siente que ha hecho un avance cuando puede resolver dicho problema.
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CAPITULO 3

GEOMETRIA

3.1. Variedades

Hay dos motivos principales que justifican el estudio del concepto de va-
riedad, o mas generalmente de la geometria diferencial por parte de los fisicos.
Uno es que en fisica aparecen naturalmente las variedades y por lo tanto no
las podemos eludir. Solo en los cursos elementales se logra esquivar a éstas
por medio del calculo vectorial en R”. Asi es que, por ejemplo, para estudiar
el movimiento de una particula restringida a moverse en una esfera la imagi-
namos a esta ultima embebida en /R? y usamos las coordenadas naturales de
IR? para describir sus movimientos.

El segundo motivo es que el concepto de variedad es de gran utilidad
conceptual, ya que por ejemplo en el caso de una particula moviéndose en [R?
este nos permite discernir claramente entre la posicion de una particula y su
vector velocidad como entes matematicos de naturaleza diferente. Este hecho
se enmascara en [R? ya que este tipo especial de variedad tiene la estructura
de un espacio vectorial.

Una variedad es una generalizacion de los espacios Euclideos R” en la
cual uno preserva el concepto de continuo, es decir su topologia en el sentido
local pero descarta su caracter de espacio vectorial. Una variedad de dimen-
sién 7 es en términos imprecisos un conjunto de puntos que localmente es
como [R", pero que no lo es necesariamente en su forma global.

Un ejemplo de una variedad en dos dimensiones es la esfera, $*. St mira-
mos un entorno suficientemente pequefio, U,, de un punto cualquiera de S*
vemos que es similar a un entorno del plano, RR?, en el sentido que podemos
definir un mapa continuo e invertible entre ambos entornos. Globalmente
el plano y la esfera son topologicamente distintos, ya que no existe ningiin
mapa continuo e invertible entre ellos. [Ver figura 3.1.]

Como dijimos antes, se podria objetar la necesidad, en el ejemplo ante-
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Figura 3.1: Un atlas de la esfera.

rior, de introducir el concepto de variedad, ya que uno podria considerar §*
como el subconjunto de /R tal que x> + x>+ x> = 1. La respuesta a esta
objecion es que en fisica uno debe seguir la regla de la economia de concep-
tos y objetos y descartar todo lo que no sea fundamental a la descripcion de
un fenémeno: si queremos describir cosas sucediendo en la esfera, ¢para qué
necesitamos un espacio de mas dimensiones?

Esta regla de economia nos fuerza a precisar los conceptos y descartar
todo lo superfluo.
Damos a continuacion una serie de definiciones para desembocar finalmente
en la definicion de variedad de dimension 7.

Definicion: Sea M un conjunto. Una carta de M es un par (U, ¢) donde U
es un subconjunto de M y ¢ un mapa inyectivo entre U y IR", tal que su
imagen, ¢(U) es abierta en [R”.

Definicién: Un atlas de M es una coleccion de cartas {(U., ¢,)} satisfaciendo
las siguientes condiciones: [Ver figura 3.2.]

1. Los Uj cubren M, (M:U U).
[

2. Sidos cartas se superponen entonces ¢,(U; N U;) es también un abierto

de R”.

3. El mapa ¢ op i, (UNTU;)— gpj(Ul- NU;) es continuo, inyectivo y
suryectivo.

La condicion 1 nos da una nocidn de cercania en M inducida de la nocidn
analoga en R”. En efecto, podemos decir que una secuencia de puntos {p;}
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3,U) $,(UNY)

— s

Figura 3.2: Relacion entre cartas.

en M convergena p en U, si existe k tal que V k> k_, p;, € U, y lasecuencia
{9.(pr)} converge a ¢,(p)}. Otra manera de ver esto es que si luego de esta
construccién de una variedad imponemos que los mapas ¢; sean continuos
entonces inducimos de forma univoca una topologia en M. [Ver figura 3.3.]

QS’%

Figura 3.3: Sucesiones en M.

La condicién 2 simplemente nos asegura que esta nocidn es consistente.
Si p € U;NU; luego el hecho de que la secuencia converja es independiente
de que usemos la carta (U, ¢;) o la (U}, ¢).

La condicién 3 nos permite codificar en los mapas ¢, 0" de R” en R”
la informacién topoldgica global necesaria para distinguir, por ejemplo, si M
es una esfera o un plano o un toro. Alli esta, por ejemplo la informacion de
que no existe ninglin mapa continuo e invertible entre §* y IR*. Pero tam-
bién, si pedimos que estos mapas sean diferenciables, es lo que nos permitira
formular el calculo diferencial en M. En efecto, note que en la condicion 3
hablamos de la continuidad del mapa ¢, 07", la cual esta bien definida debi-
do a que este es un mapa entre R” y R”. Analogamente podemos hablar de
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la diferenciabilidad de estos mapas.

Diremos que un atlas {(U;, ¢;)}, es C? silos mapas ¢ jog; " son p-veces
diferenciables y su p-ésima derivada es continua.

Uno estaria tentado a definir la variedad M como el par que consiste del
conjunto M y un atlas {(U;, ¢,)}, pero esto nos llevaria a considerar como
distintas variedades, por ejemplo, el plano con un atlas dado por la carta
(R*,(x,y) — (x,7)) y el plano con un atlas dado por la carta (R?*,(x,y) —
(5, =)

Para subsanar este inconveniente introducimos el concepto de equivalen-
cia entre atlas.

Definicién: Diremos que dos atlas son equivalentes si su union es también
un atlas.

Ejercicio: Demuestre que esta es realmente una relacion de equivalencia =, es
decir que cumple:

A~ A

iNAxB=> BnA

111)AxB,Bx~xC = A= C.

Con esta relacion de equivalencia podemos dividir el conjunto de atlas de
M en distintas clases equivalentes. [Recuerde que cada clase equivalente es
un conjunto donde todos sus elementos son equivalentes entre si y tal que no
hay ningtin elemento equivalente a estos que no esté en él.]

Definicion: Llamaremos variedad M de dimension 7 y diferenciabilidad
p al par que consiste del conjunto M y de una clase equivalente de atlas,
{o,: U — IR"},en C?.

Se puede demostrar que para caracterizar la variedad M univocamente es
suficiente dar el conjunto M y un atlas. Si tenemos dos atlas de M, luego, o
bien estos son equivalentes y asi representan la misma variedad, o no lo son
y entonces representan variedades distintas.

La definicion de variedad que hemos introducido es todavia demasiado
general para las aplicaciones fisicas usuales, en el sentido de que la topologias
permitidas pueden atin ser patologicas desde el punto de vista de la fisica. Por
ello en este curso impondremos a las variedades una condicion extra. Supon-
dremos que éstas son separables o0 Hausdorff. Eso essi p y ¢ € M luego:
o pertenecen al dominio de una misma carta U; (en cuyo caso existen entor-
nos W, de ¢,(p) y W, de ¢,(q) tales que ¢ (W,) N ¢ (W,) = 0, o sea
los puntos tienen entornos disjuntos) o bien existen U; y U; con p € U,
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q € Uy U; N U; =0, lo que también implica que tienen entornos disjun-
tos. Esta es una propiedad en la topologia de M que esencialmente dice que
podemos separar puntos de M. Un ejemplo de una variedad no-Hausdorff es
el siguiente.

Ejemplo: M, como conjunto, consta de tres intervalos de la recta I, = (—o0, 0],
I, =(—00,0] y I, =(0,+00).

Unatlasde M es {(U, =1, U1, ¢ =1d),(U, =1L, UL, ¢, =id)} [Ver
figura 3.4.]

m

L

Figura 3.4: Ejemplo de variedad no-Hausdorff.

Ejercicio: Pruebe que es un atlas.
Note que dado cualquier entorno W, de ¢ (o) en IRy cualquier entorno W,
de ¢ (o) tenemos necesariamente que

¢ (W) N H(W,) # 0.

3.2. Funciones Diferenciables en M

De ahora en mas asumiremos que M es una variedad C*°, o sea que todos
sus mapas ¢, ogoj_I son infinitamente diferenciables. Si bien matematicamente

esto es una restriccion, no lo es en las aplicaciones fisicas. En estas M es gene-
ralmente el espacio de posibles estados del sistema y por lo tanto sus puntos
no pueden ser determinados con absoluta certeza, ya que toda medicion invo-
lucra cierto error. Esto indica que por medio de mediciones nunca podriamos
saber el grado de diferenciabilidad de M. Por conveniencia supondremos que
es C™.

Una funcién en M es un mapa f : M — IR, o sea un mapa que asigna un
numero real a cada punto de M. La informacion codificada en el atlas sobre
M nos permite decir cuan suave es f .
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Definicién: Diremos que f es p-veces continuamente diferenciable en el
puntog € M, f € qu sidada (U, ;) cong € Uy, fop;" 1 9,(U;) C
IR” — IR es p-veces continuamente diferenciable en ¢,(q).

Note que esta propiedad es independiente de la carta empleada [ mientras
consideremos solo cartas de la clase compatible de atlas ]. Diremos que f €
Cr(M)sif € qu Vq € M. [Ver figura 3.5.]

Figura 3.5: Composicion del mapa de una carta con una funcion.

En la practica uno define una funcién particular f € C?(M) introdu-
ciendo funciones f; : ¢, (U;) C R” — R (o sea f;(x/) donde x/ son las
coordenadas cartesianas en ¢, (U;) C R") que sean C? en ¢,(U;) y tales que
fi=1fo ¢; 09" en ¢;(U; N Uj). Esto garantiza que el conjunto de las fi
determinan una Gnica funcion f € C?(M). El conjunto de las f; (= f o ¢ ")
forman una representacion de f en el atlas {(U;, ;)}. [Ver figura 3.6.]

Ejercicio: El circulo, S', se puede pensar como el intervalo [o,1] con sus ex-
tremos identificados. ¢Cuales son las funciones en C*(S")?

Usando la construccién anterior también se pueden definir mapas de M
en IR™ que sean p-veces diferenciables. Ahora realizamos la construccién in-
versa es decir definiremos la diferenciabilidad de un mapa de R” en M. Ha-
remos el caso R — M, en cuyo caso el mapa asi obtenido se llama curva. El
caso general es obvio.
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Figura 3.6: La relacion entre las f;.

3.3. Curvasen M

Definicion: Una curva en M es un mapa entre un intervalo / C Ry M,
y:I—M.

Note que la curva es el mapa y no su grafico en M, es decir el conjunto
y(I). Se puede asi tener dos curvas distintas con el mismo grafico. Esto no es
un capricho matematico sino una necesidad fisica : no es lo mismo que un
auto recorra el camino Cérdoba-Carlos Paz a 10 km/h que a 100 km/h, o lo
recorra en sentido contrario.

Definicién: Diremos que y € C/ si dadauna carta (U;, ¢;) tal que y(¢,) € U,
el mapa ¢; oy(t) : I, CI — IR” es p-veces continuamente diferenciable en
t.. [Ver figura 3.7.]

Figura 3.7: Diferenciabilidad de curvas en M.
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Ejercicio: Demuestre que la definicion anterior no depende de la carta usada.

Esta vez hemos usado el concepto de diferenciabilidad entre mapas de R

en R”.
Definicién: Una curva y(t) € C*(I)siy(t)e C/' Vit € I.

Ejercicio: ¢Cémo definiria el concepto de diferenciabilidad de mapas entre
dos variedades?

De particular importancia entre estos son los mapas de M en si mismo
g : M — M que son continuamente diferenciables e invertible. Se llaman
Difeomorfismos. De ahora en mas supondremos que todas las variedades,
curvas, difeomorfismos y funciones son suaves, es decir, son C*°.

3.4. Vectores

Para definir vectores en puntos de M utilizaremos el concepto de derivada
direccional en puntos de R”, es decir, explotaremos el hecho de que en R”
hay una correspondencia uno a uno entre vectores (v', ..., 'U”)|x y derivadas

o

direccionales v(f)|xo =0 f

o
Como hemos definido funciones diferenciables en M podemos definir
derivaciones, o sea derivadas direccionales, en sus puntos e identificar con
ellos a los vectores tangentes.

X

Definicién:Un vector tangente v en p € M es un mapa
v:C®M)—> R

satisfaciendo: V f, g € C*°(M), a,b € R

1) Linealidad; v(af + bg)|, =av(f)|, + & v(g)],-

i7) Leibnitz; o(f 2)], = £(7)2(2)], + £(p) o/,

Note que si b € C°(M) es la funcidn constante, h(g) =c Vg €M, lue-
gov(h)=o.[ 1) = v(h*)=v(ch)=cv(h) mientras que 171) => v(h*) =
2h(p)v(h) = 2cv(h)]. Estas propiedades muestran asimismo que v(f) de-

pende solo del comportamiento de f en p.

Ejercicio: Pruebe esta Gltima afirmacion.
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Sea T, el conjunto de todos los vectores en p. Este conjunto tiene la
estructura de un espacio vectorial y es llamado el espacio tangente al punto
p. En efecto, podemos definir la suma de dos vectores v |, v, como el vector,
es decir el mapa, satisfaciendo 7) y i1), (v, + v,)(f) = v, (f) + v,(f) y el
producto del vector v por el nimero a como el mapa (av)(f) =a v(f).

Como en R”, la dimension del espacio vectorial TP’ (es decir el niimero
maximo de vectores linealmente independientes), es 7.

Teorema 3.1 dim Tp =dimM.

Prueba: Esta consistird en encontrar una base para 7,,. Sea dim M = n 'y
(U,p)talque p € Uy f € C®(M) cualquiera. Para i = 1,...,7 definimos
los vectores x; : C*°(M) — R dados por,

d
x;(f)= g =(foe™) . (3.1)
x P(p)

Note que estos mapas satisfacen z) y i:) y por lo tanto las x; son real-
mente vectores. Note ademas que el lado derecho de 3.1 esta bien definido ya
que tenemos las derivadas parciales usuales de mapas entre R” y IR. Estos x;
dependen de la carta (U, ¢) pero esto no importa en la prueba ya que 7, no
depende de carta alguna. Estos vectores son linealmente independientes, es
decir st x = > ¢'x; =oluego ¢’ =0 Vi=r,...,n. Esto se ve facilmente
considerando las funciones (en rigor definidas solamente en U), f/ = x/ 0 ¢,
ya que x,(f7) = 5‘1.] y por lo tanto o = x(f7) = ¢/. Solo resta mostrar que
cualquier vector v puede ser expresado como combinacion lineal de los x;.
Para ello usaremos el siguiente resultado cuya prueba dejamos como ejercicio.

Lema 3.1 Sea F : R" — IR, F € C®(IR") luego para cada x_, € IR" existen
funciones H, : IR" — IR € C®(IR") tales gue ¥ x € IR" se cumple

F(x)=F(x,) + D (x' = x})Hi(x) y (-2)
1 JF
aderds S| = i) (3-3)



Continuamos ahora la prueba del Teorema anterior. Sea F = fogp™ 'y
x, = @(p), luego V q € U tenemos

F@)=f(0)+ S oplg) — ¥ op(p)Hiople) G4

1=1

Usando 7) y i) obtenemos,

o(f) =o(f(p) + Zi_,(x" oplg) — x' o p(p))| _ w(H;o9)

q=p

+ X (Hop)| wixiop —x'op(p) -

= X7 (Hop)| o(x'op)

= Z?:Ivi xi(f)

donde v = v(x' 0 9), y por lo tanto hemos expresado v como combinacién
lineal de los x;, finalizando ast la prueba.

La base {x,} se llama una base coordenada y los {v}, las componentes
de v en esa base.

Ejercicio: Si (U, ) es otra carta tal que p € U, entonces ésta definira otra
base coordenada {%,}. Muestre que
n %!

x-:Z - X
/ Ixl

=1

donde % es la i-ésima componente del mapa @ o ¢~'. Muestre también que
L%
la relacion entre las componentes es ¢° = E E;
x

=1

.

Ejemplo: Sea y : I — M una curva en M . En cada punto y(¢,), t, €I, de M
podemos definir un vector de la siguiente forma, [Ver figura 3.3.]

d
H)= 7 (F o7 limy, 69

Sus componentes en una base coordenada se obtienen por medio de las
funciones

x'(t)=gpoy(t) (3.7)
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Figura 3.8: Definicidn de vector.

d d N
N oy) = E(foso °opoy)
d 4
= E(fosﬂ_‘(x‘(t)))
noJd dx!
= Z(gxi(fﬂﬁ I))E
n dxi
= > o x;(f) (3.8)

3.5. Campos Vectoriales y Tensoriales

Si a cada punto g de M le asignamos un vector v|, € 7, tendremos un
campo vectorial. Este estard en C*°(M) si dada cualquier / € C*°(M) la fun-
cién v(f), que en cada punto p de M le asigna el valor v |, (f), esta también
en C®(M) . Al conjunto de los campos vectoriales C* lo denotaremos 7'M
y obviamente es un espacio vectorial, de dimension infinita.

3.5.1. El Corchete de Lie

Consideremos ahora la operacion en el conjunto TM de campos vecto-
riales, [+,-] : TM x TM — TM. Esta operacion se llama corchete de Lie y
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dados dos campos vectoriales (C°°) nos da un tercero:

[x,y]1(f) =% (y(f) =y (x(f))- (3.9)

Ejercicio:
1) Muestre que [x,y] es en realidad un campo vectorial.
2) Vea que se satisface la identidad de Jacobi:

[[x,y],z]+[[z,x], y] + [[¥,2,x] =0 (3.10)

3) Sean x’ y x/ dos campos vectoriales provenientes de un sistema coor-

denado, es decir x'(f) = % etc. Muestre que [xi,xf] =o.

4) Dadas las componentes de x e y en una base coordenada, ¢cuales son
las de [x,y]?

Con esta operaciéon TM adquiere el carécter de un 4lgebra, llamada Alge-
bra de Lie.

3.5.2. Difeomorfismos y la Teoria de las Ecuaciones Diferenciales Or-
dinarias

Definicién: Un grupo monoparamétrica de difeomorfismos g* es un mapa
R x M — M tal que:

1) Para cada ¢ fijo es un difeomorfismo ' M — M

2) Para todo par de reales, #,s € R tenemos g’ o g* = g'** (en particular

g°=1d).

Podemos asociar con g’ un campo vectorial de la siguiente manera : Para
un p fijo g*(p): IR — M es una curva que en ¢ = o pasa por p y por lo tanto
define un vector tangente en p, v | . Repitiendo el proceso para todo punto
de M tenemos un campo vectorial en M. Note que debido a la propiedad de
grupo que satisface g* el vector tangente a la curva g*(p) es también tangente
alacurva g°(gf(p))ens=o.

Podemos hacernos la pregunta inversa: ¢{Dado un campo vectorial suave
v en M existird un grupo monoparamétrico de difeomorfismos que lo defi-
na? La respuesta a esta pregunta, que consiste en encontrar todas las curvas
integrables g*(p) que pasan por cada p € M es la teoria de las ecuaciones

'Es decir un mapa suave con inversa también suave.
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diferenciales ordinarias, —que sera el objeto de nuestro estudio en los capitu-
los siguientes— ya que consiste en resolver las ecuaciones % = v'(x/) con

condiciones iniciales x’(0) = ¢*(p) V p € M. Como veremos la respues-
ta es afirmativa pero solo localmente, es decir podremos encontrar solo g*

definidosen I(C R) x U(C M) — M.

Ejemplo: En RR' sea el vector con componente coordenada x?, es decir V(x) =

xzj—x. La ecuacidn diferencial ordinaria asociada con este vector es ‘Zl—’; = x?,
cuya solucidn es

t—t,=—+—06x(t)= (3.11)
x X, I
Z' —_—
xo
_I .
donde hemos tomado ¢, =o0. O sea g*(x,) = p— Note que cualquiera sea

xO
¢ este mapa no esta definido para todo R y por lo tanto no es un difeomor-

fismo.

Ejemplo: Sea g’ un difeomorfismo lineal en R, es decir g*(x+ay) = g'(x) +
a g'(y). Luego tiene la forma g*(x) = f(¢) x. La propiedad de grupo implica
F()- f(s) = f(t+5) 0 f(t) = cef* = e, ya que g° = id. Por lo tanto
g'(x) = ¢f* x. La ecuacién diferencial asociada es: x(t) = ef'x, = % =

(0]

Ejercicio: Grafique en un entorno del origen [R” las curvas integrales y por lo
tanto g’ de los siguientes sistemas lineales.

x\_ (1 o x O
()=o) () 69
a)k>1 b)k=1 c)o<k<i1, dk=o0, ek<o

3.5.3. Campos de Covectores y Tensores

Asi como introdujimos la nocién de campo vectorial podemos también
introducir la de campo de co-vectores, es decir un mapa suave de M en T;

Este actuara en campos vectoriales dando como resultado funciones en M.
En el ejemplo que sigue vemos como se define el campo diferencial de /.
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Ejemplo: Sea f € C,° - Unvectoren p € M es una derivacion sobre funciones
en C, v(f) € R Pero dados v, y v, €T, (v, +v,)(f)=v,(f)+
v,(f) y por lo tanto f define una funcional lineal df |,: T, — R, llamada
la diferencial de f, es decir un elemento de T;‘. De esta forma la diferencial

de una funcién df es un co-vector que al actuar sobre un vector v nos da el
numero la derivada de [ en el punto p en la direccion de v.

Considere el subconjunto S de M tal que /(M) = cte. Esta serd una sub-
variedad de M, es decir superficies embebidas en M, de dimension 7 — 1. La
condiciéon df|,(v) = o en vectores de T, con p € § significa que estos son en
realidad vectores tangentes a §, es decir elementos de 7,(S). Por el contrario,
sidf(v)|, # o entonces en ese punto v pincha a .

Ejemplo: La funcion f(x,y,z) =x*+y*+ 2z en R’.

S={(x,y,z)eR*/f(x,y,z) =a’,a*> > o} es laestera de radio 2, y como
ya hemos visto una variedad. Sea (v,, v, v,) un vector en (x,y, z) € IR, luego
la condicién d f (v) = 2(xv, +yv, +2v,) = o implica que v es tangente a .

Similarmente definimos campos tensoriales como los mapas multilinea-
les que al actuar sobre campos vectoriales y co-vectoriales dan funciones de
la variedad en los reales y que en cada punto de la variedad solo dependen
de los vectores y co-vectores definidos en ese punto. Esta Gltima aclaracién
es necesaria pues de lo contrario incluiremos entre los tensores, por ejemplo,
integrales lineales sobre los campos vectoriales.

3.5.4. La Métrica

Sea M una variedad n-dimensional. Hemos definido anteriormente en M
las nociones de curvas, campos vectoriales y co-vectoriales, etc. pero no una
nocion de distancia entre sus puntos, es decir una funcion d : M x M — R
que toma dos puntos cualquiera, p y q de M y nos da un nimero d(p,q)
satisfaciendo,

1. d(p,q)=o.

2. d(p,q)=0—p=q.

3. d(p,q)=4d(q, p)-

4. d(p,q) <d(p,r)+d(r,q).

Esta, y en algunos casos una nocion de pseudo-distancia [donde 1) y 2)
no se cumplen], es fundamental si queremos tener una estructura matemati-
ca que sea util para la descripcion de fendmenos fisicos. Por ejemplo la ley
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de Hooke, que nos dice que la fuerza aplicada a un resorte es proporcional
a la elongacion (una distancia) de éste, claramente necesita de este ente. A
continuacién introduciremos una nocién de distancia infinitesimal, es decir
entre dos puntos infinitesimalmente separados, la cual responde a la nocién
Euclidea de distancia y permite desarrollar una nocién de distancia global, es
decir entre dos puntos cualesquiera de M.

La idea es entonces tener un concepto de distancia (o seudo-distancia) en-
tre dos puntos infinitesimalmente cercanos, es decir dos puntos conectados
por un desplazamiento infinitesimal, es decir conectados por un vector. La
nocion que necesitamos es entonces la de norma de un vector. Como una
variedad es localmente como RR”, en el sentido de que el espacio de vectores
tangentes a un punto p, 7,M es IR”, es razonable considerar alli la nocion
de distancia Euclidea, es decir que la distancia entre dos puntos x_ y x, € R”
es la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de las componentes (en algiin
sistema de coordenadas) del vector conectando estos dos puntos. El inconve-
niente con esto es que dicha nocién depende del sistema coordenado que se
esté usando y por lo tanto habra tantas distancias como sistemas coordenados
cubriendo el punto p. Esto no es mas que una indicacién que la estructura
que hasta este momento tenemos no contiene una nocion de distancia privi-
legiada o natural. Esta debe ser introducida como una estructura adicional.
Una manera de obtener distancias infinitesimales independientes del sistema
coordenado (es decir geométricas) es introduciendo en cada punto p € M un
tensor de tipo (2,0), simétrico [g(u,v) =g(v,u)Vu,v € T,M] y no degene-
rado [g(u,v) =oVv € T,M=>u=o]. Si ademas pedimos que este tensor sea
definido positivo [g(u,u) > o(= <> u=o0)] se puede ver facilmente que es-
te define un producto escalar en 7, M (o seudoescalar si g(u, u) = o para algtin
u # o€ T,M).* Si hacemos una eleccién para este tensor en cada punto de
M de forma suave obtendremos un campo tensorial suave que se denomina la
métrica de M. Esta estructura extra, un campo tensorial con ciertas propieda-
des es lo que nos permite construir las bases matematicas para luego edificar
gran parte de la fisica sobre ella.

Sea g una métrica en M, dado un punto cualquiera p de M existe un
sistema coordenado en que sus componentes son

8ij :Sij

y por lo tanto da origen al producto escalar Euclideo, sin embargo en general
este resultado no se puede extender a un entorno del punto y en general sus

*Posteriormente veremos que un producto escalar da origen a una distancia, correspon-
dientemente un producto seudo-escalar da origen a una seudo-distancia.
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componentes dependeran alli de las coordenadas. Note que esto es lo que
queriamos hacer en un comienzo, pero ahora al definir esta norma via un
vector le hemos dado un caracter invariante.

Restringiéndonos ahora a métricas definidas positivas definiremos la nor-
ma de un vector v € T, como |v| = 4/[g(v,?)|, es decir como la distancia
infinitesimal dividida por € entre el p y el punto y(¢) donde y(¢) es una curva
tal que y(o) = p, %| ;—o = v. Analogamente podemos definir la longitud
de una curva suave y(t): [0, 1] = M por la férmula,

L)= f e de, 6.13)

dy(t . .
donde v(¢) = % Vemos entonces que definimos la longitud de una curva
midiendo las longitudes infinitesimales entre puntos cercanos de ésta y luego
integramos con respecto a t.

Ejercicio: Pruebe que la distancia L(y) es independiente del parametro elegi-
do.

Definimos la distancia entre dos puntos p,q € M como,

de(p,q) = inf IL(y)| (3.14)
{r(@): y(0)=p,y(1)=4}

Es decir como el infimo de la longitud de todas las curvas conectando p con

q.

Ejercicio: Encuentre un ejemplo de una variedad con dos puntos tales que el
infimo de la definicion anterior no es un minimo. Es decir en la que no haya
ninguna curva conectando los dos puntos con la minima distancia entre ellos.

Ejercicio: a) La métrica Euclidea en R* es (dx)*+(dy)?, donde {dx,dy} es la
co-base asociada con {dx,dy}. ¢Cuil es la distancia entre dos puntos en este
caso?

Ejercicio: b) ¢Cual es la forma de la métrica Euclidea de R? en coordenadas
esféricas? ¢Y en cilindricas?
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Ejercicio: ¢) La métrica de la esfera es (d6)*+sin” 0 (d ¢)*. ¢Cual es la distancia
en este caso? ¢Para qué puntos p,q existen varias curvas y; con L(y;) =

d(p,q)?

Ejercicio: d) La métrica (dx)* + (dy)* + (dz)* — (dt)* en R* es la métrica de
Minkowski de la relatividad especial. ¢Cual es la distancia entre el punto de
coordenadas (0,0,0,0) y (1,0,0,1)?

Una métrica nos da un mapa privilegiado entre el espacio de vectores
tangentes a p, 7, y su dual T; para cada p en M, es decir el mapa que a
cada vector v € T, le asigna el co-vector g(v, ) € T,,. Como esto es valido
para cada p obtenemos asi un mapa entre campos vectoriales y co-vectoriales.
Como g es no degenerada este mapa es invertible, es decir existe un tensor de
tipo (2,0) simétrico g~ tal que

g(g™'(0,),)=0 (3.15)

para todo campo co-vectorial §. Esto indica que cuando tenemos una varie-
dad con una métrica se hace irrelevante distinguir entre vectores y co-vectores
o por ejemplo entre tensores tipo (0,2), (2,0) o (1,1).

3.5.5. Notacién de Indices Abstractos

Cuando se trabaja con objetos tensoriales la notacién hasta ahora usada
no es la mas conveniente pues es dificil recordar cual es el tipo de cada tensor,
en qué casilla come otros objetos, etc. Una solucidn es introducir un siste-
ma de coordenadas y trabajar con las componentes de los tensores, donde al
haber indices es facil saber de qué objetos se trata o introducir bases genera-

les. De esta forma, por ejemplo representamos al vector I = [ s por sus
x

componentes {/'}. Una conveniencia de esta notacién es que comer pasa a
ser contraer, ya que por ejemplo representamos al vector [ comiéndose a una
funcion f, por la contracciéon de las componentes coordenadas del vector y
de la diferencial de 1
n
I(fH=>r af..
dx!

1=1

Pero un inconveniente grave de esta representacion es que en principio de-
pende del sistema coordenado y por lo tanto todas las expresiones que cons-
truyamos con ella tienen el potencial peligro de depender de tal sistema.
Remediaremos esto introduciendo indices abstractos (que seran letras
latinas) que indican donde irian los indices coordenados pero nada mas, es
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decir no dependen del sistema de coordenadas y ni siquiera toman valores
numéricos, es decir /* no significa la n-tupla, (/*,/?,...,1") como si fuesen
indices. De esa forma /* denotara al vector /, 0, al co-vector 6y g, ala
métrica g. Una contraccion como por ejemplo g(v, ) se denotara g ,v* y a
este covector lo denotaremos por vy, es decir la accién de g,;, es la de bajar
el indice a v* y dar el covector v, = v g, ;. Del mismo modo denotaremos a
g~ " (lainversa de g) como g%, es decir g con los indices subidos.
La simetria de g es entonces el equivalentea g,;, = g,,,.-

Ejercicio: ¢Cémo denotaria un tensor de tipo (2,0) antisimétrico?

Usando indices repetidos para la contraccién vemos que [(f) se puede
denotar por [?V_f donde V f denota el co-vector diferencial de f, mientras
el vector V4 f := g“*V, f es llamado el gradiente de f y vemos que éste no
solo depende de f sino también de g.

3.6. Derivada Covariante

Hemos visto que en M existe la nocion de la derivada de un campo es-
calar f, ésta es el co-vector diferencial de f/ que denotamos V f. ¢Existira
la nocién de la derivada de un campo tensorial? Por ejemplo, ¢existira una
extension del operador V, a vectores tal que si [ es un vector diferenciable
luego V1% sea un tensor del tipo (1,1)? Para fijar ideas definamos a esta exten-
sion del diferencial V , llamada derivada covariante, pidiendo que satisfaga las
siguientes propiedades: 3
i) Linealidad: Si A" BY""* son tensores de tipo (k,!) y a € IR luego

bbb,
V. (@A} LBy ) = oV A 4V B 16
c\®%y 5, T Pb,.., Ay b, T VP, (3.16)

i1) Leibnitz:
A,y pCranCpy \ _ 4, dy, CpeeCyp a,-ay CpenCyy
Ve < b, Bd,...dn> —Ab,...b, <v€Bd‘...dn> + <V€Abl...b,> B (-17)
111) Conmutatividad con contracciones:

U, (80 i) = i et 619)

‘...,l.,...,bk ‘...,l,...,bk

’Note que son una extension de las que se pide para definir derivaciones.
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Es decir si primero contraemos algunos indices de un tensor y luego tomamos
su derivada obtenemos el mismo tensor que si tomamos primero la derivada
y luego contraemos.

iv) Consistencia con la diferencial: Si /* es un campo vectorial y f un campo
escalar, luego

1*v . f=IUf) (3.19)
v) Torsion cero: Si f es un campo escalar luego
Vo Vif =V V. f (3.20)

Ejemplo: Sea {x?} un sistema coordenado global en [R” y sea V. el operador
P _
que cuando act@iaen A} ¢ general el campo tensorial que en estas coordena-
-

das tiene componentes.

iy
GA; (3.21)

Por definicién es un tensor y claramente satisface todas las condiciones de
la definicidn, -ya que las satisface en este sistema de coordenadas— por lo
tanto es una derivada covariante. Si tomamos otro sistema de coordenadas
obtendremos otra derivada covariante, en general distinta de la anterior. Por
ejemplo, hagamos actuar V_ en el vector [ luego

a\t _ z
(Vcl >j = 3]-1 . (3.22)
En otro sistema de coordenadas {x'} este tensor tiene componentes

n 3zl dxi Al
V lﬂ l == Y .
(VL) Z&’x‘ 93k 3% (3-23)

1,]=1

las cuales no son, en general, las componentes de la derivada covariante V,
que estas nuevas coordenadas definen, en efecto

WCZ“)/Ze 3 <é’x1>9x12?_1 <a_x l>:
= ,]_I< (&) s 2 (25) 0 6o

- P )
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lo que muestra claramente que son dos tensores distintos y que su diferencia
es un tensor que depende linealmente y no diferencialmente de /. :Es esto
cierto en general? Es decir, dada dos conexiones, V. y V_, ¢es su diferencia
un tensor (y no un operador diferencial)? Veremos que esto es cierto.

Teorema 3.2 La diferencia entre dos conexiones es un tensor.

Prueba: Note que por propiedad z72) y iv) de la definicidn, si sabemos como
actua V_ en co-vectores sabemos como actiia en vectores y asi por z) y i1)
en cualquier tensor. En efecto, si conocemos V_w, para cualquier w, luego
V.[% es el tensor de tipo (1,1) tal que cuando contraido con un w, arbitrario
nos da el co-vector

(Vi)Yw, =V (w,l*)=1*(V w,), (3.25)

el cual conocemos ya que por iv) también sabemos coémo acttia V, en escala-
res. Por lo tanto es suficiente ver que

<@C—V5> wd:Cbmfwb (3.26)

para algtin tensor C?__. Probemos primero que dado cualquier p € M,
<VC -V C) w,|, depende solo de w,|, y no de su derivada. Sea w/ cualquier
. . N
otro co-vector tal que en p coinciden, es decir (w, — )|, = o. Luego da-
da una co-base suave {u'} en un entorno de p tendremos que w, — w’ =
a a

2. [l con f* funciones suaves que se anulan en p. En p tenemos entonces

ﬁc <wﬂ - w;) _vc (wa - w;) = Zi ﬁC (]_”/l;) _Zi _vc (fz‘u;>
= Xul (Ve =Vef') =0
i (3-27)
ya que por 1) V. y V_ deben actuar del mismo modo en escalares -y en
particular en las f*~-. Esto muestra que

<@c_vc> w:z: <@C_VC> w, (3-28)

y por lo tanto que <@C — VC> w, depende de solo w,|,, y obviamente en for-
ma lineal. Pero entonces (@C - VC> debe ser un tensor de tipo (1,2) que esta
esperando comerse una forma para darnos el tensor de tipo (0,2) (@ —V C) w,.

Es decir (@C — VC> w, =C?_w,,lo que prueba el teorema.
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Note que condicidn v) nos dice que V,V, f =V, V_f, tomando w, =
V,f obtenemos

VoV = VS

vawb

Vw0, +C, V. f (-29)
V.V f+Co V. f.

Como V. f], puede ser un co-vector cualquiera vemos que la condicion de
ue no haya torsiéon implica que C¢_;, es simétrico en los indices inferiores
y ab )

c — Cc
Cap=Cpa
Ejercicio: ¢Como actlia (VC — VC> en vectores?

Ejercicio: Exprese el corchete de Lie en términos de una conexion cualquiera
y luego pruebe explicitamente que no depende de la conexién empleada.

Ejercicio: SeaA;, _, untensor totalmente antisimétrico. Muestre que Vi, A 1,
es decir la antisimetrizacion total de V, A, , no depende de la derivada co-
variante empleada.

La diferencia entre una conexion cualquiera V, y una proveniente de un
sistema de coordenadas {x’} es un tensor llamado simbolo de Christoffel de
V. con respecto a las coordenadas {x'}, T"? ,

¢ ca

V.w, zacwa—l-rcbﬂwb. (3.30)

El conocimiento de este tensor es muy util en la practica, pues nos permite
expresar V, en término de la conexién coordenada correspondiente, d..

Como hemos visto en una variedad M existen infinitas formas de romar
la derivada de un tensor. ;Hay alguna natural o privilegiada? La respuesta es
no, a menos que pongamos mas estructura en M. Intuitivamente la razén de
esto es que en M no sabemos comparar [*|, con [“|, si p y g son dos puntos
distintos. *

¢Es suficiente la presencia de una métrica en M para poder realizar esta

comparacion? jLa respuesta es si!

+Note que una manera de comparar vectores infinitesimalmente cercanos, dado un campo
vectorial m*, es con el corchete de Lie de m* con [, [m,[]. Esto no es lo apropiado ya que

[m,1]7], depende de la derivada de 7 en p.
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Teorema 3.3 Sea g, una métrica (suave) en M, luego existe una sinica derivada
covariante V  tal que V g, = o.

=l .y .
Prueba: Sea V. una conexion cualquiera y sea V, tal que Vg, = o, es sufi-
. o ey . ’ :
ciente mostrar que esta condicion determina univocamente el tensor diferen-
cia, C¥_,. Pero,

O:Vagbc :@agbc_cdabgdc_cdacgbd (3'31)
O s€a ~
Ccnb + Clmc = Va 8he (3'32)
pero también

a<b Cba+Cabc = ?bgac

4

ce—b Cbca+cacb = vcgab' (3.33)

Sumando estos dos ultimos, sustrayendo la primera y usando la simetria de
los dos tltimos indices obtenemos

ZCabc = @b 8T @cgab - @agbc (3'34)
I

CﬂbcZzg“d{@bgdc‘i‘@cgdb—@dgbc} (3-35)

Notese que la existencia de una métrica no es equivalente a la existencia de
una conexion. Hay conexiones V. para las cuales no existe ninguna métrica
g, tal que Vg, = o, es decir hay tensores C*;,_ para los cuales no hay
ninguna g,, que satisfaga (3.35s).

Ejercicio: Si V. es una derivada correspondiente a un sistema de coordenadas
V.= d. el simbolo de Christoffel correspondiente es

I
a ad
Iy = 78 {9 84c+ .84 — 98} (3.36)

Muestre que sus componentes en ese sistema de coordenadas estan dadas por,

I

7 il
Fj/e:;g {8+ — g} (3-37)

donde g;; son las componentes de la métrica en el mismo sistema de coorde-
nadas.
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Ejercicio: La métrica Euclidea de IR? en coordenadas esféricas es
ds*=(dr)" +r*((d0)* +sen*0(dyp)*).

Calcule el Laplaciano A = g**V_V, en estas coordenadas.

*E] tensor de Riemann

¢Dada una derivada covariante en una variedad, es posible definir campos ten-
soriales que solo dependan de ella y por lo tanto que nos den informacién
sobre ésta?

iLa respuesta es si! El siguiente tensor se denomina tensor de Riemann o de
i P g

Curvatura y solo depende de la conexién:

ZV[ﬂvb]lC = (Vﬂvb _vaa) € Z:Rcddbld ViceTM.

Ejercicio: Muestre que la definicion de arriba tiene sentido, es decir que el
lado izquierdo, evaluado en un punto p cualquiera de  solo depende de /|,

y por lo tanto podemos escribir el lado derecho para algin tensor R,

Ejercicio: Sea V, otra derivada covariante. Calcule la diferencia entre los res-
pectivos tensores de Riemann en términos del tensor que aparece como dife-
rencia de las dos conexiones.

Notas bibliograficas: Recomiendo el libro de Wald [6], sobre todo por su
notacién moderna, ver también [21]. El lenguaje de la intuicidn es la geo-
metria, es la herramienta que nos permite visualizar los problemas, tocarlos,
darlos vuelta a nuestro gusto y luego reducirlos al dlgebra. Entender la geome-
tria es la forma mas eficiente de entender la fisica ya que ésta solo se entiende
cabalmente cuando es traducida a un lenguaje geométrico. No abuse de ella,
es un area muy vasta y es facil perderse, aprenda bien lo basico y luego solo
lo que le sea relevante.
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CAPITULO 4

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

4.1. Introduccién

En este capitulo comenzaremos el estudio de los sistemas de ecuaciones
diferenciales en derivadas ordinarias -EDO de ahora en mas-. Estos siste-
mas aparecen constantemente en fisica y conjuntamente con los sistemas de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, ~EDP de ahora en mas- que
estudiaremos en la segunda parte de este curso, forman el esqueleto matema-
tico de las ciencias exactas. Esto se debe a que la mayoria de los fendmenos
fisicos se pueden describir en término de estas ecuaciones. Si el parametro
libre -0 variable independiente- tiene la interpretacion de ser un tiempo, en-
tonces estamos frente a ecuaciones de evolucion. Estas nos permiten, para
cada estado inicial del sistema, conocer su evolucion temporal, es decir nos
dan la capacidad de hacer predicciones a partir de condiciones iniciales, lo
cual es el aspecto caracteristico de toda teoria fisica. '

Existen otros fendmenos fisicos descriptos por EDO que no tienen un
caracter evolutivo. En general en estos casos estamos interesados en estados
de equilibrio del sistema. Por ejemplo si queremos ver qué figura describe la
cuerda de secar la ropa que tenemos en casa. Estos casos no seran incluidos
en la teoria de EDO que desarrollaremos a continuacién, sino que sus casos
mas sencillos seran tratados como casos especiales (unidimensionales) de las
EDP elipticas.

Si bien la fisica cudntica, o mas precisamente la teoria de campos cuan-
ticos, nos muestra que una descripcion de los fendmenos fisicos a esa escala
microscopica no es posible por medio de los sistemas de ecuaciones diferen-
ciales ya mencionados, usualmente nos ingeniamos para encontrar aspectos

"En algunos casos se da que la variable independiente no es el tiempo sino algtin otro
parametro, pero la ecuacién también puede ser considerada como describiendo evolucién.
Por ejemplo si queremos ver cémo varia la densidad de un medio al aumentar la temperatura.
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parciales de estos fendmenos, o ciertas aproximaciones en donde si es posible
una descripcion en término de estos sistemas. Esto no se debe a un capricho
o empecinamiento, sino al hecho de que nuestro conocimiento de las EDO,
y en menor medida de las EDP, es bastante profundo, lo cual nos permite
manejarlas con relativa facilidad y comodidad. Por otro lado, y es importante
remarcarlo, nuestro conocimiento del tipo de ecuaciones que aparecen en las
teorias de campos cuanticos no-lineales es, en comparacion, practicamente
nulo.

4.2.  El Caso de una Unica Ecuacién Ordinaria de Primer Orden

4.2.1.  Ecuacién Auténoma de Primer Orden

Esta tiene la forma:

. dx B
X—E—f(x) (4.1)

0 sea una ecuacion paraun mapa x(¢):/ C R— U C R.
Supondremos f : U — IR continua. Una solucion de esta ecuacion serd un
mapa diferenciable ¢(t) definido para todo / y con imagen en U . Diremos
que ¢(t) satisface la condicion inicial x, en t =t €I si

(to) = X, (4-2)

Como veremos a continuacion bajo ciertas hipotesis la condicién inicial que
una solucion cumple la determina univocamente.

La ecuacion 4.1 se puede interpretar geométricamente de la siguiente for-
ma. En cada punto del plano (x, #) marcamos una rayita", es decir un campo
de direcciones de tal forma que el angulo que forma con el eje x =cte tenga
tangente igual a f(x) .

Ejemplo: % = x3. [Ver figura (4.1).]

Como ¢(t) tiene derivada f(¢(t)), en el punto (¢(¢),t), ¢(t) sera tan-
gente a la rayita en ese punto. Si nos paramos en algiin punto (x.,?,) por
donde ésta pase podremos encontrar la solucion siguiendo las rayitas. Por lo
tanto vemos que dado un punto por donde la solucion pasa, siguiendo una
rayita determinaremos una unica solucion. Esto en particular nos dice que
en este grafico la mayoria de las soluciones no se cortan. Como veremos mas
adelante la unicidad de la solucién se da si la rayita en cada punto tiene una
tangente no nula. Por otro lado, es claro del caso en la figura anterior, 4.1, que
si comenzaremos con el punto (x, = o, ,) tendriamos dos opciones, o bien
dibujar la linea ya dibujada (¢, ¢) o simplemente la linea (o, t).
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Figura 4.1: Interpretacién geométrica de la ecuacién f(x) = x'/2.

Ejercicio: Extender esta intuicion grafica al caso x = f(x, t).

Ejemplo: De hecho la ecuacién % = x'/? tiene dos soluciones que pasan por
(0,0),
tz
plt)=oy p=— (4-3)

dx _ /2y _
En efecto, supongamos x(z) # o entonces 5= dt o 2(x'/* — x')=

X = <£>2 (4-4)

La otra es trivialmente una solucién.

t—t,,tomando x, =t,=o0

La unicidad de las soluciones se obtiene, aun en el caso en que f(x) se
anula, si en vez de pedir que f(x) sea continua se pide un poquito mas, y eso
es que, donde se anula, digamos en x_ , se cumpla que

i J’C dx es)
m = 00, 4.5
€0 X, +€ f(x)

o alternativamente que para € > o suficientemente pequeflo, exista k& > o tal
que,

) <klx—x,] si|x—x,|<e. +6)
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O sea que f(x) vaya a cero cuando x — x, a lo sumo tan rapidamente
como una funcién lineal. Esta condicidn se llama condicion de Lipschitz. De
ahora en més supondremos que f'(x) es diferenciable y por lo tanto Lipschitz.

Ejercicio: Vea que esta condicion es mas débil que pedir que f sea diferencia-
ble en x,.

Solucién: La funcién f(x) = xsin(<) es Lipschitz en x,, pero no es diferen-
ciable.

Asi llegamos a nuestro primer teorema sobre ecuaciones ordinarias.

Teorema 4.1 Sea f(x): U — IR continua y Lipschitz en los puntos donde se
anula. Luego

i) Por cada t, € IR, x, € U existe un intervalo I, € IRy una solucién ¢(t)
de la ecuacion 4.1 definida N t €1, y la condicidn inicial ¢(t,) = x, ;

i1) Dos soluciones cualesquiera ¢ , ¢, de 4.1 satisfaciendo la misma condicion
inicial coinciden en algiin entornode t =t

i11) la solucion ¢ de 4.1 es tal que

o(t) dx
x, J(x)

t—t, =

si f(x)#o (4.7)

Nota: La solucion cuya existencia asegura este teorema es valida en un inter-
valo /, abierto, que el teorema no determina. Por lo tanto la unicidad se da
o

solo en el maximo intervalo que esas tienen en comun.

Prueba:

Si f(x,) = oluego ¢(t) = x, es una solucion.

Si f(x,) # o luego por continuidad existe un entorno de x, donde f(x) #
oy por lo tanto 1/f(x) es una funcidn continua, esto implica que la integral
en 4.29 es una funcion diferenciable de sus extremos de integracion, los que

llamaremos ¢(x) — ¢(x,) .
Por lo tanto tenemos,

=ty =g(x) = Plx,) (4-8)
O seadado x obtenemos ¢ y ademas esta relacion se cumple automaticamente
que cuando x = x,, t = t,. Queremos ahora despejar x de esta relacion, es

decir encontrar ¢(t).
Pero

dg|
Ex:{_f({)# : (4-9)
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Por lo tanto el teorema de la funcion inversa nos asegura que existe un /, 'y
una snica ¢(t) diferenciable, definida para todo ¢ €1, y tal que ¢(t,) = x, ¥
t—t,=¢(p(t))— ¢(x,). Formando su derivada obtenemos,

=flp®) (419

oot] L)
—o(t) LI cpe)

dt dt
lo que demuestra que es una solucion, necesariamente unica de 4.1 con la
condicioén inicial apropiada.

Solo resta ver que en el caso en que f(x,) = o la solucion es unica. Para
ello utilizaremos el siguiente Lema.

Lema 4.1 Sean f, y f, funciones reales en U C IR tal que f,(x) < f,(x) Vx €
U y sean ¢y @, respectivas soluciones a las ecuaciones diferenciales que éstas
generan, definidas en un intervalo I € Ry tal que ¢ (t,) = ¢, (t,) para algin
t, €1. Luego

0 (DS p(t) V>t €l (411)

Prueba: Trivial, el que corre mas rapido en cada sector del camino gana! Sea
el conjunto S ={t >, €I|¢ (t)> ¢,(¢)}.Sea T > ¢t,, T €1 la mayor de las

cotas inferiores de S. En este instante ¢ (7') = ¢ _(T'), pero

do,

do,
dt <

dt

(4.12)

t=T t=T

Por lo tanto existe ¢ > o tal que paratodo t € [T,¢), ¢ (¢) < ¢,(t) lo que es
una contradiccion, a menos que sea el Gltimo valor en 7.

Con la ayuda de este Lema probaremos la unicidad de la solucién. Sea
@ (t) una solucién con ¢ (t,) = x, pero distinta de la solucion ¢(¢) =x, V t.
Supongamos entonces que existe ¢, > t, tal que ¢ (t,) = x, > x,, los otros
casos se tratan similarmente. [Ver figura 4.3.]

Si elegimos x, bastante proximo a x, se cumple

flx)<k|x—x,] ¥V x, <x<x, (4.13)

y por lo tanto que ¢ (t) < ¢ (t), YV t, <t < t,, donde ¢ (2) es la solucién
de la ecuacion x = k(x — x,) con condicion inicial ¢ (¢,) = x,. Pero ¢ (¢) =
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Figura 4.2: Prueba del Lema 4.1.

Figura 4.3: Prueba de la unicidad de la solucion.
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x4 (x, —x,)e*t=4) que tiende a x, sélo cuando ¢ — —oo. Por lo tanto ¢ (z)

no puede tomar el valor x, para ningin ¢ < ¢, finito y por lo tanto tenemos
una contradiccién @

La solucion cuya existencia y unicidad acabamos de demostrar no sélo se
puede pensar como un mapa entre /, y U sino también como un mapa g!

t

entre U, x I, y U (U, entorno de x,). El mapa g lleva (x, ) al punto ¢(z)
donde ¢ es la solucion de 4.1 con condicién inicial ¢(o) = x.

Estos mapas, o difeomorfismos locales, se denominan flujos de fase lo-
cales, (ya que en general no se pueden definir en todo 7, x U) y satisfacen la

o . . s

siguiente importante propiedad de grupo; Si ,8 E'[O_ lgego gt =glog, .

Por la forma en que aparecen las condiciones iniciales en el Teorema an-
terior es facil ver, usando nuevamente el teorema de la funcién inversa, que si
f(x,) #oluego g¢ es diferenciable también con respecto a x.

Corolario 4.1 si f(x,) # o luego g : U, x I, — U es diferenciable en ambos
tyx.

Nota: La restriccion f(x,) # o es innecesaria como veremos mas adelante.

Del uso del Teorema de la funcién inversa en el Teorema 4.1 también si-
gue que si consideramos el conjunto de las soluciones distinguiendo cada una
por su condicion inicial, [¢(x,, t,, ) es la solucion que satisface ¢(t,) = x,],
luego la funcidn ¢(x,,t,,t) : U x I x I — U es diferencible con respecto a
todos los argumentos. Es decir que si cambiamos levemente las condiciones
iniciales, luego la solucion solo cambiara levemente. Mas adelante daremos
una prueba de todas las propiedades, incluyendo el Teorema 4.1 para los sis-
temas generales, o sea la ecuacion 4.30.

Ejemplo: Sea x(¢) el nimero de bacterias en un vaso de cultivo al tiempo ¢. Si
el nimero es lo suficientemente grande podemos pensarla como una funcién
suave, diferenciable. Si a su vez este niimero no es tan grande de modo que
su densidad en el vaso sea lo suficientemente baja como para que éstas no
tengan que competir por aire y alimento, luego su reproduccion es tal que
x(t) satisface la ecuacion,

I
X=ax a=cte.~2,3—, (4.14)

dia
o sea la velocidad de crecimiento es proporcional a la cantidad de bacterias
presentes. La constante « es la diferencia entre la tasa de reproduccion y la de
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extincion. Aplicando el Teorema 4.1 sabemos que la ecuacion nos permite,
dado el nimero de bacterias x, al tiempo ¢, conocer el nimero de éstas para
todo tiempo. En efecto la solucion de 4.14 es

dx
— =adt (4.15)
x
Integrando ambas partes
X
In==a(t—1t) o; x(t)=x,e* ("% (4.16)

xO

O sea que el nimero de bacterias crece exponencialmente, a menos por
supuesto de que x, = o, y depende continuamente del nimero inicial. Se debe
advertir que st bien la dependencia es continua la diferencia entre soluciones
con condiciones iniciales distintas crece exponencialmente.

El flujo de fase es en este caso g’ = xe*! y aqui es global. Con ese creci-
miento es facil darse cuenta que en pocos dias el nimero de bacterias y por lo
tanto su densidad sera tan grande que éstas entraran a competir entre si por
el alimento lo cual hara disminuir la velocidad de crecimiento. Se observa
experimentalmente que este hecho se puede tomar en cuenta incluyendo en
la 4.14 un término proporcional al cuadrado del nimero de bacterias.

a
Xx=ax—bx* b=—. (4.17)
375

Si x es pequefia el primer término domina y x comienza a crecer, como
ya vimos, en forma exponencial hasta que el segundo término comienza a ser
importante y la velocidad de crecimiento decrece tendiendo a cero cuando
x=x talqueax,—bx>=o00a—bx,=oo0x;=a/b=~37sbacterias. Como

5 . .. 5 .
@(t) = x, es una solucién , debido a la unicidad, la solucidén que tiende a x;
que describimos arriba no puede alcanzar el valor x, en un tiempo finito. Siel
numero de bacterias presentes es mayor que 375 la velocidad de crecimiento

sera negativa y la solucién nuevamente tendera asintoticamente a x;
La solucién general de 4.17 puede ser obtenida de forma analoga a la

de 4.14 y es,

alb

. +( a_ I)e—a(t—to)
bx

(s}

(4.13)

lo cual confirma el analisis anterior.
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Figura 4.4: Distintas soluciones de la ecuacion de crecimiento bacteriano:
_ e _ 4 _ _
gﬂl(to) =0 gﬁz(to) =X, = b <P3(t) =X, < XY §04(t) =X, > X

Este ejemplo nos permite introducir dos conceptos claves en el area. El
primero es el de solucion estacionaria o de equilibrio . Estas son las solucio-
nes constantes o sea son tales que x; = f(x,) = o o sea las raices de la funcién
f(x). Parala ecuacion 4.14 x, = o, para la ecuacion 4.17 x, =0 y a/b.

Note que no siempre existen soluciones estacionarias, por ejemplo la
ecuacion con f(x) = 1 no las tiene, pero cuando existen el problema de en-
contrarlas se reduce a resolver una ecuacion a lo sumo trascendente. Debido
a la unicidad de las soluciones, esto nos permite dividir el plano (x, ¢) en fran-
jas tales que si una solucidn tiene condiciones iniciales en esta franja ésta debe
permanecer en ella.

El segundo concepto es la estabilidad de estas soluciones. La solucion
x, =ode 4.14y 4.17 no es estable en el sentido que si elegimos como condi-
cion inicial un punto en cualquier entorno de esta solucién, la solucion co-
rrespondiente se apartara inicialmente en forma exponencial de la anterior.
Por lo contrario la solucion de 4.17 x, = a/b es estable en el sentido que si
tomamos valores iniciales proximos a ésta las soluciones correspondientes se
aproximaran asintoticamente (en el futuro) a la anterior.

Las soluciones inestables no tienen interés fisico ya que la mas minima
perturbacion del sistema originara una solucion que se alejara rapidamente
de la solucién inestable. Esto no es asi en el ejemplo anterior pues el nimero
de bacterias es discreto y la ecuacion solo representa una aproximacion. Si
el vaso de cultivo esta esterilizado y herméticamente cerrado luego no hay
posibilidad de crecimiento bacteriano. Mas adelante analizaremos en detalle
el problema de la estabilidad.
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4.2.2. Extendiendo la Solucion Local

Si nos olvidamos del modelo fisico que describimos con 4.17 y tomamos

. , . ,o. b—
z, < o, t, = o, por ejemplo, habra un tiempo maximo, t; = dlln[a/_—zoz"],
finito para el cual la solucién diverge, es decir,
lim z(t) = oo. (4.19)

t—ty

Esto muestra que el teorema anterior solo puede asegurar la existencia de
un intervalo 7 para el cual la solucion existe. Lo maximo que podemos con-
cluir en forma general, es decir sin que se dé mas informacién sobre £, es el
siguiente Corolario del Teorema 4.1.

Corolario 4.2 Sea U C IR el dominio de definicion de f, U, un intervalo com-
pacto [es decir cerrado y acotado ] de U, z, € U,. Luego la solucion (p(z,,t,,t),1)
de la ecuacion 4.1 puede ser extendida o bien indefinidamente o bien hasta la
frontera de U.. Esta extension es #nica en el sentido que cualquier par de so-
luciones, (¢ (2y,ty,t),1,), ©,(2,5t,,t),1,) coinciden en la interseccion de sus
intervalos de definicion, =1 N1,.

Prueba: Primero probamos la version global de la unicidad de la solucion. Sea
T la menor de las cotas superiores del conjunto {7 | ¢ (z,,t) = ¢,(z,,t)V ¢, <
t < 7}. Supongamos en contradiccién que 7 es un punto interior de I, N 1,.
Por continuidad tenemos, ¢ (z,,T) = ¢,(z,, T), pero por el resultado del
Teorema 4.1, usando condiciones iniciales ¢ (z,,T’), en T vemos que ambas
soluciones deben coincidir en un entorno de 7', lo que contradice que T sea
el maximo. Asi es que T debe ser un extremo de alguno de los intervalos de
definicion por lo que las soluciones coinciden en I, N1, N {¢|¢t > ¢t,}. El caso
t <t, se trata similarmente y por lo tanto las soluciones coinciden en todo
InL.

Segundo construimos la extension. La idea es que si dos soluciones coin-
ciden en I, N1, luego las podemos combinar y formar unaen 7, U1,

(p(t):{ @ (t) Vel

p,(t) Viel,. (4-20)

Sea T la cota superior minima de {7|p(t) existe y esta contenida en
U Vt, <t <t} SiT = oo no hay nada que probar, por lo tanto supon-
gamos I < oo. Probaremos que existe ¢(t) definida paratodo t, <t < T
y tal que ¢(T') es uno de los extremos de U,. El Corolario 4.1 nos dice que
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Figura 4.5: Unicidad global.

Figura 4.6: Extendiendo la solucién.
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dado cualquier Z € U, existen ¢; > oy un entorno de z, V, C U tal que
para cualquier z € V; existe una solucion con condiciones iniciales ¢(t,) =z
definida paratodo t en |t — ¢,| < €;. Como U, es compacto podemos elegir
un némero finito de puntos Z; tal que U, C [ JV; . Sea € > o el minimo de
los €; . Como T es la cota superior minima existe 7 entre 7 — ¢ y T tal que
p(t)€ U Vt, <t <7, pero como ¢(7) € U, estd en alguno de los V; existe
una solucion ¢(¢) definida para todo ¢ en |t — 7| < € con condicién inicial
@(t) = ¢(7). Usando @(¢) podemos ahora extender ¢, cuya extension llama-
remos @, al intervalo 1, <t < v+ ¢. Pero ¢(0) € U Vi, < 0 < T ya que
¢(0) = ¢(0) € U, y de otro modo T no seria una cota superior minima.
Por continuidad ¢(T") € U, y como por definicién de T para todo intervalo
abierto, I, conteniendo T, ¢[I;] & U, concluimos que $(7) es un extremo

deU. &

4.2.3. El Caso No-autéonomo

Este es el caso en que en vez de 4.1 tenemos

dz
=60, (.21)
La interpretacion geométrica es la misma, solo que ahora las rayiras tienen
un angulo que depende también de la variable t, por lo tanto esperamos que si
comenzamos en un punto (¢,,z,) y trazamos una curva tangente a las rayitas
obtendremos también una tnica solucién. Este es en realidad el caso, pero su
discusién estara comprendida en la teoria general de sistemas auténomos de
primer orden que enunciaremos mas adelante.

Suponiendo ciertas condiciones para f(z,t) —por ejemplo que sea Lips-
chitz con respecto a ambas variables - se puede ver que también existen flujos
locales, pero éstos ahora dependen también de ¢, y no solo de la diferencia

entre el tiempo inicial y el final. Denotaremos a estos flujos como, g! (2) y la
. . t °
propiedad de semigrupo que cumplenes g/ 0 g,'(z) = g/ (2).
Hay una clase especial de ecuaciones no-auténomas que se puede redu-

cir al ya estudiado. Esta es la clase donde f(z,t) se puede escribir como el
cociente de dos funciones, una de z y otra de ¢,

f(z,t)=—. (4.22)

En este caso la interpretacion geométrica es que el parametro ¢ no es el mas
indicado para describir este sistema. Esto se remedia eligiendo otro parametro



dr _ 1
7 dado por, = = 77,0

Ldre (029
T—7,=| —. 4.23
t, h(2)
Una vez que se obtiene ¢(7) [Ver el Teorema 4.1] debemos resolver,
dz
=g, 429
T

[Usando nuevamente el Teorema 4.1], obteniendo ¢(7). La solucién con res-
pecto al parametro original se obtiene definiendo ¢(z) = ¢(7(t)).

4.3. Reduccidn a Sistemas de Primer Orden

Definicion: La ecuacidon diferencial ordinaria general de orden 7 es una
ecuacion de la forma:

Fle,xW, . x") 1) =0 (4-25)
Es decir una ecuacién implicita de x, un mapaentre / C Ry U C R™*",
ix
s . , . . dti
denota la i-ésima derivada con respecto al parametro independiente, ¢) hasta
el orden 7 2.

(0 sea x es un vector de 7 componentes), y sus derivadas (donde x(*) = d—]

Definicion: Diremos que el mapa m-veces diferenciable x(¢): I — R” esuna
solucion de la ecuacion anterior si F evaluada en este mapa esta bien definida
y es idénticamente nula en todo el intervalo 1.

En este curso supondremos que 4.25 puede ser resuelta para x” , o sea
que 4.25 es equivalente a la siguiente ecuacion:

X" = f(x,x(l),...,x(”_l),t) (4.26)
enabiertosI c/ c Ry Uc Uc R”

Ejemplo: La EDO F(x, x("), t) = ((x(")*— 1) = o implica una de las siguientes
EDO en nuestro sentido:

0 (4.27)

2En realidad para definir correctamente 4.25 se deben dar los abiertos U? para la i-ésima
derivada con respecto a x donde F est4 definida.
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Si conocemos los valores de x y sus derivadas hasta el (7 — 1)-ésimo or-
den en un punto ¢, entonces la ecuacion 4.26 nos permite conocer la m-ésima
derivada en dicho punto. Si suponemos que f es continua entonces esto nos
permite conocer x y sus derivadas hasta el (7 — 1)-ésimo orden en un punto
t,~+ ¢ suficientemente cercano (el error en que incurriremos sera del orden de
¢ X derivadas de f), pero entonces podemos usar nuevamente la ecuacion 4.26
y asi conocer aproximadamente la 7-ésima derivada de x en ¢ +¢. Prosiguien-
do de este modo podemos lograr una solucion aproximada en un intervalo
dado. Al menos intuitivamente, pareceria que haciendo el intervalo ¢ cada
vez mas pequefio deberiamos obtener una solucion. jEsto en realidad es asi!
Y lo probaremos mas adelante en el curso. Lo importante por el momento
es el hecho de que para obtener una solucion debemos dar en un punto ¢,
el valor de todas las derivadas de la variable incognita de orden menor de la
que determina el sistema, es decir de la que aparece en el lado izquierdo de la
ecuacion 4.26.

m

Introduciendo #' = x , #* = x| ..., 47 = x(m=1) | podemos escri-

bir 4.26 de la forma:

i i3
(4-28)
it o= f(EN . 8T

donde hemos denotado con un punto sobre la funcién su derivada con respec-
to al parametro ¢. Por lo tanto 4.26 es equivalente a una ecuacion de primer
orden para el vector de vectores # C U C R**",

ft:\N/(ﬁ,t) (4.29)

donde V es también un vector en algiin subconjunto de R"*™. Si V (i, t)
depende explicitamente de ¢ entonces podemos agregarle a # otra compo-

nente, la (7 X m + 1)-ésima con #"*”*' = ¢, y por lo tanto tenemos que

AnXm+1) .y , PP .,

i = 1. La ecuacion 4.29, mas esta tltima ecuacion, toman la forma,
n="Vu), (4.30)

donde u = (i, ™™ *") y

; Vi, 57"t si1<i<mxn
viay={ V' A (e31)

I sizt=nXm+1),

102



un mapa entre U C R"*7" 'y R,
Asi es que arribamos al siguiente teorema.

Teorema 4.2 (de Reduccion) Sila funcion f del sistema 4.26 de m ecuaciones
diferenciales ordinarias de orden n es diferenciable, luego este sistema es equiva-
lente a un sistema de m X n + 1 ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden gue no dependen explicitamente de la variable independiente. Es decir por
cada solucion del sistema 4.26 podemos construir una solucion del sistema 4.30y
viceversa.

Prueba: Claramente dada una solucidn del sistema 4.26 suficientemente dife-
renciable podemos escribir con ella un vector # y éste satisfara (porque asi lo
construimos) el correspondiente sistema 4.30. Por lo tanto toda solucion del
sistema original es solucion del sistema de primer orden asociado a él.

Para probar el inverso, es decir que toda solucion #(z) del sistema 4.30
da origen a una del sistema 4.26, solo es necesario tomar repetidas derivadas
de las primeras componentes, x(¢) = #'(t), e ir usando las ecuaciones en
el correspondiente orden hasta obtener el sistema original satisfecho por la
enésima derivada de x(z) &

Este teorema es importante pues nos permite abarcar toda la teoria gene-
ral de las ODE a partir del estudio de la ecuacion 4.30, la cual como veremos
tiene un sentido geométrico claro. Sin embargo se debe tener en cuenta que
muchas veces en fisica aparecen subclases de ecuaciones muy especiales con
propiedades particulares de mucha importancia fisica que la teoria general no
contempla.

Ejemplo: Péndulo Matematico

X=kx u'=x,u"=x
i '\ _[ o 1 u' (
dt u? - k o u> 4-32)

Note que si # = y(t): 1 — U es una solucion de 4.30 luego Vs € IR tal
que t +s €1, y(t +s) es también una solucion. En efecto,

d d
e+ =0 =V )= V)l - 439

t=t t=t,+s
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Debido a esto de ahora en mas tomaremos ¢,, el punto donde daremos la
condicion inicial, igual a cero.

Ejercicio: Si # = sin(t) : IR — [o,1], es una solucién de 4.30 pruebe que
u = cos(t) también lo es.

4.4. Sistemas de EDO

¢Tienen los sistemas de EDO una interpretacion geométrica? Como ya
vimos estos tienen la forma genérica.

dx’ o .

E:v(x]) 1=1,...,m. (4.34)
Sea y(t) una curva entre un intervalo / € IR y M una variedad de » dimen-
siones. Sea p = y(t,) un punto de M y (U, = (x',...,x")) una carta con
p € U.Luego go y(t)=(x'(t),...,x"(t)) es un mapa entre / y un abierto de

dx!
R,y —,son las componentes del vector tangente a y en la base coordenada
t .

{x;} en el punto y(z) de M. Por lo tanto v*(x/) son las componentes de un
campo vectorial v en la base coordenada {x;} en el punto p € M correspon-
diente a ¢(p) = (x',...,x”). Vemos asi que los sistemas de EDO se pueden
interpretar como un campo vectorial v en una variedad M, y sus soluciones
como curvas y(t) tal que su tangente en todo punto sea v.

Ejemplo: El péndulo Fisico

(9 = —sinf 6

0 = z (4-35)
7 = —sinf

d d

Aqui el campo vectorial es z— —sinf—,
‘ a0 Jdz ) . .
note que el diagrama en el plano se repite cada 27t segin el eje 6. En realidad
la ecuacion tiene sentido fisico en un cilindro, siendo & la variable angular, o
sea la variedad es un cilindro. Las curvas integrales, o sea las imagenes de los
mapas y(t) que son soluciones, se construyen siguiendo los vectores de tal

modo que éstas sean siempre tangentes a las curvas.
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Figura 4.7: El péndulo Fisico.

Figura 4.8: La variedad Péndulo Fisico.
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Del ejemplo queda claro que en general si damos un punto de M siguiendo
los vectores, a partir de éste, podremos encontrar una solucidén y(t) que pasa
por este punto. Si tenemos dos soluciones y (), v,(¢) éstas no se pueden
cruzar -sin ser tangentes— en los puntos donde el campo vectorial es distinto
de cero [ya que de otro modo sus tangentes darian dos vectores distintos en
el punto]. Si se supone que el campo vectorial es diferenciable luego se puede
ver que distintas curvas nunca se pueden tocar y por lo tanto las soluciones
son unicas.

Por supuesto, como se ve por ejemplo en la figura 4.8, una misma curva
si se puede intersectar (note que esto solo puede suceder si el sistema es aut6-
nomo, ya que de lo contrario, la inclusion de la variable temporal hace que
ninguna curva se pueda intersectar). En tal caso se puede probar que esa solu-
cion es periddica, es decir que existe 7 > o tal que y(¢ +T) = y(t). Note en
particular que esto implica que y esta definida para todo ¢ en R.

Problema 4.1 Si M es una variedad compacta (ejemplo: una esfera o un toro) se
puede probar usando Corolario 4.2 que todas sus curvas de fase estin definidas
para todo t. Sin embargo existen algunas que no son cerradas, dé un ejemplo.

4-4.1. Integrales Primeras

Dado un campo vectorial v en M, si existe f : M — R no constante tal
que v(f) = oen M luego diremos que f es una integral primera o constante
de movimiento del sistema de EDO generado por v.

Se puede demostrar que si 7 es la dimension de M, luego localmente,
alrededor de puntos donde v # o, existen 7 — 1 integrales primeras funcio-
nalmente independientes sin embargo es facil encontrar campos vectoriales
que no tienen ninguna integral primera.

Ejemplos-Problemas

Problema 4.2 El sistema
‘x.l = xI
X, = X,

no tienen ninguna, ;por qué? Aynda: Dibuje las curvas integrales.

Problema 4.3 Considere el sistema

—
=- _?1-
[
%“H%“



en el toro (obtenido identificando los puntos (x,, x,) y (x,+n,x,+m) de IR). sPa-
1a cudles valores de k_ , k, existe una integral primera y para cudles no? Aynda:

idem 1).

Problema 4.4 Las ecuaciones de Hamilton de la mecinica clasica forman un
sistema de EDO,

| oH
9 = 3_]% (4.36)
) JH

pi = —(9—% (4.37)

i =1,...,n,donde H : R — IR es la funcion Hamiltoniano o energia. De-
muestre gue H es una integral primera de este sistema.

Los ejemplos anteriores muestran que hay sistemas de EDO que global-
mente no son derivables de un principio variacional.

Asi como el conocimiento de la energia de un sistema Hamiltoniano es
una ayuda inestimable para conocer la forma cuantitativa de su movimien-
to, el conocimiento de una integral primera de un sistema general de EDO
también brinda una gran ayuda ya que sabemos que las curvas de fase estan
restringidas a sus superficies de nivel (f = cte.) lo que nos permite reducir
efectivamente el orden de la ecuacién en uno: solo tenemos que considerar el
problema en la variedad dada por los puntos f = cte.

4.4.2. 'Teorema Fundamental de los Sistemas de EDO

Teorema 4.3 Sea v un campo vectorial continuamente diferenciable (C') en
un entorno de p € M. Luego,

i) Existe un entorno U, de p y un abierto I C IR, tal que dado cualquier
q € U, (t, €I) existe una curva diferenciable y,(t) : 1 — M satisfaciendo

] ol
dr |, 7(®) (4-38)
v,(t) = q.

ii) si }/q‘ y yqz satisfacen la condicion 1) lnego yq‘ = yqz enl'NI>

i11) y,(t) es también C' cuando es considerada como una funcion de I x
U, = M. O sea es continuamente diferenciable con respecto a la condicion ini-
cial.
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1v) Sea U una region compacta (acotada) de M, v € C'y p € U luego y,(t)
puede ser extendida (hacia adelante y /o hacia atrds) hasta la frontera de U. En
particular si M es compactay v € C'(M), luego y,(t) existe globalmente (para
todo t € IR).

Probaremos este teorema mas adelante, luego de introducir las herra-
mientas matematicas necesarias.

4.4.3. Dependencia en Parametros, Ecuacion de Variaciones

Una consecuencia, muy importante en las aplicaciones, del teorema fun-
damental es el siguiente:

Corolario 4.3 Sea v ) un campo vectorial diferenciable en U C M que depende
diferenciablemente de un parametro A € A C IR. Luego dados p € U, t, € I
y A, € A existen entornos U,, I, yA, tales que para toda terna (q,t,A) €
U, x1, xA,_ existe una sinica curva integral de v ), y,(¢): I, xA, — U, con
v,(0) = q. Esta depende diferenciablemente de q, t y A.

Prueba: Considere el campo vectorial (v ,0): U x A — T M x IR. Por hip6-
tesis este campo es diferenciable y por lo tanto tiene curvas integrales (y; , A)
que dependen diferenciablemente de las condiciones iniciales y por lo tanto

ded &

Advertencia: El intervalo 7, x A, donde la solucién es diferenciable no ne-
cesariamente es el intervalo de definicion de la solucién. Por ejemplo no es
cierto que aun cuando la solucién esté definida para todo ¢ en IR los limites
lim y,(¢)y lim y,(¢) conmuten.

T—o0 A=A,

La importancia practica de este corolario es que nos permite obtener solu-
ciones aproximadas a las ya conocidas. En efecto supongamos que para A =o
conocemos alguna curva integral de v|,_,, 7,(¢) con y,(0) = p. Tenemos
entonces, aplicando el Corolario y un desarrollo en serie de Taylor, que

ya(t) =y, () + Ay, () + O(A) (4-39)

o sea que y,(t)+ Ay,(t) es una buena aproximacion a y,(t) para A suficiente-
mente pequefio.
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Resta entonces encontrar la ecuacion que satisface y,(¢). Esta se obtiene
diferenciando con respecto a A la ecuacién diferencial en A = o,

£ (00 o
expandiendo y usando coordenadas
L 37)]: Y+ de! : (4-41)
R T N
=A () + b (b).

o sea la ecuacion para y,(¢) —usualmente llamada ecuacién de variaciones-
es una ecuacion lineal inhomogenea no-autbnoma. Como tomamos como
condicion inicial y)(0) = p YV A, la condicién inicial que consideraremos
para 4.4.3 es y,(0) =o.

Problema 4.5 ;Cudl seria la condicion inicial para y, si la condicion para v,
fuese y,(0) = p(1 — A)+ Ag? Considere solo el caso unidimensional pero piense
en el genérico.

Problema 4.6 Si decidiésemos considerar una aproximacion hasta segundo or-
den y) =y, + Ay, + Ay, + O(A3), squé ecuaciones obtendriamos para v,?

Ejemplo: a) Un cuerpo cae verticalmente en un medio de baja viscosidad, la
cual depende de la posicion y velocidad de éste.

X=—g +¢eF(x,x) ek 1 (4-42)

Calcule el efecto de esta resistencia en el movimiento.
La solucidn, x(t), dependera suavemente de ¢ por lo tanto podemos desa-
rrollar esta en serie de Taylor con respecto a ¢.

x(t)=x,(t)+e x,(t)+O(e?). (4-43)
La solucion para ¢ = o es claramente

t2
xo(t)=xi+vit—g7 ; (4-44)
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donde x; y v; son respectivamente la posicion y la velocidad inicial, mientras
que la ecuacién de variaciones es

%, = F(xp,%,),  x,(0)=o0, %,(0)=o0. (4-45)

Integrando obtenemos

0= [ Fon ez (4.46)

b) El segundo ejemplo es el de auto-oscilaciones.
Considere el sistema,

xl = x2+5f1(x1’x2)

x, = —x,+ef,(x,x,), para e<1. (4-47)

Sin pérdida de generalidad podemos asumir f;(o,0) = o. Cuando ¢ = o obte-
nemos las ecuaciones del péndulo -en la aproximacion de pequefias amplitu-
des- , 0 sea un sistema conservativo. Su energia -integral primera- esta dada
por E(x,,x,)= (x+x?)y sus curvas de fase son entonces circulos de radio

V2E.

Cuando ¢ > o las curvas de fase no son necesariamente cerradas, pero
debido al Corolario anterior a lo mas pueden ser espirales con una distancia
del orden de ¢ entre vuelta y vuelta. Estas pueden tender hacia algin pun-
to estacionario dentro del circulo 4/2E;, donde E; = energfa inicial, es decir
donde x, +¢ f,(x,,x,) = —x, + ¢ f,(x,,x,) = 0, 0 pueden aproximarse asin-
toticamente a alguna orbita cerrada o finalmente pueden diverger. Que estas
son las Gnicas opciones es el resultado de un teorema clasico de Poincaré-
Bendixson, el cual muestra que en general estas son las tnicas posibilidades
en dos dimensiones.

Para estudiar cual es el caso entre estos tres consideramos la variacion de
energia entre dos vueltas consecutivas.

Usando que,

E(x,,x,) = ¢(x, f, + x,1,) (4-48)

obtenemos

AE z j}i((g)fl dx, + f,dx,) + O(e?) (4.49)

donde la integral es a lo largo de un circulo de radio v 2E en la direccion del
movimiento. Es decir, hemos aproximado la curva con ¢ > o por la curva con
e=o.
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Si F(E) es positiva la energia aumenta y el sistema realiza oscilaciones
crecientes.

Si F(E) es negativa las oscilaciones disminuyen en amplitud y el sistema
tiende eventualmente a un punto de equilibrio.

Si F(E) cambia de signo, digamos en E = E_, se puede probar entonces
que cerca de este circulo hay una curva de fase I, cerrada.

Si F/(E )| F=E, © negativa I es un ciclo limite estable —cualquier curva de

fase cercana se aproxima asintéticamente a ésta- . Si F/(E)|,_, es positival’
—~o

es inestable.

Problema 4.7 Muestre que si hay dos ciclos limites estables luego debe haber
también al menos uno que es inestable.

De los dos ejemplos anteriores queda claro la importancia practica del
Corolario. La dependencia en forma diferenciable de las condiciones iniciales
también conduce a la ecuacion de variaciones, por lo tanto esta ecuacion, que
es lineal, inhomogenea, es de suma importancia y en el proximo capitulo la
estudiaremos en mas detalle.

4.5. Problemas

Problema 4.g (Kiseliov) Encuentre todas las soluciones de

dx 3
— =y, (4.50)
dr 2
Ayuda: hay infinitas y éstas se obtienen a partir de segmentos de algunas solucio-
nes particulares. Grafique algunas de estas soluciones.

Problema 4.9 (Kiseliov) Aplique el teorema de existencia y unicidad para de-
terminar las regiones donde las ecuaciones siguientes tienen solucion snica:

a) % =x+3x'/3,

b)x =1—cotx.

Jx=v1—x2

Problema 4.10 (Kiseliov) Resuelva las siguientes ecuaciones, en todos los casos

dé las soluciones generales en funcion de un dato inicial x_ para el tiempo inicial

t,.
a) tx + x = cos(t). (Use integral primera de la parte homogénea.)
b) x + 2x = e*. (Use variacion de constantes.)
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¢) (1 — t*)x + tx = 2t. (Resuelva primero la homogénea y luego sume una
inhomogénea particular,)
d)xx=1t— 213

Problema 4.11 (Kiseliov) Resuelva las siguientes ecuaciones apelando a un cam-
bio de variable en la variable independiente ().

a) xx = —t. (t = cos(s).)

b)xt —x =o.

o) x+e*=rt.

Problema 4.12 (Kiseliov) Grafigue las isoclinas (lineas de ignal pendiente en
el plano (t,x))y luego trace las soluciones de las siguientes ecuaciones:

a)x =2t —x.

b) x =sin(x + 1).

gJx=x—t*+2t—2.

)i =t

x+t°

Problema 4.13 Resuelva la ecuacion:
x = A(t)x + B(t)x" Aynda: Use el cambio de variable y = x'~".

Problema 4.14 Resuelva la ecuacion
dx

E:iix+Aei“” A weR (4.51)

y vea como se comporta su parte real. Examine los casos:

a)A=0,b)(A#o0, A#w)yc)(A#o, A=w)

Problema 4.15 La ecuacidn del péndulo fisico.
a) Grafique el campo vectorial de la ecnacion

d2o
— =—sin(f), — <0< . (4.52)
dt*

b) Grafique algunas curvas integrales alrededor de (6 = o,z = % =o).

¢) Grafigue las curvas integrales que pasan por el punto 0 = 7,z = o). In-
frera que el tiempo necesario para llegar por estas curvas a dicho punto es infinito.

d) Grafigue el campo vectorial a lo largo de una recta z = z_. Infiera de
ello que las soluciones no pueden superar nunca la velocidad adquirida cuando
pasan por el punto O = o. Aynda: Concluya esto primero para la region o < 6 <
7w, o<z <z, yluego use la simetria de la solucion.

e) Sea E(z,0) := Z—: — cos(0). Vea gue ’fi—f = o. Use esta cantidad para ana-
lizar el comportamiento de las soluciones con dato inicial (2,0, = o). En parti-
cular determine cudles cruzan el eje z = o'y cudles no.
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Problema 4.16 Sea la ecuacion:

dz_{ f(z) |zl <1

Z— iy |Z|ZI (4-53)

Donde f(z) es continua con iz en |z| = 1. Infiera que no importando co-
mo sea la forma de f(z), las soluciones nunca escapan de la region {|z(t)| <

max{|z(o)|, 1}}.
Problema 4.17 Sea un cuerpo afectado por una fuerza central, es decir,
d*x

de*

m f(r)x re=Ix. (4-54)

a) Encuentre un sistema equivalente de primer orden.
b) Compruebe que dado un vector cualquiera (constante) ¢, Inego F(X, p) :=

¢ (XA p), donde p := j—’;, es una integral primera.

Problema 4.18 Sea la ecuacion:
— =XAd(X). (4-55)

a) Vea que R := X - X es una integral primera.
b) Concluya que las soluciones de este sistema existen para todo tiempo.

Problema 4.19 (Strichartz) Muestre que

0o (1) (¢ /)t
]k(t)=2%, (4-56)

j=o
tiene radio de convergencia infinito vy satisface la ecuacién de Bessel, x”(t) +

(1/)x'(t)+ (1 —k*/t*)x(t) =o.

Problema 4.20 Resuelva el sistema:

d < X, >:< —x2+5£xf+x22) > (4.57)

dt \ X .

2

Para los datos iniciales (x (o) = 1,x,(0) = 0). Investigue ahora la solucion cerca
de £ = o obteniendo los coeficientes en la serie de Taylor de la misma con respecto
al pardimetro . Encuentre qué ecuaciones satisfacen estos coeficientes.
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Problema 4.21 (Arnold) Considere la ecuacion del péndulo fisico:

d?x
dt?

= —sin(x).

Vea como varia la frecuencia en funcion de la amplitud para soluciones pequetias.
Ayuda: suponga una solucion en serie de Taylor en la amplitud y resuelva hasta
encontrar la primera contribucion no trivial a la solucion linealizada. Encuentre
el periodo ubicando los puntos de retorno (velocidad cero).

Notas bibliograficas: Para éste y los préximos tres capitulos recomiendo
los siguientes libros: [3], [7] v [8]. Sobre todo el primero. Las ecuaciones di-
ferenciales ordinarias son la base de la mecanica clasica, aunque en esta Gltima
hay ademas una estructura geométrica particular que es fundamental. Casi
todo lo que hemos visto en este capitulo es la teoria local, la teoria global, es
decir el comportamiento de las soluciones para grandes valores de la variable
independiente (el tiempo en la mayoria de los casos) solo se ha comprendido
en los tltimos afios, dando origen a conceptos nuevos como el de caos, atrac-
tores, dimensiones fractales, etc. Lamentablemente estos aspectos no han sido
todavia suficientemente sintetizados y por lo tanto no puedo recomendar nin-
gun libro al respecto. Hay demasiadas ideas interesantes pero cada una de ellas

requiere de un gran bagaje de informacion.
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CAPITULO 5

SISTEMAS LINEALES

s.1. Sistema lineal homogéneo

Teorema s.1 Sea A(t) continua en I C IR, cerrado. Luego existe una vinica
solucion x(t): I — V de la ecuacidn,

dx(t)
dt

con condicion inicial x(t,)=x, €V, t, €I

=A(t) x(2), (s.1)

Prueba: Sean x, y € V, luego

1AG)x = AQ)ylly <A@l llx =1y (5-2)

y por lo tanto A(t)x es Lipschitz en V. El teorema fundamental nos garan-
tiza existencia y unicidad local. El teorema quedara entonces demostrado si
mostramos que x(¢) no puede hacerse infinita en un tiempo finito. Para ello
usaremos,

()l = llx(@)llv [lx(z,) = x()ll

—llxlly = lim < lim
dt tl;t t,—t t,—ot t,—t (5.3)
= ||Z [, =lAxllv <Al <]l

Integrando esta desigualdad entre ¢,y ¢ € I obtenemos,

WA od i
(el < [ty el O, (5.4)

lo que muestra que x(¢) no puede escapar a infinito en un tiempo finito y por
lo tanto completa la prueba.
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Consideremos el conjunto de las soluciones de 5.1 definidas en un tnico
intervalo I C IR cerrado, Sol(A,I). Este conjunto tiene la estructura de un
espacio vectorial. En efecto, si x(¢) e y(¢) son dos soluciones de 5.1, luego
x(t)+ay(t) , a € R, es también una solucidn. ¢(Cual es su dimension? El
siguiente teorema responde a esta pregunta y muestra que cualquier solucién
de 5.1 puede ser expresada como combinacién lineal de un nimero finito
(n)=dimV de soluciones.

Teorema 5.2 dimSol/(A,])=dim V.

Prueba: Sea {u?}, i=1,...,nunabasede V,t,ely{u;(t)},i=1,...,n t €
I el conjunto de soluciones de 5.1 con condicion inicial #,(t,) = . Mostra-
remos que las {#,(¢)} forman una base de So/(A,I), y por lo tanto

dim So/(A,I) = dim V. Primero veamos que las soluciones {#;(¢)} son li-
nealmente independientes.

Supongamos que existen constantes ¢’ tales que x(t) = 257 ¢’ u,(t) se
anula para algtin 7 en 7. Como x(z) es una solucién de 5.1 y estas son Unicas
cuando un dato inicial es especificado, tomando en este caso x(£) = o, vemos
que x(t) = o Y t € I. En particular tenemos que x(t,) = Z;’:Oci u? =o
y la independencia del conjunto {#$(¢)} implica entonces que ¢’ = oV i =
1,...,n, probando la independencia lineal. Note que no solo hemos probado
que los {u;(t)} son linealmente independientes como elementos de So/(A,T)
-para lo cual solo hubiésemos tenido que probar que si Z:‘:Oci u,(t) =o
Vielluegoc =oVi=r,...,nlo que es trivial ya que ¢, € I- sino
también que paracada ¢ € I los {#;(t)} son linealmente independientes como
elementos de V, este resultado sera usado mas adelante.

Para completar el teorema veamos ahora que cualquier solucion de 5.1
x(t): 1 — V, es decir cualquier elemento de Sol(A,I) puede ser escrito co-
mo combinacién lineal de los {u,(t)}. Sea x(t) € Sol(A,I), como los {u}
forman una base de V existirin constantes ¢!, i = 1,...,7 tales que x(t,) =
¢! u?. Consideremos entonces la solucion de 5.1 dada por ¢(t) = ¢l u(t).
Como ¢(t,) = x(z,) y las soluciones son unicas tenemos,

x(t)=p(t)=c'u(t) Viel (5.5)

El teorema anterior nos dice que si conocemos 7 soluciones linealmente
independientes de A, {u;(t)}, conocemos todas sus soluciones, ya que éstas

116



seran combinaciones lineales de las {u,(¢)}. La dependencia con los datos
iniciales es también lineal, es decir si x(t), y(t) € Sol(A,I) y x(t,) = x,
e ¥(t,) = ¥, luego x(t) + ay(t) , a € IR, es la solucion con dato inicial
x,+ay,y por lo tanto el mapa glfo —que en este caso llamaremos X! - que

o

lleva datos iniciales dados en ¢ = ¢, a soluciones con esos datos, al tiempo ¢ es
un operador lineal de V en V. En efecto si {#'} es la co-base de la base {u;},

ie. ﬁé(u?) = 31] Luego X! = 37" ui(t)ﬂi. Debido a la independencia

lineal de los {u,(t)} como elementos de V' se puede ver que el mapa X

o

V — V es inyectivo y por lo tanto invertible, para cada ¢ € /. Su inversa, que
denotaremos (X’ )7" lleva la solucion en ¢ a su dato inicial en ¢t = ¢,, 0 sea

il - to
(X ) =X,

Ejercicio: Pruebe que (X! )™' =X ?’.
Ejercicio: Pruebe que X' no depende de la base empleada.

El mapa X? es en realidad la familia mono-paramétrica de difeomorfis-

mos de V en V generados por el campo vectorial Ax. En este caso estos son
lineales. En efecto X! x, es la curva que pasa por el punto x, € Veen t = ¢,

o

y cuyo vector tangente es AX" x...

o

Hemos visto entonces que si conocemos un conjunto de 7 soluciones
linealmente independientes {u;(¢)} podemos construir cualquier solucidén
usando el operador X! aplicado al dato inicial de nuestro gusto.

o

¢Como sabemos en la practica que un conjunto de 7 soluciones {u;(¢)}
es linealmente independiente? Como ya vimos es suficiente ver que éstas son
linealmente independientes, como elementos de V, a un tiempo ¢ cualquiera.
Es decir que el escalar

w(t)=e(u,(2),u,(2),...,m,(t)) (5-6)

es distinto de cero. Esta funcién se llama el Wronskiano del sistema y satis-
face una ecuacion particularmente simple cuya solucion llamada formula de
Liouville, es

Jt er(A(D) dE

w(t)=w(t,) et (5.7)
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w(t) = e(u,u,,...,u,)+e(u ot,,...,u,)+ -+e(u,u,,. ..,
= c(Au,u,,...,u,)+e(u, ,Au,,...,u,)+--+e(u,u,,... Au,)
= tr(A) w(t),

(s-8)

cuya solucién es 5.7.

La férmula de Liouville es una demostracion independiente del resultado
que las {#;(¢)} forman una base de V' para cada t € 1. Note que si t7(A) = o
el Wronskiano es constante y nos puede ser de utilidad para determinar una
solucidn en funcidn de otras ya conocidas.

s.2. Sistema Lineal Inhomogeneo - Variacion de constantes

Aqui trataremos el sistema,

dx _a b
o= (£)x +b(2), (5.9)

donde b(t):1 — V es integrable. Veremos que si conocemos el operador X
correspondiente al sistema homogéneo ’
dx
==
Luego conocemos todas las soluciones del sistema 5.9. El método que usa-
remos se llama de variacion de constantes y también es de utilidad para

obtener soluciones aproximadas a sistemas no lineales. El método consiste en
suponer que la solucién de 5.9 sera de la forma,

gﬁ(t):Xioc(t) (s.11)

para algin mapa ¢(t) : I — V, diferenciable. Note que si ¢(t) = c € V, es
decir un mapa constante, luego ¢(t) satisface s.10. Sustituyendo ¢(t) en 5.9
obtenemos,

A(t) x, (s.10)

Loy = (
= A(

t,dt

X e(t)+ X! Le(t) = AWDX! e(t)+ (o).

)43, et .
t

De donde vemos que para que ¢(t) sea una solucion c(t) debe satisfacer la
ecuacion X! %c(t) = b(r).
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. . . t
Pero como X! es invertible y su inversa es X > obtenemos

(s}

4 ) =X b
Ec(t)— £ b(t). (5-13)
Integrando obtenemos
t
c(t):J Xeb(E)di+c(z,) (5.14)
tO
! t
go(t):Xio |:j XED b(tN)dtN:| +X§Og0(to), (s.15)
tO

donde ¢(t,) es una condicién inicial cualquiera.

Debido al teorema de existencia de soluciones del sistema homogéneo
sabemos que X existe y es diferenciable V ¢ € I 'y por lo tanto ¢(t) también
existe y es diferenciable V ¢t € I, ya que b(f) es integrable. Como el dato
inicial para ¢(t) puede darse en forma arbitraria, y las soluciones de 5.9 son
Unicas, concluimos que s.15 es la solucion general del sistema s.9.

s.3. Sistemas lineales homogéneos: coeficientes constantes

La ecuacidn que trataremos aqui es

dx _a ¢
E— X, (SI )

donde x : I C R — V es una curvaen V y A es un operador lineal de V,
A: V-V,
Ya vimos en un ejercicio que x(t) = e

A

fx,, x, € V cualquiera, es una

solucién de 5.16 con condicién inicial x(o) = x,. Note que como At ests
definido paratodo ¢ € IR, las soluciones que hemos encontrado también estan

definidas en todo R. i

Sea %(t) una solucion cualquiera de 5.16 definida en un intervalo 7 C R
y sea t, € I. Luego la curva x (t) = eA(t!_t)fé(tI) es también una solucién
de s.16y x(¢,) = x(¢,), pero por la unicidad de las soluciones de s.16, x(t)
y %(t) deben coincidir en todo I y x(¢) es la extension maxima de (). Ve-

mos asi que por medio de la exponencial e/!* obtenemos todas las soluciones
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de 5.16. De hecho, hemos demostrado que la familia monoparamétrica de di-

feomorfismos lineales g* = At estd definida globalmente [V € R,Vx € V]
y es la generadora del campo vectorial v(x) = Ax. [Con la definicién dada en

5.1 en este caso Xﬁo =gl = eA(t_to).]

¢Cual es la forma general de esta familia? O dicho de otro modo, ¢cémo es la
forma funcional del mapa exponencial? Para ello es conveniente tomar una
base fija {u;} (independiente de ¢) en V' y expresar la ecuacion en término de
la n-tupla de componentes {xi} de x. De esta forma obtenemos,

—ZAI x/, (5.17)
dr pr

es decir una ecuacién para la n-tupla {x?}. La ventaja de este cambio es que
podemos tomar una base conveniente, en particular la base ortogonal del Le-
ma 2.2 (de Schur) en la cual la matriz A’ j es triangular superior. El precio
pagado por la simplificacion es que, como la base de Schur es en general com-
pleja, tanto la n-tupla {x?} como las componentes de A, A’ j» son complejas y
por lo tanto hemos pasado a un problema en C”, 0 en forma abstracta en la
complexificacion de V.
Para esa base tenemos que la componente enésima satisface una ecuacion
particularmente simple!,
dx”
dr

y por lo tanto, x”(t) = e”»*x” (recuerde que la diagonal de una matriz trian-
gular superior esta compuesta por sus autovalores), donde x” en la enésima
componente de la condicion inicial a ¢ = o. La ecuacion para la componente
n—1es,

— =A" x" (5.18)

A

dxn—l
dt

— Aﬂ—]n_lxﬂ—l +Aﬂ—lnxﬂ (5.19)
= A _Ix”_I—I—A”_IneA"tx:. (5.20)

n

Usando la férmula (5.15) para el caso unidimensional, (y A constante) obte-
nemos,

t
x"7Nt) = eiﬂitx:_l+eA"‘tJ‘ e_A"*IS(A” e Ans x")ds (s.21)
[¢]
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t
A - A A,—A -
= e n_,txon "te n—,tf €( 2= An1)S ds A" Inx:) (5.22)

o

y vemos que si A, — A,_, 7 o luego la solucion es una suma de exponencia-

les, x"~'(£) = e#

nif ! +Iﬁ(e’lnt —e*n-11). Silos autovalores coinciden
(A4,—A,_, = o) luego aparece un término lineal en ¢, x"7*(¢) = .ff/ln—lt(x:_I +
tA"~!, x”). Conociendo x”~(¢) podemos ahora calcular, usando nuevamen-
te (s.15), x”2(¢) y asi sucesivamente todas las componentes de x(t) en esta
base. El resultado final sera que las componentes son todas sumas de expo-
nenciales por polinomios. En efecto note que la integral de un polinomio
de grado m por una exponencial es también un polinomio del mismo grado
por la misma exponencial mas una constante de integracion (a menos que
la exponencial sea nula, en cuyo caso el resultado es un polinomio de grado
m—+1).

Ejercicio: Pruebe esta tltima afirmacién por induccidn en el grado del po-
linomio y el uso de integracion por partes, es decir, use que e*P, (t) =

%(ﬂPm(t)) - %%Pm(t) y que %Pm(t) es un polinomio de orden m — 1.

a
Reordenando términos vemos asi que la solucion general sera de la forma:

x(0)=3 M 0,0 (5.2

i1=1

donde la suma es sobre los distintos autovalores y donde los vectores v,(z)
son polinomios en ¢.

Una propiedad importante de la estructura algebraica de esta solucion
queda de manifiesto con el siguiente lema.

Lema 5.1 Los espacios vectoriales
Ey:={f(t): R— VC|f(t)=e"P,(t), con P, (t)un polinomio}
son linealmente independientes.
Prueba: Debemos probar entonces que si tenemos una suma finita de elemen-
tos de los E) , {u;} y esta se anula, luego cada uno de estos vectores se debe
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anular idénticamente. Es decir

Zuizo, uleE/{l Al#/{] jul’:O- (524)

=1

Lo probaremos por induccion en el niimero de elementos de la suma. El
caso m = 1 es trivial. Supondremos entonces que la afirmacion es verdadera
para m — 1y la probaremos para 7. Supondremos ademas por contradiccion
que existe una suma de 7 elementos distintos de cero que se anula, es decir:

m

Zul‘:(), ul‘GE/li, /11#/1], ui#o- (5'25)

=1

dividiendo por e** obtenemos

m m
o=5(t):=e "Mt Zui =P, (t) +Ze(’1i_’1')tpmi(t). (5.26)

=1 1=2

Tomando m, + 1 derivadas de S$(¢), donde 72, es el orden del polinomio del
primer término obtenemos:

dm +1

dtm +I

Ze A=Arp,, (2). (5-27)
donde es facil ver que los polinomios Ismi(t) son del mismo grado que los

originales. Estamos asi bajo la hipotesis inductiva y por lo tanto como estos
polinomios son no-nulos tenemos una contradiccion @

Veamos ahora que en realidad cada uno de los términos en esta suma es
una solucion de la ecuacidn s.16. Dado A € C cualquiera consideremos el
espacio vectorial de funciones de R — V¢ de la forma e**w(t), donde w(z)
es un polinomio ' en ¢. Este espacio es invariante bajo la accion de %, ya que
tomando su derivada obtenemos una expresion similar, es decir el producto
de la misma exponencial por otro polinomio. Por otro lado es invariante
ante la accion de A, ya que como A no depende de ¢ su accion en cualquier
e’ aw(t) nos da otra expresién seme]ante Por lo tanto, la accién de 4 - —A
también nos mantendra en el mismo espacio. Vemos asi que si tenemos una
suma de términos con esa estructura y con distintos valores de A, como es

"Es decir una combinacidn lineal de vectores en V¢ con coeficientes polinémicos en ¢.
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el caso en la ecuacion anterior, 5.23, luego si la aplicacion de % — A nos da

cero esto significa que la apl1cac1on de < 47 —Aacada término de la suma debe
dar cero. Es decir cada término es una solucién de la ecuacién s5.16! Es asi
que concluimos que cada término en la suma s5.16 es de la forma e“** v para

alglin v, € V. Consideremos ahora el subconjunto W, de V¢, tal que si
At A

v, € W, luego e**v_ = e’ o(t). Esta claro que los tnicos subespacios no
triviales seran aquellos con A = 4;, donde {4;}, i = 1..d son los autovalores
de A. Por lo tanto debemos considerar solo estos subconjuntos. Como esta
relacién es lineal, W, es un subespacio de V. Como eA':AvO = AcA v, =
eMAv(r) = e’“‘v (t) y v'(t) es también polinomial en ¢, vemos que W, es
un subespacio invariante de A. Mientras que usando una base de W) en la
que la restriccion a ese espacio de A es triangular superior vemos que A es
el inico autovalor que dicha restriccion puede tener. Finalmente, como toda
solucién de s.16 tiene la forma 5.23 el teorema de existencia de soluciones nos
asegura que cualquier dato inicial, es decir cualquier elemento de V¢, puede
ser expresado como combinacion lineal de elementos en W, . En efecto, sea
v, un elemento cualquiera de V¢ cualquiera, del teorema de existencia de
soluciones, tenemos entonces una Unica soluciéon de 5.16 x(¢) con x(0) = v,
Pero entonces

x(t) = Zelv

=1

m
= D et (5-28)

=1

para algin conjunto de vectores {v,;} € W) . Evaluando esta expresion en
t = o obtenemos, v, = 3" v, y vemos que los W), generan VC. Por
otro lado la unicidad de las soluciones implica que ningin elemento de un
dado W, puede ser escrito como una combinacién lineal de elementos de
los otros W) [de lo contrario un mismo dato inicial daria origen a dos so-
luciones distintas (ya que su dependencia funcional seria distinta)]. En efec-
to, sea 0 = v, + ... + v, una combinacion lineal cualquiera de elemen-
tos de W/L-’ i = 1..s, veamos que cada uno de ellos debe anularse. Por la
unicidad de las soluciones a las ecuaciones ordinarias tenemos entonces que
o= Z:”:I e =27 e %ty (t) por lo visto anteriormente, cada elemento
en la ﬁltima suma debe anularse y por lo tanto, evaluando a estos en ¢t = o
obtenemos v _; =0 Y i = 1..s. Resumiendo lo anterior tenemos,
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Teorema 5.3 Dado un operador A: V¢ — VC existe un conjunto de subespa-
cios invariantes de A, {W, }, donde A; son los antovalores de A tales que:

d) VCZWAI@WAZGa"'WAd

b) El sinico antovalor de la restriccion de A en {W) } es A;.

Concluimos el estudio de las soluciones de la ecuacién s5.16, o sea de la
funcién e con una descripcion pormenorizada de la forma de las mismas
que se obtiene usando la representacién matricial de A en la base donde ad-
quiere la forma candnica de Jordan. Es decir, para todo subespacio invariante
W), la restriccion de A en este subespacio tiene la forma,

A=A 44, (5.29)

donde los nimeros A; son los autovalores correspondientes a A —en general

complejos y por lo tanto estamos considerando ahora a A como un operador

de C” en C”-y A, es una matriz cuyas Unicas componentes no nulas son

unos y solo pueden estar en la diagonal superior inmediata a la mayor. La

matriz A, tiene la importante propiedad de ser nilpotente, es decir existe un
. v oqe . m;

entero mn; menor o igual a la multiplicidad de 4;, tal que A =o.

Como A;] y A; conmutan tenemos que

et/ll-1+tA- t/ll-IetA,-

i=e , (5.30)

m;—1 (tA)]

pero et = et y oti = Z .—'l, es decir una suma finita.
— 7!
]=0

Debido a que la exponencial de A es una suma de potencias de A se cumple
que los espacios invariantes de ésta son los mismos que los de A y por lo tanto,
e IAl IA

Bi

= e'Ai De esto concluimos que la matriz e** es de la forma

eA= L (s-31)
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con cada k; una sub-matriz cuadrada, la &, = diag(e”{! yeens e”ln) ysii#o

[t )2 e e T (=) ]
I t :
k= et/ Lo : , (s.32)
.', cee t2/2
o) t
- I -

donde el nimero de filas o columnas es el mismo que las de las J; correspon-
diente a A en la composicion de Jordan, este es menor o igual a la multiplici-
dad de A; como raiz del polinomio caracteristico.

La base en la cual A tiene la forma canénica de Jordan es en general com-
pleja, es en realidad una base en C”. Si deseamos usar una base real, lo cual es
posible ya que partimos de tener a A como operador de R” en R”, y hacemos
la transformacion correspondiente la matriz At
semejanza correspondiente. Como esta transformacion es independiente del
tiempo, si bien las componentes de ¢4t 1o tendrén la forma anterior, éstas se-
ran sumatorias de términos exponenciales por polinomios en ¢. Por lo tanto
cada componente de la solucién general de 5.16 sera de la forma,

sufrira la transformacién de

. q - .
d(0)=d e e Pl +ieh e Qi) 3)
p:I

donde g es el nimero de autovalores distintos —contando a los pares comple-
jos como uno solo- y P; , %son polinomios en ¢ cuyo grado es menor o
igual a la multiplicidad con que aparece el autovalor A, como raiz del poli-
nomio caracteristico. Esta informacion es util en dos sentidos. En el practico
debido a que si bien el método de construir la solucién usando una base en
la que A tiene la forma canodnica de Jordan es directo, para sistemas de gran
dimensién se torna engorroso. En algunos casos es conveniente calcular los
autovalores y su multiplicidad y luego suponer una solucion de la forma s.33
y calcular los polinomios P; , Q!

Este método también es util en el sentido que nos permite conocer el
comportamiento global de las soluciones. Por ejemplo vemos que si la parte
real de los autovalores no es positiva y aquellos cuya parte real es cero no
aparecen repetidos, entonces todas las soluciones son acotadas [Existe C > o
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tal que ||x(2)|| < C.] Si ademas todos tienen parte real negativa luego todas
las soluciones tienden asint6ticamente a la solucién trivial [ lim x(¢)=o].
t—00

Analizaremos ahora en detalle el caso en que todos los autovalores son
distintos. Note que si bien éste es el caso genérico, —en el sentido que si un
sistema tiene autovalores coincidentes luego existen modificaciones arbitra-
riamente pequefias de éste que hacen que los autovalores sean distintos- los
sistemas con autovalores coincidentes aparecen en fisica. Este caso contempla
también la situacion de un sistema general donde los datos iniciales pertene-
cen a uno de los subespacios unidimensionales B;.

Como el operador A es real sus autovalores seran reales o complejos con-
jugados [si det(A— Al) = o luego det(A— Al) =det(A— AI) =0]. Si A, es
real luego su autovector puede ser elegido real. En efecto si (A — Al)u; = o,
luego también (A — AI')u,; = o, pero las raices son simples y por lo tanto cada
A, tiene un solo autovector-médulo un escalar complejo-, es decir #;, = a u;
a € C. Eligiendo v; = u; +u; = (14 a) u; obtenemos un autovalor real.

En este caso tenemos que la componente x’ de x,, en la auto-base en la
direccion v; evoluciona como
At

;

xi(t):xée (5-34)

es decir crece o decrece exponencialmente con el tiempo de acuerdo al signo
de /1l
Si el autovalor A; es complejo entonces podemos elegir su autovector #;

de forma que sea el complejo conjugado al elegido correspondiente a A;. Este
par de autovectores generan un sub-espacio complejo 2-dimensional. Si x
pertenece a este subespacio y es real entonces tendra la forma x_ = a(u;
u;)—ib(u;, —u;)conay b reales,oseax, =u; +u; yx,=1(u; —u
orman una base real.
fi b 1

¢Como cambian estos vectores si les aplicamos el operador ¢AA¢3 Es decir,

¢cuales son las soluciones de la ecuacion x = Ax con condiciones iniciales x|
Ay 2

o

<+

y x,? Llamando a estos x (¢) y x,(t) respectivamente y usando que e
Mty ; obtenemos,

x,(t) = e%'(x cosw;t—x,sinw;t)

xz(t) = €“it(xzcoswl-t+xlsinwit), (5-35)

conA; =a; +iw;.
Vemos que la accion del operador At es en este caso la de dilatar los

vectores por un factor e%’ y la de rotarlos un angulo w; z.
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5.4. Problemas

Problema s.1 Dado un conjunto de funciones {f;(t)}, i = 1,..,n se definen
vectores u;(t) := (ﬁ(t),fl.(l)(t),...f(”_‘)) y el Wronskiano del sistema como
W{LD(@) = e(u,(t),n,(¢),...,u,(¢)). Si el Wronskiano de un conjunto de
funciones no se anula, entonces las funciones son linealmente independientes, es
decir ninguna combinacion lineal no trivial de las mismas (con coeficientes cons-
tantes) se anula. La conversa no es cierta. Calcule el Wronskiano de los signientes
conjuntos:

a) {4,t}

b){t,st,t*}

o) {et,tet, et}

d) {sin(¢),cos(t),cos(2t)}

e) {1,sin(t),sin(2¢)}

Problema 5.2 Decida si el signiente conmjunto de funciones es linealmente de-
pendiente o no. Luego calcule el Wronskiano.

0<x<1/2

fl(t):{ (O;c—l/z)z, 1/2<x<1 (5-36)

(x—1/2)}, 0<x<1/2

fz(t)={ o Ja<x< (5-37)

Problema 5.3 Use la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias pava probar
las signientes identidades:

a)
At A = o+, (5-38)

b)
eAeB :eA+B, siysolosi [A,B]:=AB—BA=o. (5-39)

Problema 5.4 Grafique los campos vectoriales correspondientes a los siguientes
sistemas y algiin conjunto de soluciones tipicas de los mismos.

Y d e\ (1 o\/[x
()= ) () 549
()= ) () 541

b)



d)

7= 00
#00=00 ) ()

h)

i x, \ [ 1+ o X,
dt \ x, | o 1—1 x,
i x, \ _ [ 1+i o X,
dt \ x, | 1 1—1 x,

(5.42)

(5-43)

(5-44)

(5-45)

(5.46)

(5-47)

(5-48)

Problema s.s Lleve estas ecuaciones a sistemas de primer orden y encuentre la

solucion general de las ecuaciones:

gL _ada_dx
hixqadx =0
¢ % +4% + I;j—’; =o
d) T2 4% 4 x4 g 4 4=0
Problema 5.6 (Ley de Newton) Sea la ecuacion jztf +f(x)=o.
a) Pruebe que 2 + | ;CO f(s)ds es una integral primera.
d*x

b) Encuentre la integral primera de ©= — x + x*/2 =o.

dt?

¢) Grafigue el campo vectorial correspondiente y alguna de sus soluciones. En-
cuentre sus soluciones estacionarias (o puntos de equilibrio) y estudie sus entornos

lineralizando la ecuacion en estos puntos.
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Problema s.7 Estudie el signiente sistema

X, = x,—xx, =) +x (e +x —1—x, +x,x,+x))
J‘Cz = X _xg(xl _x2+x1x2)
£ = (r,— 1), 4 2xxl ) (5.49)

a) Encuentre los puntos de equilibrio.

b) Muestre que los planos X, =0y X, = 1 son conjuntos invariantes, (es decir,
las soluciones que comienzan en los mzsmos nunca los abandonan).

¢) Considere el conjunto invariante x, = 1y vea si tiene soluciones periodi-
cas.
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CAPITULO 6

ESTABILIDAD

Las soluciones estacionarias o de equilibrio son muy importantes en fisi-
ca ya que muchos sistemas (especialmente aquellos donde hay disipacion) se
comportan de forma tal que la solucion se aproxima, en su evolucion, a estas
soluciones.

Otra particularidad que las hace importantes es el hecho que éstas estan
simplemente dadas por los puntos donde el campo vectorial se anula, y por lo
tanto a lo sumo se debe resolver una ecuacion algebraica para encontrarlas, en
contraste con el caso general donde debemos resolver una ecuacion diferen-
cial. Incluso en algunos casos es posible inferir que el campo vectorial se debe
anular, tal es el caso por ejemplo si la variedad es una esfera bi-dimensional
ya que cualquier campo vectorial continuo definido sobre ésta es tal que al
menos existen dos puntos donde éste se anula, y por lo tanto en este caso
siempre habra soluciones estacionarias.

Ejercicio: Convénzase que esto es asi.

Por lo dicho anteriormente se desprende que es importante estudiar el
comportamiento de las soluciones que se originan de datos iniciales cercanos
a una solucién estacionaria. Para ello definimos los siguientes conceptos de

estabilidad.

Definicién: Sea v un campo vectorial en M y sea p € M tal que v(p) = o.
Diremos que la solucién estacionaria y(t) = p es estable si dado un entorno
U, de p existe otro entorno V), de p tal que toda solucién o () con o(0) € V,
satisface o(¢) €U, V t >o. [Ver figura 6.1.]

Definicion: Diremos que la solucion anterior es asintdticamente estable si
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es estable y ademis si o(0) € V), luego . li1;n o(t)=p.

Figura 6.1: Estabilidad.

Si una solucidn estacionaria no es estable entonces no tiene mucho interés
fisico ya que la mas minima perturbacion nos aleja mucho de ésta.

Ejemplos:
a) La ecuacién del crecimiento bacteriano x = ax — bx? tiene como solucio-

nes estacionarias x(¢) = oy x(¢) = 7. Como la solucion general es,

x(t)= ,x(0) >0 (6.1)

se ve claramente que x(¢) = o no es una solucion estable (a estas las llamare-
mos inestables) y que x(¢) = 7 es asintOticamente estable. Si contaminamos
un recipiente de cultivo con una sola bacteria esto es suficiente para que ésta
se reproduzca ' hasta alcanzar (asintéticamente) la concentracion 7. Si ahora
sacamos o agregamos algunas bacterias cosa de cambiar su concentracion las
bacterias se reproduciran o aniquilaran hasta alcanzar nuevamente /a concen-

tracion estable %

b) La ecuacién x = Ax tiene entre sus soluciones estacionarias la dada por
x(t) = o. ¢Cuales otras? Estas seran estables cuando los autovalores de A,

A;, satisfagan N(A;) < o, A, # /1]» oR(A) <osi A = ’1]" donde R indica

"Note que en el proceso real no tenemos una variable continua y por lo tanto en él las
perturbaciones son como minimo de una bacteria, esto hace que sea posible tener recipientes
estériles y por lo tanto la inestabilidad matematica no se manifiesta en la realidad.
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parte real. Esto es claro ya que la solucién general es x(t) = e4x(0) y la
condicién mencionada implica que ||e||, < C, C > o ¥t > o. En este
caso podemos tomar como U,_, = {x € R”| [x| <€} y por V,_, = {x €
R"||x| < &} Siademas se cumple que R(4;)<oVi=1,..,n luego x(t)
es asintOticamente estable.

El siguiente teorema nos brinda una herramienta muy practica para co-
nocer cuando una solucion estacionaria es estable o no.

Teorema 6.1 (de Estabilidad) Sea y(t) = p una solucion estacionaria de v €
TM, esdecir v(p)=o,ysea A: T,M — T, M definido por,

A= d
X = gv(ax(s))ls:o’ (6'2)

donde o (s) es una curva en M satisfaciendo: o (o)=p y %ax = =x€T,M,
es decir es una curva suave cualquiera que pasa por p cuando s = oy en ese punto
tiene como tangente a x € T,M. Si R(4;) < o, donde A; son los autovalores de
A, luego y(t) = p es asintdticamente estable. Si algiin A; tiene parte real positiva
luego y(t) = p es inestable.

Ejercicios:
a) Muestre que A es realmente un operador lineal.

b) Muestre que Ax = [v,%]|,, donde % es cualquier campo vectorial tal que

N
x|, = x. Ayuda: no olvide que v|, =o.

Ejemplos:
a) Considere la ecuacion del crecimiento bacteriano en x = oy x = ¢. Parael

primer caso tomamos o5, (s) = 8 xs y obtenemos,

d
A8x:d—(a@xs—b(Sx)zsz)L:O:aé\x, (6.3)

S

lo que muestra que x = o es una solucién inestable ya que @ > o. Para el
segundo caso tomamos o5, = 7 + & xs luego

d 2
ASx = (ﬂ

a
R +adxs—b(—

; +38x5)*)|—y =adx —2a8x = —adx, (6.4)

lo que muestra que es asintoticamente estable.
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b) Péndulo fisico con friccion: @ = —sent — k0, k > o. El campo vectorial
en este caso esta dado por,

0 = z

z = —senl—Fkz,

(6.5)

es decir el vector con componentes (z, —sent) — kz) en el espacio de las fases
que es este caso es un cilindro, z € [—c0,+00], 8 € [0, 277].

Figura 6.2: Péndulo fisico con friccion.

Este vector se anula séloen p, = (0 =0,z =0)y p, = (0 = m,z = o).
Para la primera solucién estacionaria, usando o (s) tal que,

¢oo<s>=< gfj ) (6.6)

A(50)=(2 2)(3) 6

En este caso la ecuacién de autovalores es A2 4+ £A+ 1 = o de lo cual obtene-

—k+VEk*—4

Para la segunda solucion estacionaria tomamos o (s) tal que,

poot)=( 255" )

a(50)=(5 2 )(57) 2
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obtenemos,

, lo que implica R(A,) < oy ast estabilidad.

mos, A, =

(6.8)

y obtenemos



con autovalores A, =

bilidad.

De los ejemplos se ve que este teorema es de aplicacion amplia. Como es-
tabilidad es una nocidn local para facilitar la demostracién tomaremos M =
IR” y un sistema coordenado cartesiano con origen en la solucion estable
a considerar. Usaremos varios resultados previos que probamos a continua-
cion.

, 1o que implica R(A,) > oy asi inesta-

—kEtVEk*+4
2

Teorema 6.2 (de Lyapunov) Sea A : IR" — R” un operador lineal cuyos an-
tovalores tienen parte real negativa. Luego existe un tensor de tipo (2,0), p(-,-),
simétrico y positivo definido [ o(w,v) = p(v,w)y p(w,w)>o(= sii w=
o)] tal gue,

Ax(p(x,x)) <o V x#o,

es decir la derivada de p(x,x) en la direccion Ax es negativa.

La interpretacion geométrica de esta condicion es que p(x,x) define una
norma cuyas superficies de nivel son tales que en cada una de éstas el vector
Ax en p = x apunta hacia adentro. Ver figura.

Figura 6.3: La norma p(x, x).

Prueba: Si todos los autovalores de A son distintos luego existe una base de
Jordan {u;}, i = 1,...,n y la correspondiente co-base {#’}, i = 1,...,7 (con

0'(u;) = 3;) tal que A = > Au;0'. Sea en este caso p = > 66

i

I35



Si z = Zl’;lziui ey = Z;’:Iyiui € C", luego p(z,y) = Z;’;Iziyi +

Zi’f:l/)/ (z'y* + z'y*) donde hemos separado la suma en la de los autovec-

tores reales y en la de los complejos conjugados. Es facil ver que el p(, )
obtenido al restringir z e y a IR” es la norma cartesiana usual en la base real
correspondiente. Calculemos ahora Ax( p(x, x)).

p(x+eAx,x +cAx)— p(x,x)

Ax( P(x>x)) = Hmé‘—»o
€
= p(Ax,x)+ p(x,Ax) (6.10)

= ZZ?:I(m/li)xixi < o.

Hemos probado asi el teorema para el caso diagonalizable. El caso en que A
no lo es es mas complicado y para ello usaremos los siguientes lemas.

Lema 6.1 Dado ¢ > o existe una base {u;} tal que en esa base
A=diag. (A, ... A,)+ €A,

con A una matriz con componentes distintas de cero (e ignal a uno) a lo sumo en
la diagonal inferior, es decir,

A, o o . . . o
e A, o . . . o
A= e . (6.11)
o o
o e A

r

Prueba: Es un simple cambio de escala de la base de Jordan de A. Por ejemplo
en C3 si {i,;} estal que en ella,

o o
A= 1 A o (6.12)

o 1 A

. 121 ;’2 ~
definiendo #, = —, u, = —, y u, = i1, vemos que en esta nueva base,
I €2 2 € 3 3

A o o
A=| ¢ A o (6.13)

o ¢ A
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u At o it + Ait
[Au, =A—=—=Au ,Au, =A— = ——— —eu + Au,, etc.].
e € € €

Lema 6.2 El conjunto de tensores simétricas positivas es abierto en el conjunto
de formas simétricas, es decir si p, es simétrica y positiva’y p, es simétrica luego
existe € > o tal que p_+ ¢ p, es también positiva.

Prueba: Sea B, la esfera unidad con respecto a alguna norma en /R” y conside-
remos p (x,x):B, — IR". Como B, es compacta p, alcanza alli su minimo,
,,;,- Analogamente p, alcanza alli su maximo, que llamaremos £3,,,... To-

Xmin

mando ¢ < se cumple lo requerido.

max

Ejemplo: En R sea p((x,55,):(x,,7,)) = %, %, 49,9, ¥ £,((x,7,):(x,,7,)) =
x.9,+x,,,luego p +¢ p, espositivasi |e| < 2.

Para completar la demostracion del teorema de Lyapunov tomaremos
i
p=2.0"00,
[

donde {6'} es la co-base encontrada en el lema 6.1 con ¢ > o a determinar.
Luego,

—Ax(p(x.x)) = —pldx,x)— p(x,Ax) . (6.14)
= —ZZ?:IQK/L')XZXZ _ZEZ:'Z:_IIfixle_I’ .14

con f; = 1 6 o segun haya ¢ 0 no en ese lugar de la diagonal inmediata su-
perior. El primer término es una forma positiva definida p_ evaluada en x
en ambas entradas. El segundo es una forma simétrica ¢ p, evaluada en x en
ambas entradas. El segundo lema nos dice que tomando ¢ pequefio p,+¢ p,
es también positiva definida. Esto concluye la prueba del teorema.

Note ahora que no solo la g que hemos encontrado es simétrica y positiva
definida y por lo tanto una norma en RR”, sino que también —Ax( p(x,x)) es
positiva definida y define una norma [ya que —Ax( p(x,x)) = — p(Ax,x) —
p(x,Ax)]. Pero ya vimos que en [R” todas las normas son equivalentes y por
lo tanto existira y > o tal que

I

—; p(x,x) <Ax( p(x,x)) < —2y p(x,x). (6.15)
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Este es el resultado que utilizaremos para la prueba del teorema de estabilidad
que damos a continuacion.

Prueba del Teorema de Estabilidad: Hemos visto que si R(4;) < o luego exis-
te una constante y > oy una forma simétrica positiva definida p(, ) tal que

Ax( p(x,x)) < —2y p(x,x). (6.16)

Aplicando el campo vectorial que define la ecuacion, v(x) a p(x,x) obtene-
mos,

o(x)( p(x, %)) = Ax( p(x,x)) + O( p(x,x)"/*), (6.17)

donde hemos supuesto v es diferenciable y por lo tanto v(x) = Ax + O(|x|?).

Ejemplo: v(x) = (ax + bxz)j—x y p(x,x)=ax* luego,

o(x)(plex) = axis plx,x)+2bax’

(6.18)

9
X%
ai p(x,x)+ 25 p(x,x)/

Si x es suficientemente pequefio, [|x| < C para algin C > o] se cumple
que O( p(x,x)3/2) <y( p(x,x))y por lo tanto tenemos que

v(x)( p(x,x)) < =2y p(x,x)+ 7y p(x,x) < —y p(x,x). (6.19)

Sea entonces ¢(t) una solucion con dato inicial suficientemente cercano

ax = o, es decir ¢(¢) = v(¢(t)), |¢(0)| < C. Definiendo *
r(t)=1In p(e(2), (1)) (6.20)

y derivando con respecto a ¢ obtenemos,

1) = L9 (@(0) (1) _ vt pe(t)e(t)
p)p(e) —  pp(t).p(t)) (6.21)
< —y.

Por lo tanto 7(¢) < (o) — yt, he integrando concluimos que

ple(2),9(1)) < p(p(0), (o))", (6.22)

*Por unicidad de la solucién ¢(t) # oy por lo tanto p(¢(t), ¢()) > oy el logaritmo est4
bien definido.
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lo que implica que ¢(t)— o y concluye la demostracién del teorema. 3
t—00

Es instructivo observar que la prueba se basa en la construccién de una
norma, p(x,x), especialmente adaptada al problema en el sentido que nos
asegura que en sus superficies de nivel el vector v(x) (si x es suficientemente
pequefio) apunta hacia adentro.

6.1. Problemas

Problema 6.1 (La ecuacion de Volterra-Lotka) Sea el sistema:

x, = (a—bx,)x,
x, = —(c—fx)x,, (6.23)
a,byc,f>o.
a) Haga una trasformacion de coordenadas y tiempo que lo lleve a la forma,
x, = (1—x,)x,
x, = —(e—x,)x, (6.24)

b) Grafigue el campo vectorial 'y vea que no hay integrales primeras no tri-
viales en los cuadrantes donde al menos una de las coordenadas es negativa.

¢) Encuentre las soluciones de equilibrio y determine cudles son estables y
cudles no.

d) Examine el cuadrante positivo mediante la transformacion: x, = e?,
x, = e?> y vea que alli la cantidad f(q,,q,) := eq, + q, — (e + eT>) es una
integral de movimiento. Utilice esta informacion para inferir que en ese cua-
drante las trayectorias permanecen en regiones acotadas.

e) Examine las ecuaciones linealizadas alrededor de la solucion de equilibrio
en el cuadrante positivo y determine cudl seria la frecuencia de oscilaciones de las
variaciones cercanas a equilibrio gue tendria el sistema.

Nota, esta ecuacion describe la poblacidn de dos especies en competencia. Lo
que acabamos de ver es que las especies no crecen indefinidamente ni desaparecen.
Esto #ltimo nos dice que la aproximacion no es muy buena... Note que x, repre-
senta un predador que depende exclusivamente para su subsistencia de la presa
X, ya que si ésta se extingue el predador lo sigue.

’En realidad debemos probar ademas que si |¢(0)] < C luego ¢(t) existe para todo t.
Pero la tltima desigualdad probada nos dice que ¢(#) no puede abandonar la regién compacta
{x| p(x,x) < p(p(0),(0))} y por lo tanto el teorema de extension nos asegura que ¢(t) existe
para todo ¢ € [0,400).
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Problema 6.2 Si en el sistema anterior las especies tienen otros medios alterna-
tivos de subsistencia entonces las ecuaciones resultantes son:

X'I = (I — X _ﬂx2>x1

x, = (1—x,+bx)x, (6.25)

donde se ha usado otra parametrizacion.

a) Encuentre las soluciones de equilibrio para los casos i) o < a < 1, y i1)
1<a.

b) Se observa que b = 3a (a nos indica cuan agresivo es el predador). ;Cudl
es el valor de a si su instinto lo lleva a maximizar la poblacion de su especie
manteniendo un equilibrio estables

¢) Mire el sistema cerca de su solucion de equilibrio y determine la frecuencia
de las oscilaciones en el niimero de especies que esperaria en ese entorno.

Problema 6.3 (Ciclo limite) Considere el sistema:
)‘CI = x2+x1(1_(x12+x22))
X, = —x,+x,(1—(x]+x)). (6.26)
a) Lleve este sistema a un par de ecuaciones desacopladas,
o= f()
0 = —1 (6.27)

b) Estudie los puntos de equilibrio de la primera ecuacion y su estabilidad.
5Cudl es la solucion del sistema original correspondiente a este punto de equili-
brio?

¢) Grafique soluciones cerca de estos puntos, en el plano (r,0) y en el plano
(x,,x,).

d) Utilice el método descripto al final de capitulo 4 para corroborar la estabi-
lidad encontrada en el punto b).

Problema 6.4 (Verhulst) Encuentre las soluciones de equilibrio (y analice su
estabilidad) del sistema:

y = x—2x’ (6.28)

Grafigue algunas soluciones.
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Problema 6.5 (Verhulst) Encuentre las soluciones de equilibrio (y analice su
estabilidad) del sistema:

x = x'—y’
yo= ax(x’—y) (6.29)

Grafique algunas soluciones.

Problema 6.6 (Verhulst) Encuentre las soluciones de equilibrio (y analice su
estabilidad) del sistema:

X = —x
y o= 1—(x*+y%) (6.30)

Grafigue algunas soluciones.
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CAPITULO 7

PRUEBA DEL TEOREMA FUNDAMENTAL

Solo probaremos los puntos i) y i1), para lo cual usaremos el método de
aproximaciones sucesivas de Picard, que tiene su importancia en aplicaciones.
La prueba del punto i:7) es de caracter técnico y no aporta ninguna ensefian-
za extra de consideracién. Punto iv) sigue de los puntos 7) y i7) y la prueba
de esto es idéntica a la del Corolario 1.2 del Teorema anilogo para el caso de
una EDO.

Para la prueba de estos puntos deberemos desarrollar algunas ideas y re-
sultados de la teoria matematica de espacios vectoriales de dimension infinita.
Nos restringiremos a lo minimo que el teorema requiere ya que estos temas
seran desarrollados mas extensamente en la segunda parte de este curso.

Definicion: Diremos que un espacio vectorial, V' es de dimension infinita si
tiene un numero infinito de vectores linealmente independientes.

Ejemplos:

a) Sea V el conjunto de todas las sucesiones {x;}, i = 1,...,00 de nimeros
reales. Este es un espacio vectorial si definimos la suma y el producto de
sucesiones por medio de la siguiente formula,

(xif+alyf={x +ay} (7.1)

Estos vectores se pueden escribir también como {x;} = (x,,x,,x,,...) con
lo que se ve que es la extension de IR”con n — oco. Claramente los #, =
(1,0,0,...); #, = (0, 1,0,...); #, = (0,0, 1,...); son linealmente independien-
tes e infinitos en niimero.

b) Sea V el conjunto de funciones continuas en el intervalo [o, 1]. Este es un
espacio vectorial ya que si f y g son continuas en [o, 1], luego h = f + ag,

a € IR, es también continua en [o, 1].
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El conjunto de vectores #, = x”, n € N, es linealmente independiente
e infinito (fozoc” u, = Zfl/lzoc” x" =o=c¢" =0 Y n<M)yaqueun
polinomio de grado M tiene a lo sumo M raices.

A los espacios de dimension infinita también se les puede asignar nor-
mas, pero en este caso éstas no son equivalentes y por lo tanto habra que ser
cuidadoso en no confundir las estructuras resultantes. Para ello asignaremos
distintos nombres a los espacios con distintas normas.

Ejemplos: a) El espacio vectorial normado /* es el espacio de sucesiones infi-

nitas con la norma [|{x;}||, =

b) El espacio vectorial normado /™ es el espacio de sucesiones infinitas con
la norma ||{x;}||., = s#p;{|x;|}. Es decir el espacio de todas las sucesiones
acotadas.

c) El espacio vectorial normado C[a, /] es el espacio de funciones continuas
con la norma ||f|. = sup,ep, 71l (x)I}. Es decir el espacio de funciones
continuas acotadas en [a, b].

Ejercicios:

1) Muestre que las normas definidas en el ejemplo anterior son en realidad
normas.

2) Muestre que existen sucesiones en /* que no pertenecen a /2. Ayuda: En-
cuentre una de ellas.

3) Muestre que |[{x;}]], :== 1/ 222 | |xi|nm5”]7i{|xi|}-

A diferencia del caso de dimension finita, un espacio normado de dimen-
sidn infinita no necesariamente es completo. Para ilustrar esto consideremos
el espacio vectorial normado /> el cual es un subespacio de /> que consis-
te en todas las sucesiones acotadas con solo un ntimero finito de términos
no m‘ll/os. Cada sgcesién {x;}, =(1,1/2,1/3,...,1/m,0,0,...) estaen [%°, la
sucesion de sucesiones {{x;},} es de Cauchy

(s = bl = —— o)

n+1p-c0

y converge a la sucesion {x;},, =(1,1/2,1/3,...) € [*° que no pertenece a [>°.
Por lo tanto /> no es completo.

Definicidon: Diremos que un espacio vectorial normado (V,||||) es un espacio
de Banach si es completo.
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Ejemplos: R”con cualquiera de sus normas, /* y [*° son espacios de Banach.

Un importante resultado, crucial en la prueba del Teorema Fundamental
es el siguiente teorema.

Teorema 7.1 El espacio vectorial de funciones continuas acotadas, C[a,b] es
completo.

Prueba: Sea {f,,(x)} una sucesion de Cauchy en C|[a, b], es decir cada f,,(x) es
una funcién continua y acotada en [4, 5] y se cumple que dado ¢ > o existe
N >otalqueVmn >N |f, = folle = suprepeplfu(x) = [(x)] <.
Pero entonces para cada x € [a,5] la sucesion de numeros reales {f, (x)}
es de Cauchy. Pero los numeros reales son completos y por lo tanto para
cada x € [a,b] {f,(x)} converge a un nlimero que llamaremos f(x). Pero
entonces dado ¢ > o para todo N tal que m,n > N implique ||f,, — /,,|. < ¢,
tenemos que

Pl )l ()= InE) = supreqep lim |£,(x) = fu(x)]
< supusNSPreap)lfu(¥) = ()] (7:2)
= supusyllfy = vlle <e.

Por lo tanto si pudiésemos probar que /" € C|[a, b] entonces tendriamos
que ||[f = f,ll. = o, » — ooy por lo tanto que {f,} — f en C[a,b] y el
teorema estaria probado.

Sea x € [a, b] cualquiera y dado, probaremos que f es continua en x y
asi en todo [a,b]. Sea ¢ > o, queremos encontrar un & tal que |x —y| < &
implique |/ (x) — f(y)| < ¢. Tomemos N tal que ||/ — fyl|. < /3y & tal que

|x —y| < & implique |fy(x) — fy(¥)| < ¢/3 [Esto es posible pues las fy(x)
son continuas en [4, #]]. Luego |x —y| < & implica

S =f0N = V)= W+ = WO+ =700

< §5+§5+§E:5.

y por lo tanto la continuidad de f(x). Como [4, 5] es un conjunto compacto
(cerrado y acotado) luego f es acotada en [a, 5] y por lo tanto pertenece a

Cla,b] &

Definicién: Sea 7 : V — V un mapa de un espacio de Banach V' en si mismo.
Diremos que 7 es una contraccion si existe A < 1 tal que:

IT()=T)llv < Allx = ylly- (74)
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Ejemplos:

a) El mapa lineal en /*; A{x;} = {Zﬁ—’l}

b) El Mapa de R* en IR* que manda al punto (x,y) en el punto (x, +
x/2,y/2).

¢) Una funcién Lipschitz cualquiera de R en R con mddulo de continui-
dad (k) menor que uno.

La propiedad importante de estos mapas es el siguiente teorema

Teorema 7.2 Sea T : V — V una contraccion. Luego existe un inico v € V
tal gue T(v) = v, ademds la sucesion T"(u) tiende a v cualguiera sea u.

Prueba: Sea ||T(u) — u|| = d, luego ||T" " (u) — T"(u)|]| < A?d ysim >n

77" (u) = T (u)|
= |[77(u) =T () + T () = T () - T (u)|
< NT7G) =T )|+ 1777 ) = T7 ()] 4+
< dyram

Como > A" converge {T"(u)} es una sucesion de Cauchy. Pero V' es
1 ! n o, —
completo y por lo tanto existe v € V tal que lim,_, 7" u =v.
Como toda contraccidn es continua tenemos que
T(v)=T(lim T"(u))= lim Tt (u)= .
n—oo n—oo
Solo resta probar que v es inico. Supongamos por contradiccién que

exista w € V distinto de v y tal que 7w = w. Pero entonces ||w — v||,, =
|7 (w)—T(v)|ly < Allw—2||y lo que es una contradiccién yaque A #£ 1 @

Ejercicio: Sea T : By . — By, , By, € V unabola cerrada de radio R alrede-

dor de x_, una contraccién *. Probar para este caso las mismas afirmaciones
[o2d
que en el teorema anterior.

Prueba de los puntos i) y i) del teorema fundamental. Como solo que-
remos ver existencia y unicidad local, es decir solo en un entorno de un punto
p de M es suficiente considerar el sistema en R”. Esto nos permitira usar la
norma euclidea alli presente. Para ver esto tomemos una carta (U, ¢) con

' Acomode también la definicién de una contraccién para este caso.
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p € U y por simplicidad ¢(p) = o € R”. Usando este mapa podemos trasla-
dar el campo vectorial v en M a un campo vectorial ¥ definido en un entorno
del cero en [R”. Alli trataremos el problema de encontrar sus curvas integrales
g(t,x) que pasan por el punto x € ¢(U) al tiempo ¢ = o. Luego por medio
del mapa =" obtendremos en M las familias monoparamétricas de difeomor-
fismos g'(q) , g € U, que seran tangentes en todo punto al campo vectorial
v.

Con esto en mente, solo resta por ver que para R > oy ¢ > o sufi-
cientemente pequefios existen curvas integrales, g(¢,x): [o,e] X By = {x €
R | ||x||y < R} — R, del vector 9, es decir mapas satisfaciendo

dg(t,x) .
=9(g(t,x)) , glo,x)=x, 7-5)
dt
con g(t,x) continua con respecto al segundo argumento, es decir con respec-
to a la condiciodn inicial. Por la suposicion de que v es Lipschitz ?, tenemos
que existe £ > otal que V x,y € By

190x) = W)l <kllx=ylly - (7.6)

Consideremos ahora el espacio de Banach C([o,¢] x Bg) que consiste en
todos los mapas continuos (en ¢ y x ) de [0,e] X Bg en R” con la norma

lollc = sup [Ib(&:x)lly
XGBR (7'7)
t €[o,¢].

Sea el mapa de la bola de radio R en C([o,¢] X Bg) en si misma dado por,

T(b):f 9(x + h(7,x))dt . (7.8)

Para que este mapa esté bien definido supondremos R lo suficientemente pe-
quefio como para que ¥ esté definido y satisfaga la condicion de Lipschitz en
B, v ¢ menor que R/C, donde C =miax, g [|9(x)|, de
modo quessi ||h||c < R luego ||x + h(7,x)||y < 2R V7 € [0,¢] y por lo tanto
[|7(h)|lc <R entodo C([o,e] x Bg). [Ver figura 7.1.]

Lema 7.1 Si ¢ es suficientemente pequerio entonces T es una contraccion.

*Para probar la existencia y unicidad de soluciones locales solo es necesario suponer que v
es Lipschitz.
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Figura 7.1: Entornos usados en la prueba del Teorema Fundamental.

Prueba:

NTh) =TIy = J 190 +5,(7, %)) = o(x + b, (7, x))lly d =

IA

t
| Ebe0= el de
< kE”hI _h2||C

y por lo tanto
IT(h)=Th)llc <kellh,=hllc  Vh,h €C([oe]xBy).

Tomando ¢ < 1/k completamos la prueba del Lema.
Este Lemay el Teorema 7.2 nos aseguran que existe un inico mapa h(z, x)
—-el punto fijo de 7'~ satisfaciendo

t

b(t,x):T(h(t,x)):f (x + h(T,x))dT. (7.9)

o

Sea g(t,x) = x + h(z,x), esta funcidn es continua en ambos argumentos
-ya que h(t,x) € C([o,e] x Bg)-y por construccién continuamente dife-
renciable en ¢ -ya que satisface (7.9)-. Diferenciando (7.9) con respecto a
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t vemos que g(¢,x) satisface la ecuacién (7.5) y su condicion inicial, lo que
completa la prueba de los puntos ) y i7) del Teorema Fundamental. &

7.1. Problemas

Problema 7.1 Vea gue I* la bola unidad no es compacta. Ayuda: encuentre una
sucesion infinita en la bola unidad que no tiene punto de acumulacion.

Problema 7.2 Pruebe que la condicion

[lA(x) = AW)I < [lx =yl (7.10)

no es suficiente para garantizar la existencia de un punto fijo. Ayuda: construya
un contraejemplo. Hay algunos muy simples usando funciones de la recta en si
misma.

Problema 7.3 Sea f : [a,b] — [a,b] una funcion Lipschitz con constante
menor que la unidad en todo el intervalo [a, b]. Demuestre usando el teorema
del punto fijo para contracciones que la ecnacion f(x) = x siempre tiene una
solucion. Grafigue en un diagrama (y = f(x),x) la sucesion dada por x; =
f(x;_,) para el caso de f con pendiente positiva y menor que uno en todo punto.
$Qué sucede cuando la pendiente se hace mayor que uno en algin intervalo?

Problema 7.4 Sea g : [a,b] — IR una funcién continuamente diferenciable tal
que g(a) <o, g(b)>o0yo<c, < g'(x). Use el teorema del punto fijo de las con-
tracciones para probar que existe una vinica raiz g(x) = o en el intervalo. Aynda:
defina la funcion f(x) = x — Ag(x) para una constante A convenientemente ele-
gida y encuentre un punto fijo: f(x) = x. Note que la sucesion aproximante es la
del método de Newton para obtener raices.
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CAPITULO g

ELEMENTOS BASICOS DE ANALISIS FUNCIONAL

g.1. Introduccion

Esta area de la matematica estudia los espacios funcionales, es decir los
espacios cuyos elementos son ciertas funciones. Usualmente éstos son de di-
mension infinita. Asi es que sus resultados principales forman dos clases. Al-
gunos son resultados generales, validos para espacios vectoriales més generales
que aquellos cuyos elementos son funciones. Estos tienen un carécter geomé-
trico o topoldgico el cual trataremos de rescatar en todo momento. Los otros
son resultados particulares que nos relacionan distintos espacios funcionales
entre si. Estos son mas cercanos a los resultados del analisis usual. Presenta-
remos aqui resultados de ambos tipos ya que de su conjuncién obtendremos
algunos aspectos de la teoria de las EDP. Por razones de brevedad solo consi-
deraremos los puntos que nos seran ttiles o aquellos para los que se requiera
un minimo de esfuerzo extra para obtenerlos y su importancia cultural asi lo
justifique.

g.2. Completando un Espacio Normado

En la primera parte de este curso introdujimos los espacios de Banach, es
decir espacios vectoriales con una norma definida en ellos y que eran comple-
tos con respecto a ella. Alli también probamos que el conjunto de funciones
continuas en un intervalo [4, 5] € R con la norma

/Il = S# prefappilf (I} (8-1)

era completo y por lo tanto Banach.

Cabe preguntarse si dado un espacio vectorial normado W es posible en-
gordarlo , es decir agregarle vectores, y asi hacerlo completo. Note que eso
es lo que se hace con los racionales Q_(el cual es un espacio vectorial si solo
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permitimos la multiplicacion de sus elementos por nimeros racionales!). El
espacio engordado es en este caso el de los reales. La respuesta es afirmativa y
esta dada por el siguiente teorema.

Teorema g.1 Sea W un espacio vectorial normado. Luego existe un espacio de
Banach V' 'y un mapa lineal continno ¢ : W — 'V tal que ||p(w)||y, = ||w||w »
@[ W] es un subespacio denso de V., es decir la clausura de [ W] es V.

Prueba: Los detalles de esta pueden ser encontrados en, por ejemplo [ Y], pag.
56. Aqui solo daremos las ideas. Si W es completo entonces tomamos V = W
y ¢ = id.Por lo tanto supondremos que W no es completo. Entonces habran
sucesiones de Cauchy {w, } en w que no convergen a ningin punto de W. La
idea es tomar estas sucesiones como nuevos puntos con los cuales engordar
W. Como muchas sucesiones distintas podrian tender a un mismo punto, a
los efectos de no engordar demasiado a W, todas ellas deberan ser conside-
radas como un solo elemento. Esto se logra tomando clases equivalentes de
sucesiones como elementos de V. Diremos que dos sucesiones, {w, }, {w!},
son equivalentes si su diferencia tiende al elemento cero,

’ / _
lim [[w, —w, ||y =o. (8-2)

Como el conjunto de sucesiones de Cauchy de elementos de W forma un es-
pacio vectorial, el conjunto de clases equivalentes de sucesiones también es un
espacio vectorial, este sera V. Este espacio hereda una norma naturalmente
de W, dada por,

{2, Hly = lim [,y (53)

la cual es claramente independiente de la sucesion particular que uno eljja,
para calcularla, dentro de la clase equivalente. Se puede probar facilmente
que con esta norma V es completo y por lo tanto Banach.

Ejercicio: Pruebe que la sucesion de Cauchy de sucesiones de Cauchy, {{w, }x}
converge en esta norma a la sucesion {w, } = {{w,},}.

¢Cual es el mapa ¢? Este toma un elemento w € W y nos da un elemento
en V, es decir una clase equivalente de sucesiones. Esta es la clase equivalente
que converge a w y un representante es, por ejemplo,

{w,} =(v,v,w,...). (8-4)
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El teorema anterior nos dice que siempre podemos completar un espacio
vectorial normado y esto de una manera esencialmente tnica. De esta forma
entonces se puede hablar de completar un espacio normado W en uno V.
Como W es denso en V' y el mapa ¢ es continuo todas las propiedades que
son continuas en W valen automadticamente en V. El teorema anterior nos
dice también que los elementos del espacio completado pueden tener un ca-
racter muy diferente al de los elementos del espacio original. Debido a esto
es que en la practica uno debe ser muy cuidadoso al momento de atribuirle
propiedades a los elementos de un dado espacio de Banach. Como ejemplo de
lo anterior veremos la integral de Lebesgue.

8.3. *Integral de Lebesgue

La integral de Lebesgue es una extension de la integral de Riemann a una
clase de funciones mas general que aquella donde la de Riemann esta definida.
Tenemos dos maneras de definirla, uno como la norma de un espacio de Ba-
nach completado, cuyos elementos son entonces las funciones integrables
en el sentido de Lebesgue. La otra manera es usando un proceso de limite
similar al empleado para definir la integral de Riemann. Veremos las dos.

Sea W el espacio de funciones continuas en el intervalo [a, 5] y sea

b
fllo = f 1 ()l dx (55

sunorma, donde la integral es en el sentido de Riemann. Esta definicion tiene
sentido ya que los elementos de W son funciones continuas y por lo tanto
la integral esta bien definida. Note también que esta es una norma ya que
como f es continua si la integral de su méddulo es cero, su modulo, y asi f, es
también cero. Sea L'([a, b]) el espacio completado de W. Este es el espacio
de funciones integrables de Lebesgue. ¢Qué funciones estan alli?' Sea {f,}
la sucesion dada por el grafico de la fig. g.1.

Esta sucesion es de Cauchy en L'([o, 1]) y por lo tanto converge a un
elemento de L'([o, 1]), la funcidn,

Fo=1{° o<x<1/4,3/4<x<1 (8.6)

| 1/4<x<3/4 8

"En realidad las funciones no son propiamente elementos de L' sino que éstos son la ima-
gen por el mapa ¢ (definido en la seccién anterior) de éstas.
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Figura g.1: Una sucesién de Cauchy.

Esto no es de sorprender ya que aunque esta funcion no es continua ésta
es integrable ain en el sentido de Riemann. Sea ahora la sucesién {f,} dada
por el grafico de la fig. g.2,

Figura g.2: Otra sucesion de Cauchy.

esta también es de Cauchy y tiende a la funcién,

f(x)=

o o<x<i/2<x<1
{ - / - (8-7)

I x=1/2,
la cual si es muy extrafia. Cualquiera sea el sentido de la integral de Lebesgue
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la integral de esta funcidn es de esperar que sea cero, y de hecho lo es ya que

n—oo

lim | |f,(x)]dx=o. (8-8)

Pero entonces la norma de f es cero y por lo tanto pareceria ser tenemos
una contradiccién, a menos que f sea cero. La resolucion de este problema
consiste en notar que cuando completamos el espacio W tomamos como sus
elementos a ciertas clases equivalentes. La funcidn descripta arriba esta en la
clase equivalente correspondiente al elemento cero. Como veremos luego los
elementos de L' son funciones, pero solo definidas en casi todos los puntos.

El segundo método consiste en definir la integral de Lebesgue de forma
similar a como se define la integral de Riemann. Para ello debemos definir lo
que se llama una medida en ciertos subconjuntos de IR, es decir una funcion
de estos subconjuntos en los reales positivos, que generaliza el concepto de
extension (o medida) de un abierto (a, ), u((a,b))=b —a.

Una vez introducido este concepto de medida la integral de Lebesgue de
una funcién positiva f : R — IR" se define como,

[ £ = tim 30 = tim > 2 (17 [ 120 ),

m=0 n n

donde hemos usado el mismo simbolo para denotar la integral de Lebesgue
que el normalmente usado para la integral de Riemann, esto es natural ya
que como vimos en la primera definicion si una funcion es integrable en el
sentido de Riemann lo es también en el sentido de Lebesgue y el valor de las
integrales coincide.

La interpretacion de esta definicion es la siguiente: se divide la imagen
de f en intervalos regulares de longitud -, se considera la imagen por /!
de estos intervalos, se los mide con u y estas medidas se suman convenien-
temente. Ver figura. Finalmente se toma el limite n yendo a infinito, es de-
cir los intervalos yendo a cero. Note que >, (f) > >.,(f) y por lo tanto

lim,,_, .o >,(f)=Sup, {3, (f)} existe (pudiendo ser infinito).

¢Para qué funciones esta definida esta operacion? La condicion de que f
fuese positiva no es realmente una restriccion ya que cualquiera sea ésta siem-
pre se la puede escribir como f = f, — f_ con f, y f_ ambas positivas y
la integral es una operacion lineal [lo cual no es obvio de la definicion dada
arriba]. La condicion que si es restrictiva es que f ~'(A), con A abierto, sea un
subconjunto medible, ya que como veremos si le pedimos a la funcién medi-
da que satisfaga ciertas propiedades naturales luego no todo subconjunto de
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Figura g.3: Integral de Lebesgue.

IR puede estar en el dominio de esta funcion. Para estudiar esta restriccion
debemos tener en claro qué propiedades queremos que la medida cumpla,
encontrar la coleccion de subconjuntos de R que son medibles y finalmente
definir la medida. Estas propiedades definiran la nocion de medida, o mas es-
pecificamente de espacio medible, ya que las propiedades que le asignaremos
dependen tanto de la medida como de su dominio de definicion.

Definicién: Un espacio medible consta de una terna (X, M, 1) donde X es
un conjunto (el dominio de las funciones a integrar), M una coleccion de sub-
conjuntos de X llamados los subconjuntos medibles de X y u es una fun-
cion (llamada la medida) de M en [R* = IRt U{oo} satisfaciendo las siguientes
condiciones:

i) 0eMy u@)=o.
ii) SiA €M luego AC (el complemento de A en X)) también estd en M.
iii) SiA;€M,i=1,2,..., luego|_JA; M.

1

iv) SiA; € Myi = 1,2,...y AiNA; =0sii#jluegop|| Jd; | =

12
20 1 (4).
Intuitivamente los conjuntos medibles son los conjuntos que admiten una
nocion de longitud o dreay su medida es el valor de esta longitud o drea.
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Ejercicio: Muestre que:
1. XeM

2. S1A, €M, 1 =1,2,... luego ﬂAi € M. Esta es la razdn por la cual se

1

pide i), ya que esperariamos que u ﬂAi <> u(4).

3. S1A C B luego u(A) < u(B).

Ejemplos:

1. Sea X un conjunto cualquieray sea M la coleccion de todos los subcon-
juntos de X. Sea u tal que u(0) = oy u(A) = co paratodo A € M no

vacio.
2. Sea M ={0,X} ysea yutal que u(@)=oy u(X)=7.

3. Sea X = Z = {nlimeros enteros positivos} y sea {x;},x; € R", una
sucesion. Sea M la coleccion de todos los subconjuntos de Z1 y u(A) =
2iealx;)-

El siguiente no es un espacio medible (¢por qué?) pero nos sera util para
construir luego el que deseamos.

4. Sea X = Ry M = ¢ el conjunto de todas las uniones (contables)
de intervalos abiertos disjuntos, es decir un elemento, 7, de ¢ es un
subconjunto de IR de la forma,

1=\ J@;b), (8-9)

cona, <b <a,<b <a,-.Seau=m: £ — IR* definida como,
1 1 2 2 3 M

m(l):Z(bi —a;). (8-10)

i

Ejercicio: Muestre que el tercer ejemplo es un espacio medible.

Como se ve de estos ejemplos la nocion de espacio medible es amplia.
Distintos ejemplos de espacios medibles aparecen en diversas ramas de la fisi-
ca. De ahora en mas nos restringiremos a un espacio medible y éste es el de
Lebesgue, el cual construiremos a partir del cuarto ejemplo.
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Sea X = IR, M todo subconjunto de X y @: M — IR* dada por,

pd) = inf  (m(I))
ley (g.11)
Acl

Es decir, dado un subconjunto de IR, A, consideramos todos los elementos de
Z tales que A esta contenido en éstos, calculamos su medida y tomamos el
infimo sobre todos los elementos de ¢

Ejemplos:

1. Sea A = (o,1), luego un candidato es I, = (—1,1)U(3,5), m(I,) =2+
2 = 4, pero también tenemos I, = (o,1) con m(l,) = 1 y claramente

4(A)=1.

2. Sea B=1U2U3U... luego a(B) = o ya que podemos cubrir B con
I=(1—¢,1+¢c)U(2—¢,24¢)U....

Como vemos esta terna (IR, M, ) parece tener las condiciones deseadas

para ser la medida que buscamos, pero en realidad ni siquiera es un espacio
medible!

Contraejemplo: Sea (§', M, ), donde S* es el circulo, un espacio medible con
¢ una medida finita e invariante ante translaciones, es decir u(A) = u(4,)
donde A, = {a+ r|a € A} -note que nuestra & lo es, pero este resultado es
mucho mas general-. Luego M no puede ser la coleccion de todos los subcon-
juntos de S'.

La idea es encontrar un subconjunto A de S' tal que si suponemos que
sea medible obtenemos una contradiccion. Para ello pensamos a §* como R
con sus extremos identificados (o=1). Introducimos ahora una relacién de
equivalencia: Diremos que dos puntos de S' son equivalentesa & b sia — b
es un nimero racional.

Ejercicio: Muestre que es una relacion de equivalencia.

Construimos A tomando exactamente un elemento de cada clase equiva-
lente -note que hay infinitas maneras de elegir un conjunto A- Supongamos
que A es medible con u(A) = a € Rt ysea A, = {a| (a + r) (mod1) € A},
con 7 racional, es decir una translacion por —r de A. Luego es facil ver que si
r # 1" luego A, NA,» =0, es decir los A, son disjuntos [Six €A, yx €A,
luegox =a+7r=>b+7r',cona,b €A, pero entoncesa — b = r — r’e(Llo

que es una contradiccion.] y que S' = U A, [Seax €§", luego x pertenece

rEQ{
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a alguna de las clases equivalentes en que hemos separado a §', pero entonces
existea €Ay r € Qtal quea+r =x,0seax €A,.]. Como por hipétesis
U(A,) = u(A) = a entonces,

r=uSH=p| A4, =ZH(A,)=§]0:, (8-12)
rEQﬂ TGQl

lo cual lleva a una contradiccion ya que si @ = o luego la sumatoria da cero y
st @ # o la sumatoria da infinito.

Este contraejemplo nos dice entonces que debemos restringir M a ser un
subconjunto de M si queremos tener una medida. Hay muchas maneras de
caracterizar esta restriccion una de ellas esta dada por el siguiente teorema
(que no probaremos).

Teorema g.2 Sea M el subespacio de M tal que si A € M luego
G(E)=g(ANE)+ a(X —A)NE)VEeM. (3.13)
Sea  la restriccion de 1 a M, lnego (X, M, ) es el espacio medible de Lebesgue.

Intuitivamente vemos que los conjuntos medibles son aquellos que cuan-
do usados para separar otros conjuntos en dos partes dan una division que es
aditiva con respecto a [u.

Como en general solo tenemos que @(E) < g(ANE)+ u((X —A)NE)
vemos entonces que los conjuntos no-medibles son aquellos cxyos puntos estin
distribuidos en X de tal forma gque cuando uno trata de cubrir ANE y (X —A)NE
con abiertos éstos se superponen tanto que en realidad uno puede obtener un
infimo menor cubriendo directamente E con abiertos.

Existe un gran numero de teoremas que nos dan informacion acerca de
cuales son los conjuntos medibles. Bastara decir que todos los conjuntos abier-
tos de IR (y muchos mas ) estan en M y que si f/ : IR — IR es una funcién
continua luego f~'[M] € M.

Retornamos ahora a la integral de Lebesgue. Naturalmente diremos que
/ esmedible si f~'[(a,b)] € M para todo intervalo abierto (a,) € R.

Teorema §.3 Las funciones medibles tienen las signientes propiedades:

a) Si fy g son mediblesy A € IR luego f + Ag es medible.
b) También son medibles f g, max{f,g}ymin{f, g}
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¢) Sea {f,(x)} una sucesion de funciones medibles que convergen punto a
punto a f(x), es decir lim,,_, __ f,(x) = f(x), luego f(x) es también me-
dible.

Note que |f|=max{f,—f}y fu =) {f 0}

La primera parte de este teorema nos dice que el conjunto de funcio-
nes medibles es un espacio vectorial. Esto sigue siendo cierto si nos restrin-
gimos al espacio de funciones integrables en el sentido de Lebesgue, es de-
cir f medible y [|f| dx < co. Denotaremos a este espacio como £, o
2 (). Similarmente definiremos £, [a, b] al espacio de funciones integra-
bles f : [a,b] — R donde en este caso la integral se define como antes pero
extendiendo la funcion f a todo R con valor cero fuera del intervalo [4, &].

Como ya vimos antes para hacer de £, un espacio normado debemos
tomar como sus elementos las clases equivalentes de funciones donde diremos
que f,g € ¥, son equivalentes si [|f — g|dx = o. Esto es equivalente a
decir que el subconjunto de IR donde f es distinta de g es de medida cero, o
en otras palabras que f esigual a g en casi todo punto.

Denotaremos al espacio de clases equivalentes de funciones integrables
(Lebesgue) con L, y sus elementos con letras tildadas. Note que un elemento
f de L, es una clase equivalente de funciones y por lo tanto en general e/ valor
de f en x, f (x), no tiene sentido alguno ya que podemos tener funciones en
la clase equivalente £, £, v £, con f,(x) # f,(x) paraalgin x € IR. Por lo tanto
debemos ser precavidos al respecto.

¢Es este espacio L, el mismo que habiamos obtenido anteriormente? La
respuesta es si y sigue trivialmente de los siguientes teoremas.

Teorema g.4 (Riez-Fisher) : L, es completo.

Teorema 8.5 C'[a,b] esdensoen L'[a,b], es decir L' [a, b] es el espacio com-

pletado de C'[a, b].

8.4. Espacios de Hilbert

Los espacios de Hilbert son espacios de Banach* cuya norma proviene de
un producto escalar, es decir de un mapa (+,-) de V' x V — C satisfaciendo:

De ahora en mas y esencialmente por la misma razén que dimos en el caso del teorema
de la forma candnica de Jordan, consideraremos espacios vectoriales complejos.
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1) (x,3+cz)=(x,y)+c(x,2),
(x+cy,z)=(x,2)+c(y,2)

para cualquier x,y,zen V y cen C.

1) (x,5)=(,x)
111) (x,x)>o0 (osiix = o).

La primera parte de la condicion 7) indica que el mapa producto escalar
es lineal con respecto a su segundo argumento. La segunda parte indica que
es lineal en el primer argumento, excepto por el hecho de que se toma el
complejo conjugado del escalar. Se dice que este mapa es anti-lineal con res-
pecto al primer argumento. La condicién 7z) nos dice que el mapa es todo lo
simétrico que puede ser, dado que en el primer argumento es anti-lineal. Esta
condicién nos garantiza que (x,x) es un nimero real y , junto con iiz), que
es no-negativo.

Ejercicio: Pruebe que dando un tensor de tipo (2,0), £(:,-), simétrico, real y
positivo definido, entonces (x,y) = t(x,y) es un producto escalar.

La norma que este producto escalar induce es simplemente la funcion,

|||y : V — R dada por,
[lxlly = 4/ (x, %). (8.14)

Que esta es en realidad una norma sigue de los siguientes lemas:

Lema g.1 (Desigualdad de Schwarz) : |(x,y)| <|[|x]||||y]I-

Prueba: Para cualquier x,y € V, A € IR tenemos por ii1),
(v + A(x,7) %7 + A(x, y) x)
[y I1? + A% Ge, )P ([ +

+A(%,y)(%,7) + A(x,9)(, %)
[y 117+ 2 A G )P + A% (e, ) [

Como esta relacion debe valer para todo A € IR entonces el discriminante
del polinomio en A de la derecha debe ser no-positivo, es decir,

41Co, M = 4llx Pl [171Ce, 9)I* < o (8.16)

lo que nos da la desigualdad buscada.

(0]

A

(8-15)
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Lema g.2 (Desigualdad triangular) :||x + y|| <||x|| + |||l

Prueba:
llx+y1I* = [lxII"+y]I” +2Re(x,y)
<RIl I+ 21Ce, )l
< Rl + oyl + 2 1]y
< (el =+l 1D
Lo que nos da la desigualdad buscada.
Ejemplos:

1. C”, el espacio vectorial de n-tuplas de nimeros complejos.

Seax =(x,,%,,..0,%,) €V = (¥,,7,) ), )> luego
n
%9)= D %0
j=1

2. 2, el espacio vectorial de sucesiones de numeros complejos {x;} tales

que
e = | 2211 <o,
J=1

con el producto escalar,
({x;1 1) Zx v,

Note que la desigualdad de Schwarz nos garantiza que el producto es-
calar est4 bien definido para todo par de vectores de /.

Para asegurarnos que /* es un espacio de Hilbert debemos probar que
es completo, es decir que toda sucesion de Cauchy (con respecto a la
norma de /*) converge a un elemento de /2.

Lema g.3 [* es un espacio de Hilbert.

Prueba: Sea {{x;} 5} una sucesion de sucesiones. Que esta sea de Cau-
chy significa que dado ¢ > o existe N tal que

||{xi}N—{xi}M||2:Z|xlN—le|2<€2 V N,M >N,
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pero eso implica que para cada i

|xN
3

—x)l|<e (8-17)

es decir la sucesién de ntimeros complejos (en N, ; fijo) {x} es Cauchy.

. . N
Pero el plano co/mple]o es con{lpleto y por lo tanto para cada 7, {x;'}
converge a un numero complejo que denotaremos x;

Sea {x;} la sucesidén (en z) de estos nimeros, probaremos ahora que
{x;} €%y que {{x;}5} — {x;} para N — cc.

Tomando el limite N — co vemos que si M > N luego

k
Z|x}M —x;|’<e?
j=1

Pero esta es una sucesion (en k) de nimeros reales que es acotada (por
)y por lo tanto, tomando ahora el limite £ — co vemos que {{x;} 5 }—
{x;} €l*y quesi{x;} € [* luego {{x;} y} = {X;} en norma. Pero

37 =[x+ ) = DI
< AP+ IR = sl

y por lo tanto que {x;,} € /> @

Este ejemplo y el que lo sigue son ejemplos clasicos a tener en cuenta,
esencialmente todo espacio de Hilbert que trataremos es alguna de estas
variantes.

3. L* (0 H®), el espacio de funciones medibles con cuadrado integrable en
IR e identificadas entre si, si su diferencia estd en un conjunto de me-
dida cero (f ~ g si [ |f — g|*dx < o). El producto escalar es (f, g) =

ff_g dx y sunorma obviamente ||f|| ;o = 4/ [ |f]* dx.

4. (Espacios de Sobolev) Sea la norma

Wl = L{If|2+Z|9if|2+Z|%<%f|2+---
1=1 1,]=1

+ > 199..af1
Iy]yensk=1

m
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donde las derivadas parciales son con respecto a un sistema cartesiano
de coordenadas en IR”. Definiremos el espacio de Sobolev de orden m
como, H”(Q2) = { Completamiento del espacio de funciones m veces
diferenciables en Q2 C IR” con respecto a la norma || ||}

Es obvio cudl es el producto escalar correspondiente, ademas note que
por definicion H” es completo. H° coincide con el definido en el ejem-
plo anterior, ya que las funciones continuas son densas en L*.

Como vemos de estos ejemplos los espacios de Hilbert son la generaliza-
cion inmediata de R” (o C”) a dimension infinita donde hemos preservado
la nocién no solo de la magnitud de un vector sino también la del angulo
entre dos vectores. Esto hace que los espacios de Hilbert tengan propiedades
mas interesantes que las que tienen los espacios de Banach en general. La mas
interesante se refiere a los subespacios de H. Sea M un subespacio cerrado de
H. Este subespacio hereda el producto escalar definido en H (simplemente
restringiendo el mapa (-, ) a actuar solo en elementos de M) y por ser cerrado
es completo, por lo tanto es también un espacio de Hilbert.

Ejemplos:

a)

b)

d)

Sea M el subespacio generado por el vector (1,0,0) en C?, es decir todos
los vectores de la forma (¢, 0,0) con ¢ € C.

Sea M el subespacio de H® que consiste de todas las funciones que se
anulan en el intervalo (o, 1) excepto en un subconjunto de medida nula.
M es cerrado, ya que si una sucesion de Cauchy de funciones se anula en
(o, 1) luego la funcién limite (que existe pues H es completo) también
se anula en dicho intervalo y por lo tanto esta en M.

Sea M = CJa, b] el subespacio de funciones continuas de H°([a, b]).
Este no es cerrado y por lo tanto no es un espacio de Hilbert. [Mues-
tre, encontrando una sucesion de Cauchy de funciones continuas que
no tiene como limite una funcién continua, que este subespacio no es
cerrado.]

Sea K un subconjunto cualquiera de H y considere la interseccion de
todos los subespacios cerrados de H que contienen a K. Esta inter-
seccion nos da el subespacio mas pequefio que contiene a K y se lla-
ma el subespacio generado por K. En el ejemplo a) K = {(1,0,0)} ge-

nera el plano complejo que contiene a este vector. En el ejemplo c)
K =Cla,b] generatodo H([a, b]).
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El concepto definido anteriormente no usa del producto escalar y por lo
tanto también es valido para espacios de Banach en general (un subespacio
cerrado de un espacio de Banach es también un espacio de Banach).

El producto escalar nos permite introducir el concepto de ortogonalidad
y ast definir el complemento ortogonal de M, es decir el conjunto,

M*={x€H|(x,y) =0V yeM}, (3-18)
que tiene la siguiente propiedad,

Teorema 8.6 Sea M un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H. Luego
M* es también un espacio de Hilbert. Ademds M y M+ son complementarios, es
decir todo vector en H puede ser escrito de una sinica manera como la suma de
un vector en M y otro en M L,

H=MoM"* (3.19)

Prueba:

Es inmediato que M es un subespacio vectorial y que es cerrado. [Si {x;}
es una sucesién en M+ convergiendo a x en H luego |(x,7)| = |(x — x;,)| <
llx = x;|||[y]]| = o Y y € M y por lo tanto x € M*.] Solo debemos probar la
complementaridad. Para ello, dado x € H, buscaremos el elemento z en M
mas proximo a x, ver figura.

Figura g.4: El espacio perpendicular.

Sead = inf, cyllx — w||y vy eljamos una sucesién {z,} en M tal que
x —2,||y — d. Esto es posible por la definicion de infimo.
Mg —d. E posible por la definicion de infi
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Luego

||Zn - Zm”;-[ = ”(Zn - x)_ (Zm - x)”;-[

2l|z, = x|} +2[lz,, — x|},
—ll(z, = %)+ (2, = %)l

2|z, = x|l + 2l1z,,, — x|z, — 4l

z,+2,,
2

— x|

IA

2|z, = x|}, + 2|z, — x||}; — 44°
— 2d*+2d*—4d*=o
m—00
n—00

La segunda igualdad proviene de la llamada ley del paralelogramo, ver figura.

(2, = x)+(2,, —x)

(2, =x)= (2, —x)

Figura g.s5: Ley del paralelogramo.

Esto nos dice que {z,,} es Cauchy y por lo tanto que converge a un inico
zenM.
Sea y = x — z, solo resta ver que y estd en ML, es decir que (y,v) =
oVoveM.SeaveMytelR,luego
d llx =z|I" <|lx =z + )" =|ly — £ o||*
d*—2tRe(y,v)+t*||7||?

(8-20)

y por lo tanto —2t Re(y,v)+*||v||* > o V ¢ lo que implica que Re(y,v) = o.
Tomando 7t se obtiene que Im(y,v) =o'y se completa la prueba &

Problema 8.1 En la prueba solo usé la ley del paralelogramo,
[l +[I° +1lx = yII* = 2(][x]|* +[[¥1I) (8-21)
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Muestre que una norma la satisface si y solo si ésta proviene de un producto
escalar. Aynda: Utilice la denominada identidad de polarizacion para definir un
producto interno a partir de la norma,

I
(x,y)= Z{[le +oIF =l =2IP] = 30l +3y[° =[x =3xI"]  (8-22)
Este teorema tiene importantes corolarios que veremos a continuacion.

Corolario g.1 (ML)t =M

Prueba:

Probaremos éste mostrando que M € (M+)* y que (ML)- c M.

La primera inclusién es obvia ya que (M+)T es el conjunto de vectores
ortogonales a M~ el cual a su vez es el conjunto de vectores ortogonales a M.

La segunda inclusion sigue de que si descomponemos cualquier vector
x € (MY en su parte en M y en parte en M+, x = x, +x,, x, € M, x, € M+,
la primera inclusién nos dice que x, € (M*)* pero (M*)+ y M+ son también
complementarios y por lo tanto x, =0 &

Este nos dice que tomando complementos no obtendremos mas que un
solo espacio de Hilbert extra.

Para formular el siguiente corolario es necesario introducir un nuevo con-
cepto, el de espacio dual de un espacio de Hilbert. Podriamos definir el dual
de un espacio de Hilbert de la misma forma que lo hicimos para espacios vec-
toriales de dimension finita, es decir como el conjunto de mapas lineales de
H en C. FEl espacio vectorial asi obtenido no hereda H ninguna propiedad
interesante por ser éste un espacio demasiado grande. Para lograr un espacio
mas pequefio y con propiedades atractivas restringiremos los mapas lineales
a aquellos que sean continuos. Es decir el espacio dual a H, H’ ser4 el con-
junto de mapas lineales continuos de H en C. ;:Qué mapas estan en H'? Note
que si y € H luego el mapa ¢ : H — C definido por ¢, (x) = (y,x) es lineal
y como |¢(x)| < ||y]|g ||x]|; también es continuo. Este mapa nos da una co-
rrespondencia inyectiva (no candnica, ya que depende del producto escalar)
entre los elementos de H y los de su dual. Vemos asi que H esta contenido
naturalmente en H'.

Ejercicio: Medite sobre cudl es la norma natural en H’. Pruebe que con esa
norma tenemos |4, ||z = [[y||z-
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Problema g.2 Sea ¢ : H — C un mapa lineal. Muestre que la continuidad del
mapa en el origen asegura la continuidad del mapa en todo punto.

Si la dimensién de H es finita luego sabemos que H’ tendrd la misma
dimension y entonces tendremos una correspondencia (no candnica) uno a
uno entre vectores y covectores. En principio esto no tiene por qué ser asi
en el caso de dimensi6n infinita y efectivamente si usamos una definicién
analoga y definimos el dual de un espacio de Banach en general no habra
ninguna relacion entre éste y el espacio original. En el caso de espacios de
Hilbert todo es mas simple, como muestra el siguiente corolario.

Corolario g.2 (Teorema de representaciones de Riez) : Sea ¢ € H', luego
existe un tinico y € H tal que ¢(x) = (y,x)V x € H, es decir H ~ H' en el
sentido que existe un mapa natural invertible entre H y H'.

Prueba: Sea M = {x € H tal que ¢(x) = o}. Como ¢ es lineal, M es un subes-
pacio de H, como ¢ es continuo este es cerrado. Por el teorema anterior M+
es un espacio de Hilbert y complementa a M. Si Mt es cero luego M = H
y ¢ es el mapa cero e y = o sera su representante en H. Supongamos en-
tonces M+ # {o} y elijamos w € M~ tal que p(w) = 13. Para cualquier
ve Mt v—gp(v)w € Mt pero o(v — ¢(v)w) = o y por lo tanto también
v — p(v)w € M. Asi concluimos que v — p(v)w = oV v € M+ o sea que
v=g(v)w Y v € M, es decir que M+ es unidimensional. Veamos ahora que

p(x) = (-—
||l
a€ CeyeMy porlotanto, p(x) = p(aw +y) = ap(w)+ ¢(y) = a, pero
w
D=a @

,x) Yx € H. En efecto por el teorema anterior x = aw +y con

por otro lado, ( =
|||

Ejercicio: Concluya la prueba probando unicidad.

Para enunciar el tercer corolario necesitamos el concepto de base orto-
normal. Una base ortonormal de H es un subconjunto de vectores de H
que tienen norma uno, que son mutuamente ortogonales y que generan H
(es decir que dado x € H y ¢ > o existe una combinacion lineal finita de
elementos de esta base y tal que ||x — ||y <e.

’El lector debe convencerse que si ¢ no es el mapa nulo entonces siempre existe w € H tal
que p(w)=1.
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Ejemplo: En [* seae, =(1,0,0,...), ¢, = (0, 1,0,...), etc.
Ejercicio: Muestre que sia € [* luego |la —>=! _ (a, en)en”Zi:oo —so.
Corolario §.3 Todo espacio de Hilbert tiene una base ortonormal.

8

Este resultado, como el anterior, es muy poderoso ya que nos dice que
siempre podemos aproximar distintos elementos de A usando una dada base.
No probaremos este Corolario pues para ello se necesitan herramientas que
no se veran en este curso. Pero si otro resultado mas simple, para lo cual
introducimos la siguiente definicion.

Definicion: Diremos que un espacio de Banach (y en particular de Hilbert)
es separable si tiene un subconjunto denso con una cantidad numerable de
elementos.
Ejemplos:

a) El subconjunto S de sucesiones /* que tienen un nimero finito de ele-
mentos racionales es denso en [* [ya que como veremos mas adelante cual-
quier elemento de [* se puede expresar como el limite de una sucesion ] y
numerable [ya que los racionales lo son].

b) El subconjunto S(IR) que consiste de las funciones f, ; ,(x)=re
(note que estas son suaves), donde r,s,¢ son nimeros racionales y s > o, es
denso y numerable en L*(R).

La mayoria de los espacios de Hilbert que aparecen en la practica son
separables y por lo tanto tienen la siguiente propiedad:

—s|x—t|

Teorema 8.7 Un espacio de Hilbert H es separable si vy solo si tiene una base
ortonormal numerable S. Si S tiene un nimero finito de elementos, N, luego H
es isomorfo a C N (es decir existe un mapa ¢ : H — C N en este caso lineal, con
llo(e)l|on = ||x|| Y x € H gue es continuno e invertible y su inversa es también
continua). Si S tiene un nimero infinito de elementos luego H es isomorfo a [*.

Este teorema nos dice que entre los espacios de Hilbert separables esen-
cialmente no hay més estructura que la ya presente en CN o /2.

Prueba: Para obtener la base ortonormal (numerable) primero descartamos
de un subconjunto denso y numerable de H, §, algunos de sus elementos
hasta obtener una subcoleccion de vectores (por construccién numerable) li-
nealmente independientes y que todavia expanden S. Luego aplicamos a esta
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subcoleccion el procedimiento de Gram-Schmidt para obtener la base orto-
normal. Para probar el resto del teorema necesitamos los siguientes lemas.
}N

Lema g.4 (Pitagoras) : Sea {x,} _ un conjunto ortonormal de H, no necesa-

riamente una base. Luego,

N

Iz = ZI Ol = D (%, 0)x, |1 ¥ x € H. (8-23)

n=I1

Prueba: Sea v = Zf:I(xn,x)xn yw=(x— Z;V: (x,,x)x,). Es facil de ver
que v € V, el subespacio de Hilbert generado por los {xn}i]:I yw e Vi,
pero entonces

x|l = (x,x)
= (v+w,v+w)
(v,9)+(w, w)
N

[

Lema g.s5 (Desigualdad de Bessel) :
Sea {x,}"_ un conjunto ortonormal de H, no necesariamente una base.
Luego,

N
x> > I x,)I* YxeH (8-24)

n=i

Prueba: Obvia conclusién del lema anterior &

Lema 3.6 Sea S = {x,} una base ortonormal numerable* de H. Luego Y y €

H,
Y= (%)%, (8-25)

IVI1P =2 1Ce )l (8.26)

+Un resultado similar es valido atin en el caso de que la base no sea numerable, o sea atin
cuando H no sea separable.
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donde la primera igualdad significa que la suma converge con respecto a la norma
de H ay € H. La ultima ignaldad es llamada relacion de Parseval 1y los
coeficientes (x,,,y) los coeficientes de Fourier de y. Inversamente si {c,} € [*
Inego > ¢, x, € H.

n-nn

Prueba: De la desigualdad de Bessel sigue que dado cualquier subconjunto
finito {x, }

N
an =D (eI < bl (8-27)
n=i1

lo que implica que la sucesion {ay }, que es mondtonamente creciente, es aco-

tada y por lo tanto converge a un valor limite finito. Esto a su vez implica que
N

{an} es Cauchy. Sea yy =32 (x,,,7)x,,, luego para N > M

lyn — J’M”H—” Z ,J’X ||H Z |(x ’)’| =an —ay

J=M+1 J=M+1

La convergenciade {a } garantiza asi que {y, } es una sucesion de Cauchy
y asi que esta converge a un elemento y’ de H. Probemos entonces que y’ = y.
Pero para cualquier elemento de §, x,,

N
(r=2x,) = lim (5= (x,9)x,,%,)

4 (8-28)
= (y’xn)_(y’xn):o

y por lo tanto y—y’ es perpendicular al espacio generado por S, que es todo H
y por lo tanto tiene que ser el elemento cero. Solo resta ver que si {c,} € /*

luego 337 ¢,x, € H. Un calculo idéntico al anterior muestra que {yy =

N

o CnX } es una sucesidon de Cauchy y por lo tanto que limy_, vy € H

Continuamos ahora la prueba del Teorema g.7 El Gltimo argumento del
Lema 8.6 nos muestra que dada una base numerable {x,,}°° de H el conjunto
numerable §pann{S} = {x[x =327 ¢,x, con {c,} una sucesion finita de
racionales } es denso en H y por lo tanto que H es separable. Esto concluye
la parte sii de la prueba, solo resta encontrar un isomorfismo entre H y CN
0 [2.Sea {x,} una base numerable de H y sea ¢ : H — CN 0 [* el mapa

e(y) ={(x,, )} (8-29)
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Si la base es finita, con dimensién N este es claramente un mapa en CV. Si la
base es infinita la imagen de H por ¢ esta incluida en el espacio de sucesiones
complejas infinitas, pero usando el Lema g.6 vemos que ,

eI =Z|(xn,y)|2 =Illz (8-30)

y por lo tanto que dicha imagen esta contenida en /. La continuidad e inver-
tibilidad del mapa quedan como ejercicio para el lector &

El teorema anterior, entre otras cosas sirve para dar una caracterizacién
que diferencia los espacios de Hilbert de dimension finita de los de dimension
infinita. (En realidad esta caracterizacion es valida para espacios de Banach en
general).

Teorema g.§ Sea H un espacio de Hilbert y sea
B(H)={xeH/ ||x|ly <1}

la bola de radio uno en H. Luego B (H) es compacta sii H es de dimension
finita. [Se puede ver que en este caso un subconjunto B de H es compacto sii toda
sucesion {x,,} de elementos de H en B tiene una subsucesion que converge a un
elemento de B. ]

Prueba: Veremos solo el caso en que el espacio es separable. Si H es de di-
mensién finita es isomorfo a CN, pero B,(CN) es un subcon; -

. P . junto cerra
do y acotado, y por lo tanto compacto. Si H es de dimension infinita (y
separable) entonces es isomorfo a /?, pero la sucesién en B,(/?), {x,} con

{x, = (0,...,0, 1 ,0,...)} claramente no tiene ninguna subsucesion conver-

n

gente @

Ejercicio: Ver que ninguna subsucesion de la sucesion anterior es de Cauchy.

Ejemplo: Sea H = L*([o,27]) y § = {ﬁei”x, n = o,%1,%+2,...}. El desa-

rrollo de este ejemplo sera nuestra ocupacion hasta el final de este capitulo.
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Ejercicio: Muestre que los elementos de L*(o, 277) de laforma £, (x) = —=e'"*,

n=o0,%1,%2,..., forman un conjunto ortonormal.

g.5s. Serie de Fourier

Teorema g.9 S = {%, n= O,:EI,:I:Z...} es un conjunto completo de vecto-
27T

res ortonormales (es decir una base ortonormal) de L*[o, 27].

Note que por Lema 8.6 esto es equivalente a asegurar que si f € L*[o,27]
luego fy(x) converge (en la norma de L*[o,27]) a f cuando N — oo.

Prueba: La ortogonalidad es trivial y forma parte de un ejercicio anterior, por
lo tanto solo nos concentraremos en la completitud. El espacio de funciones
Lipschitz en [o,27], Li p[o,27] es denso [esencialmente por definicion! ya
que contiene a todas las funciones suaves] en L*[o,27], pero entonces su
subespacio consistente de funciones periodicas Li p, [0, 27] también lo es [ya

que los elementos de L*[o, 27t] son clases equivalentes de funciones y en cada
clase siempre hay una que es periédica]. Supongamos ahora que

Sn(g)(x e’ (x) (8.31)

n——N

punto a punto y uniformemente si g(x) € Li p ([0, 27]). Luego por densi-
dad, dada cualquier funcién f(x) € L*([o, 27]) y € > oexistira f, € Lip ([0, 27])
tal que ||f — f¢||;: < ¢/3y por lo tanto tendremos,

I = SnUllp: = Nlf = Sn() = fe +SnUfe) + fe = Sn(fell,:
< | = fell +lfe = SnU L + 1S = Fll»

pero

N
||SN(f_f5)||Ll = Z |(f_f8)n

n=—N
< |\f =/
< ¢/3 (8-32)

y por lo tanto eligiendo N tal que | /2 (x) — Sy (fz)(x)] < £, lo que sigue de
nuestra suposicion anterior (todavia no probada), tenemos que ||/, —Sy(f2 )], 2 <
% y por lo tanto concluimos que para dicho N, ||/ — Sxy(f)l|;: <¢ #
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Vemos asi que solo resta probar nuestra suposicion de convergencia uni-
forme de Sy(f) a f para funciones Lipschitz periddicas. La prueba de esta
afirmacion es muy instructiva y nos muestra como trabaja la serie de Fou-
rier. Preparatoriamente para este resultado probamos una serie de lemas:

Lema 8.7 Si f es integrable (f € L") luego,

supllfl} < <= | o (559
27T
Prueba:
il = =)
n - m’
I o
< e ()
1/_
< x)|dx (8-34)
1/_
®
Lema g.g Si f tiene derivada integrable, luego f,, — o cuando n — oo.
Prueba: Integrando por partes tenemos,
fo= G
n m’
— —lﬂxf )
e
I .
— _lnx dx_ e_lnx X 27T
an f(x) P o A
I
— _lnx d _ _
zm/_ "(x)dx mm[f(M) f(0)]
y por lo tanto
I
W< g +1fG2m) = FO], 8-35
|/l nm[llfllL [f (2m) = f(0)] (8-35)
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con lo que el lema queda demostrado &

Este lema y su generalizacion a un nimero mayor de derivadas nos indica
que cuanto mas diferenciable es una funcién mas rapido decaen sus coeficien-
tes de Fourier (asintOticamente).

Ejercicio: Pruebe un lema similar que dé una mejor cota para f,, si la funcién
es periddica y es m veces diferenciable.

Lema g.9 (Riemann-Lebesgue) Si f € L'([o, 27t]), es decir una funcion inte-
grable. Luego,

lim f,=o (3.36)
n—00
Prueba: Si f € L'([o,27]), luego es aproximable por funciones suaves, en
particular, dado cualquier ¢ > o existe f. : [0, 27], suave, tal que || f — f,||;: <
—£_ . Pero como,

24 27T

inx
e

«/_

|fn_f£‘n| = |( ’f_fé‘)l

< «/_ Je(x)|dx
< .
< «/E Il
< ¢/2 (8-37)
tenemosque
|fn|§|fn_f5n|+|fé‘n|§5/2+|fé‘n|' (8'38)

Aplicando el lema anterior y notando que f. es diferenciable vemos que
fen, — 0y por lo tanto, dado ¢ > o puedo elegir N tal que para todo n > N
|f2,| < &/2conlo que |f,| < ¢ paratodo » > N y por lo tanto concluimos
que f,, > ocuandoz —co @

Ahora estamos en condiciones de probar el teorema sobre convergencia
puntual de funciones Lipschitz.

Teorema g.10 Sea f : [0,27t] — C periddica y Lipschitz. Luego

Sn()x

(8-39)

‘/_ T p=—N

converge puntualmente y uniformemente a f (x).
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Prueba: Probaremos solo la convergencia puntual, la uniforme sigue facil-
mente y la prueba de ello no agrega nada nuevo. Comenzamos con el si-
guiente calculo,

inx

SNUNO) =

n——N

- Z J zn@’ zn@de/

= — f<9’ Ze =de'

27 n=—N
| rewyo-0re (5.40)
donde hemos definido el nticleo de Dirichlet

(0 —0"):= Z eiM0=0), (8-41)

T y=—N

Estudiamos ahora algunas propiedades del nacleo de Dirichlet. Notemos pri-
mero que,

J Dy(0-0)dE = ZJ "0-9d '

1 -1
— ;[ Z _[ezn(ﬁ—zrc) zn@]_i_zﬂ_]
n=—N, n#o
= L (8-42)
Por otro lado tenemos que
N .
2Dy (0) = Z e'n?
n=—N
N .0
= D () (8-43)
n=—N

y llamando g := ¢*? para simplificar la escritura tenemos,

2Dy (0)
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n=—N
N N
= 24"+ 1
N+1 _ —(N+1) _
-7 ~'.1 i
g—1 q 1
(@ =g =)+ = g =) —-(g=1)g =)

(g=0(g™" =1

— I:(qN+I/2_q—I/2)<q—I/2_ql/2>+<q—(N+I/2)_qI/Z)(qI/Z_q—I/Z)
- @ == @ —a ) =g
qN+1/2_q—N—1/z

ql/Z_q—I/Z
ei@(N+I/2) _ e—i@(N-ﬁ-I/z)

eiﬁ/z_e—zﬂ/z

sin((N + 1/2)8)

= W (8-44)

Por lo tanto (N4 1/2)6)
I Sin 1/2
Dy(0) = ;Tﬁ/z) (8-45)

Tenemos por lo tanto,
560) = [ r@wy6-0%ie

_ f (6 -6)Dy(0)dE

1 (7 sin((N + 1/2)8)

= — | [FO-0)-f(0)

27 J, sin(6'/2) 40 +/0)

donde en la segunda igualdad hemos usado que la integral de una funcién
periddica sobre su periodo es independiente del punto donde comienza el
intervalo de integracion, y en la Gltima hemos restado y sumado f(8) y usado
que la integral del ntcleo de Dirichlet es uno (g.42).

Si £(0) es Lipschitz, |f(6 — ') — £(0)| < k|¢’| y por lo tanto

f(6=0)—f(O)
sin(6’/2)

go(0):= (3.46)
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es continua en (0,27) y acotada en los extremos, por lo tanto integrable.
Aplicando ahora el Lema de Riemann-Lebesgue concluimos entonces que la
integral tiende a cero con N y por lo tanto que limy_, . Sy(f)(@) = £ () en
todo punto donde f(6) es Lipschitz. &

Para probar que § es completo solo tenemos que ver que si (e'"*, g) =
oV nluego g =o.Sea f € C;’ [0,27] v ¢, sus coeficientes de Fourier con

respecto a S, luego
M einx
(f,g)= lim Cn——=>g | =0 (8-47)
M—o0 § NEYx

Concluimos entonces que g es ortogonal a toda f € C P [0, 27t], pero como

vimos este espacio es denso en L*[o,27t] y por lo tanto por continuidad de-
bemos tener entonces que (f,g)=oV f € H,oseag=0 &

Ejemplo [Aplicacion de la serie de Fourier] Sea § un aro de metal de
circunferencia 27t y sea 7,(6) una distribucién de temperatura que supon-
dremos de cuadrado integrable (€ L*(S)). La evolucidn temporal de T(6, 1),
(despreciando pérdidas al medio circundante por conduccion o por radiacion)
esta dada por,

oT T
EPEYE

con k una constante positiva. Supondremos 7'(6,0) = T.(6). Suponiendo

ademas que T'(6, r) admite una descomposicion en serie de Fourier,

(8-48)

00 ein@

TO,)=S T,
0.0)= 2. T =

y que se puede pasar las derivadas dentro de la sumatoria infinita obtenemos,

(8-49)

_dr I'T
° T a T ae
00 dTn(t) . ein@
> (R ke T () (.50
n=-—00 t 27T
y tomando el producto escalar con % vemos que se debe cumplir,
dT,(2)
7 =—kn’T,(t) Vn (8.51)
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o sea,

(0= T, (e, (5.7
Si la temperatura inicial era

00 ein@
LO= 2 T = (559

n=—00 27T

vemos entonces que 7, (t) =T o—kn’t y
0 . ein@

T(O,0)= 2 Ty —— (8-54)

n=—00 V27T

nos da la solucién del problema.

Notemos que: a) La distribucién de temperatura en la barra solo depende
de la distribucién inicial. b) El hecho de haber podido reducir un problema
en derivadas parciales en un problema en derivadas ordinarias de debe a que
hemos elegido representar a las funciones en una base de autovectores del
operador derivada. En efecto, lo que hemos usado fundamentalmente es que
%ei 70 = infd"?. ¢) No importa cuan mala (no diferenciable) es la distribu-
cién inicial 7, (6), mientras esté en L*(S), la solucién se suaviza para tiempos
positivos. En efecto si por ejemplo la distribucién inicial es solo Lipschitz
luego para todo ¢ > o la solucidn es infinitamente diferenciable, tanto en ¢
como en @. Para ver esto, por ejemplo tomemos,

ng(e’t) 00 . . . ein@
T:n:Z_:OOTn(—kn Ye—kn tm, (8-55)

pero como para t > o, n*?e "'t — o ripidamente cuando 7 — oo la serie
converge absolutamente. Por el contrario, para dato inicial genérico, aun infi-
nitamente diferenciable, la solucion no existe para tiempos negativos, ya que
en ese caso los coeficientes de la serie crecen rapidamente con n.

Ejercicio: Pruebe que un conjunto ortogonal {x,} es completo si y solo si
(x,,8)=o0 Vn=>g=o.

Problema g.3 : Use Gram-Schmidt para obtener una base ortonormal a partir
de los monomios
L X, X7y Xy, (3-56)

con respecto a los espacios de Hilbert obtenidos a partir de los siguientes productos
escalares:
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L (f,g)=[" f g dx (En este caso obtendyd los polinomios de Legendre,)

2. (f,g)= fjooof_g e~ dx (En este caso obtendrd los polinomios de Hermi-
te.)

3. (f,9)=[7 f-ge_x dx (En este caso obtendrd los polinomios de Lague-
rre.,)

Estas bases polindmicas reciben el nombre genérico de sistemas de polinomios

de Tchebyschev.

El hecho de que los polinomios de Legendre son una base sigue del Teore-
ma de Aproximacion de Weirstrass y del hecho de que las funciones continuas
son densas en L.

*Método de Gram - Schmidt.
Dado un conjunto numerable de elementos linealmente independientes de
H, {x,} generamos recursivamente los siguientes conjuntos:

1—1

Vi
yi:xi—Z(ul,xi)ul, u;, = .
I= [yl

Note que la segunda operacion esta bien definida ya que y; # o. Esta aseve-
racién sigue del hecho de que el lado derecho en la definicién de y; es una
combinacién lineal de los x;, j = 1,...,z y hemos supuesto que estos son li-
nealmente independientes.

Veamos ahora que (u;,u;) = J;;. Para ello probaremos por induccién que

dado i, (u;,u;) =0V j <i positivo. Esto es cierto para i = 1 [ya que no hay
7]- Supongamos entonces que es cierto para i — 1'y veamos que también lo es

para . Pero, dado j < 7 tenemos,

j—1
(uj,9,)= [(”j’xi)_Z(ul’xi)(“]"”l)] = [(“j’xi) - (uj’xi)] =o.

[=1

Si el conjunto de partida es un conjunto completo, es decir un conjunto que
no es subconjunto de un conjunto mayor de vectores linealmente indepen-
dientes, luego el conjunto resultante es una base ortogonal. En particular, si

(x,u;) = o Vi, luego x = o. Caso contrario tomamos # = ”gcc—” y tendria-

mos otro elemento de la base, lo que seria una contradiccidn con respecto a
la completitud de los {#;}.
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8.6. Problemas

Problema g.4 Sea ¢ : H — C un mapa lineal. Muestre que ¢ es continuo siy
solo si es acotado.

Problema g.5 Muestre que el mapa I : Cla,b] — R dado por

b
Ef f(x)dx, (8-57)

es un mapa lineal y continno.

Problema 8.6 Sea V un espacio de dimensidn finita y sea {u;}, i = 1.n una
basey (6"}, i=1.nla correspondzente co-base. Sea x =37 x'u; un vector
1=1

de V cualquieray w =37 ;0" una funcional lineal cualquiera, es decir un
elemento de V'. Considere en V' la norma

lll, = S 1x'1)7 (359)

Vea que esta es una norma y pruebe que la norma inducida en V' por ésta estd

dada por,

n

lloll, = lew; 197, (.59)

donde
—+—-=1 (p,q>1); (8-60)

Ayuda: Exprese w(x) en componentes con respecto a la base /co-base dada y luego

use (pruebe) la designaldad;:

Zx ;] < Z|x 25> feo, )7 (3.61)

=1

Problema g.7 Sea c, el espacio de sucesiones {x} = (x,x,,...) convergiendo a
cero con la norma

13l = supdlx; }- (8-62)

Probar que el dual del espacio c_ es el espacio L, de las sucesiones absolutamente
sumables {w} = (w,,w,,...) con la norma

[I{edll;, Elei|' (8:63)
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Ayudas: Note gue dado un elementode | , {w} = (w,,w,,...), tenemos un fun-
cional lineal dado por,

w({x})= ixiwi' (3-64)

Pruebe que este cumple
lleol] < [l{eo} ] - (8-65)

Luego encuentre un elemento de norma ignal o menor que la unidad en c,, y con
su aynda vea que

lleol| 2 [[{co} ;.- (8-66)

de lo cual se concluye que las normas son las mismas. Solo resta ver que para cada
elemento del dual de c,, w, existe un elemento de [, {w} =(w,,w,,...) tal que
la ecuacion §.64 valga. Para ello construya una base de c, y la respectiva base de
su dual. Atencion: en algin punto tendrd que usar que las funcionales lineales
consideradas son continuas.

8.7. Problemas de Series de Fourier

Problema g.g Sea f una funcion integrable de periodo T. Muestre que

T T+a
f f(x)dx = f(x)dx, VYaeR (3.67)

a

Problema 8.9 a.- Encuentre la serie de Fourier de la funcion f(x):= x en el
intervalo [—, 7).
b.- Use la relacion de Parseval para probar que

S {
> —=n’/6 (8-68)
n=i1 n

Problema g.10 a.- Encuentre la serie de Fourier de la funcion f(x):=e* en el
intervalo [—m, 7).
b.- Use la relacion de Parseval para probar que

o8]

rcoth(rws)/s = Z

ne—oo S +n’

1

(8-69)
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Problema g.11 Sea S, : L*> — L* el mapa que envia € L* en la serie parcial
de Fourier,

= > 60, o= — (e, f(x). (5.70)

m=—n 27

Muestre que los S,, son proyecciones ortogonales y que S,S,, = S,,S, = S,, st
m < n.

Problema g.12 En este problema se intenta probar que la serie de Fourier de
una funcion continua es sumable en el sentido de Césaro en todo punto. Sea
f(0) una funcién perio’dim en L2, f(0)€ L*[o,27], ¢, == #(ei’”a,f(@)) y
$,(f)i=20 o, eme’”

a.- Probar que

MJ f(©@ sm LRl LN (8:71)

sin(x/2)

b.-Sea SS,(f)(0) = " S (f)(O) (suma de Césaro), pruebe que:

n+1

000 = [ fern™ L e

c.-Sea K, (x)= St )r/2) pmebe que para todo 8 > o,

27t(n+1)sin*(x/2
K, (x)—o unz'formerrient; en [é\ 2t — 8]
d.- Pruebe que SS,(f)(0.) — f(8,) si f es acotada y continua en 0,
e.- Probar que si | es continua y periddica, entonces SSL,(f)(0) — f(0)
uniformemente en 0. Ayuda: recuerde que si f es continua en [o,27] entonces f
es uniformemente continua.

[~ Mostrar que ||f = S, (O <11 = SSL, ()|l y concluir que S,,(f) — f en

L*si f es continna.

Problema g.13 Suponga que f € C[‘)([o,zn]) y sea c, = (e, f)y b
(einﬁ’f/)'
a.- Veaque 3.7 |b,|* < ooy concluya que 3% _n?|c,|* < co.
b.- Probar que 32> _|c,| < co.
c.- Probarque 37" _ ¢, e” M9 o5 uniformemente convergente para n — oo.
d.- Utilice el item f.- del problema anterior para concluir que
> Cme e —s 270 f(0) uniformemente.
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Problema g.14 Considere la expansion en serie de Fourier para la siguiente fun-
4
cidn:

f(x)'— —1I o<x<T (8.73)
T 4 T<X27T 8
F(0+2m) = f(0). La suma de los primeros n términos produce una funcion
que tiene un mdaximo absoluto en las cercanias positivas de o de altura 1+ 8,,.

Mostrar gque lim,,_, 8, & 0,18. Esto se conoce como fendmeno de Gibbs.

Notas bibliograficas: Estas notas estin basadas en los siguientes libros: [9],
[10], [13], [1] y [14]. Esta es una de las 4reas mas bellas y ttiles de las mate-
maticas, basica para casi todo, en particular la mecanica cuantica. No deje de
profundizar un poquito en ella, sobre todo recomiendo los libros [9] y [1] de

lectura placentera.
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CAPITULO 9

DISTRIBUCIONES

9.1. Introduccion

Para hacer del espacio de funciones de cuadrado integrable L*(/R) un es-
pacio normado fue necesario generalizar el concepto de funcién (como mapa
de Ren IR) en el sentido que los elementos de L? son solo funciones definidas
en casi todos los puntos, es decir clases equivalentes de funciones de cuadrado
integrable ante la relacién de equivalencia f & g si [ |f — g|*dx =o.

Si bien esta generalizacion es Util ya que entre otras cosas nos permite
agrupar las funciones en espacios de Hilbert y asi usar la poderosa estructu-
ra geométrica que éstos tienen, es conveniente considerar una generalizacion
aun mayor la cual, como veremos mas adelante, nos proveera de una impor-
tante herramienta en lo que hace al calculo formal en fisica matematica.

Las funciones generalizadas que definiremos a continuacion, llamadas dis-
tribuciones, tienen muchas propiedades interesantes, entre ellas que la ope-
racion diferenciacion es cerrada en este espacio, es decir la derivada de una
distribucién es otra distribucion. Esto es particularmente sorprendente si se
tiene en cuenta que entre las distribuciones hay funciones que ni siquiera son
continuas!

¢Cudl es la idea detras de esta generalizacion? El teorema de representa-
cion de Riez nos mostr6d que el dual de L*([R) es ese mismo espacio. Aho-
ra bien, si en vez del dual de L*(/R) consideramos el dual de un subespacio
de L*(RR), obtendremos un espacio mayor que L*(RR) y que contiene a éste
de una manera natural. Este espacio lineal, que contiene al de las funciones
usuales es un espacio de funciones generalizadas.

Esta claro que existen muchos espacios de funciones generalizadas ya que
no solo podemos considerar distintos subespacios de L*([R), sino también po-
demos considerar distintas nociones de continuidad mas débiles que la conti-
nuidad proveniente de la norma de L*(/R) para definir los espacios duales.
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¢Cual de ellos estudiar? La respuesta es: El que mas convenga al trata-
miento del problema para el cual se las quiere usar. Aqui trataremos aquellas
obtenidas a partir de un subespacio bastante pequefio con lo cual se obtiene
una generalizacion lo suficientemente amplia como para abarcar con ella la
mayoria de los problemas de la Fisica. Es necesario remarcar que el concepto
de distribucién que introduciremos no es una necesidad fisica, en el sentido
que las teorias fisicas se pueden enunciar usando simplemente funciones infi-
nitamente diferenciables’ , pero si es una herramienta muy util que permite
una formulacién mas “condensada"de algunas de estas leyes. El subespacio
de L*(IR) que usaremos es de las funciones infinitamente diferenciables y de
soporte compacto C*°(IR). [Recuerde que el soporte de una funcion clasica
f(x) esta dado por el subconjunto de IR,

CHf™" [R—{o}]},

donde C/ significa tomar la clausura. Como el soporte de una funcién es
automaticamente cerrado, que sea compacto (como subconjunto de R o R”
) significa meramente que es acotado. |

R o . .
Ejercicio: Muestre que C*°([R) es realmente un espacio vectorial.

Ejercicio: Muestre que ademas es un algebra con respecto al producto usual.
¢Cual es el soporte de f - g?

¢Qué nocioén de continuidad introduciremos en las funcionales de C*°(/R)
para definir el dual? Desgraciadamente no hay en este espacio ninguna norma
que sea natural, en particular no hay ninguna en que éste sea completo *.

Hay si, en este espacio, una topologia conveniente. La correspondiente
nocion de continuidad de esta topologia se obtiene del siguiente criterio de
convergencia:

"Aqui nos referimos a las teorias fundamentales. Existen aproximaciones, como la teoria
de los fluidos, donde las distribuciones aparecen naturalmente.
>Atn en el caso que, por ejemplo, usdsemos como norma

1711=3] ~swp IV

n=o

no obtendriamos un espacio completo ya que en este hay sucesiones de Cauchy que tienden a
funciones infinitamente diferenciables pero cuyo soporte no es compacto.
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Definicion: Diremos que una sucesion {¢,}, ¢, € C*(IR) converge a ¢ €

C>(IR) si:
1. Existe K C IR compacto tal que soporte(p,) CK Vn.

2. Las sucesiones {gafj’ )} de sus derivadas de orden p convergen uniforme-
mente en K a go(P) paratodo p = o,1,2,...,, es decirdado py ¢ > o
existe N tal que para todo 7 > N se cumple

s poexlpP(x) = pP(x)| < e. (9-1)

Note que la primera condicién nos restringe a considerar como sucesiones
convergentes a aquellas que solo pueden converger a una funcién de soporte
compacto. Esto es fundamental para la completitud del espacio y para que
la convergencia uniforme en la segunda condicion tenga sentido usando el
supremo. Con este criterio de convergencia asociamos la siguiente nocion de
continuidad sobre las funcionales de C*°(RR) en IR.

Definicion: Diremos que la funcional F : C*°(/R) — IR (o C) es continua en
@ € C°(IR) si dada cualquier sucesion convergente {¢,} en C®(IR) a ¢ se
cumple,

F(p,) — F(p)- (9:2)

Esta nocion proviene de la topologia antes mencionada.

Ejercicio: Sea B un espacio de Banach con la nocién de convergencia dada por
su norma. Muestre que en ese caso la nocién de continuidad definida arriba
coincide con la usual (¢, &).

Con esta nocion de continuidad el espacio C*°([R) es llamado el espacio

de funciones de prueba de IR y denotado por Z(RR).

Definicién: El espacio dual al espacio de funciones de prueba, 2, es decir
el espacio de funcionales lineales continuas 7" : C*°(RR) — R es llamado el
espacio de las distribuciones.

Ejemplos:

a) Sea f continua y sea la funcional lineal
Ti(p)= J dx. (9-3)
79)= | I ¢
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Como

751 (| 1f1d3) supeerle (0.0

donde K es cualquier compacto conteniendo el soporte de ¢ vemos que T
es continua y por lo tanto una distribucion. Vemos asi que las funciones con-
tinuas dan origen a distribuciones, es decir estan incluidas naturalmente en el
espacio de las distribuciones.

Ejercicio: Muestre que si f # g luego Ty # 7.

b) Sea f integrable (en el sentido de Lebesgue) es decir un elemento de £ (/R)
y sea

Tf(§0)=LRf90 dx ¥ ¢ e CX(R). (9-5)

Pero |T4(¢)| < supyexl9l JR\f1 dx y por lo tanto si {g,} — o entonces

T¢(¢,) — olo que nos asegura (por linealidad) que T es continua y asf una
distribucion. Note que si f = g en casi todo punto (f ~ g) luego 7y = T,
por lo que concluimos que son en realidad los elementos de L' los que definen
estas distribuciones. Las distribuciones obtenidas de esta forma se denominan
regulares.

c)Sea T, : C*°(RR) — IR, a € IR, dada por T (¢) = ¢(a), este mapa es clara-

mente lineal,

T(p+ad)=opa)+ad(a)=T,(p)+aT¢),

y continuo
IT(p) =lp(@)| <sup, glex)]

y por lo tanto una distribucion. Esta es llamada la delta de Dirac en el punto
a. ¢Hay alguna funcién continua, f, tal que 7, = T;? Supongamos que s,
y que f(r) # o con r # a. Eligiendo ¢ distinto de cero solo en un entorno
suficientemente pequefio de » que no contenga a a y con el mismo signo que
f(r) obtenemos ¢(a) = oy T¢(p) # o lo que implica que f(r) =0 Vr #a
pero por continuidad concluimos entonces que f = oy por lo tanto que
T¢(¢) = oV ¢ € C°(IR). Vemos entonces que esta distribucién no provie-
ne de ninguna funcién continua y se puede ver que en realidad no proviene
de ningtn elemento de L'([R), es asi una distribucion irregular. Estos son
los elementos extra que nos da la generalizacion definida. Usualmente, en
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manipulaciones formales se pretende que esta distribucion proviene de una
funcién, denominada delta de Dirac y denotada por 8(x —a). Con ella se
escriben cosas como

[ o=apt)dx =t (0.6

Como hemos visto en realidad no existe ninguna funcion para la cual esta
expresion tenga sentido por lo tanto ésta es solo formal y debe considerarsela
con precaucion, es decir siempre como un mapa lineal y continuo del espacio
de funciones de prueba.

¢Qué estructura tiene 2’(IR)? Por ser un espacio dual ésta es un espacio
vectorial con la suma de sus elementos y el producto de éstos por niime-
ros reales definidos en la manera obvia, es decir si 7, Ted, ac R, luego
<T + af) (p)=T(p)+« (f((p)) Estas operaciones generalizan las opera-
ciones definidas sobre funciones integrables ya que Ty +a 7, = Ty, .

¢Esta definido el producto de distribuciones? La respuesta es que en ge-
neral no lo esta —asi como tampoco lo esta entre funciones integrables-. Si lo
esta si una de ellas proviene de una funcién de prueba, es decir

Ty T(4):=T(pd) V€D, (9.7)

donde hemos usado que los elementos de 2 forman un algebra. Note que
ésto generaliza la operacion definida sobre funciones integrables:

Ty Ty(¢) J fod =Tied)=Typ($) (9-8)
yaquesi f €L'luego fopel'sipeP.
9.2. La derivada de una distribucidn

Si f es continuamente diferenciable luego su derivada también da origen
auna distribucion 7. ¢Qué relacion hay entre Ty y T2 Note que

= "odx =— "dx==T(o") ¥ 9 .
LRfso Lngv ) ¥V gpe (9:9)

donde al integrar por partes se usé que las ¢ en Z tienen soporte acotado.
Esto sugiere que la posibilidad de extender la nocion de derivada a toda dis-
tribucion por medio de la formula

T’(gp) = —T(gp’), Yoeg, (9.10)
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donde el lado derecho est4 bien definido ya que si ¢ € 2 luego ¢’ € 9. Note
que esta operacion satisface las condiciones que uno esperaria ya que son las
mismas que satisface la derivada usual, teniendo en cuenta que ahora estamos
en este espacio mas amplio donde el producto de funciones no esta definido
en general. En efecto esta operacion es lineal.

~

(r2af)) = —(rraf)r=(FraT)
= T'(¢p)+aT(p)

y satisface la regla de Leibniz tanto como es posible ya que como vimos el
producto de distribuciones no esta definido en general. Cuando si lo est4, es
decir cuando una de ellas es un elemento de 9, tenemos que

q

(1) @) = (7,

[l
|
~Ne
N
N

(9.12)

[l
~e )\ik

v
= T, T+ Ty T
= (T, T'+T,T) ()

Pero estas son las condiciones que definen una derivacién. Vemos por lo tan-
to que ésta es una extension de la derivada de una funcién en 2. Note que
al generalizar la nocién de funcidn en la de distribucion la hemos ampliado
tanto que ahora objetos como la derivada de funciones discontinuas (incluso
en todos sus puntos!) estan incluidas entre éstas e incluso son a su vez infini-

tamente diferenciables [(T)")(¢) = (—1)" T(¢")].

Ejemplo: 77, la derivada de la funcién de Dirac en 4 es la distribucién tal que
T(p)=—¢'(a) Vp€9.

Comenzamos con el espacio de funciones infinitamente diferenciables de
soporte compacto y finalizamos también con un espacio infinitamente dife-
renciable [con una nocién distinta de derivada], cabe preguntarse si existe
una nocién de soporte de una distribucion. Obviamente no podemos utili-
zar la misma nocidn que para funciones continuas y tendremos que proceder
de una manera indirecta.

Sea O un abierto acotado, de Ry Z(O) el espacio de funciones de prueba
con soporte en la clausura de O, O. Diremos que una distribucion 7" se anula
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en O st T[2(0)] = o, es decir si se anula para toda funcion de prueba con
soporte en O. Llamaremos el soporte de 7 al complemento de la unién de
todos los abiertos donde T se anula. Por ser el complemento de un conjunto
abierto este conjunto es cerrado.

Ejemplo: El soporte de 7, es {o}. Sea O,, = (1/n,n)U (—n,—1/n), luego
R-{]J, 0, ={o}.

Ejercicio: Sea f continua. Pruebe que soporte{f}=soporte{T;}

Ejercicio: ¢Como extenderia las nociones de funciones pares (f (x) = f(—x))
y el de impares (f (x) = —f(—x)). ¢Qué propiedades conserva esta extension?

Ejercicio: Sea
s={ 2 12

o, x<o

x € IR. Claramente g(x) es continua pero no diferenciable (en el sentido
clasico). Encuentre las 3 primeras derivadas de g en el sentido de las distribu-
ciones.

Ejercicio: La parte principal, en el sentido de Cauchy, de una funcién,

PufaN=lm [ L rdx

&—o |x|28 X

es una distribucion. ¢Cémo debe interpretarse la formula?

lim;:9< : >—i7r3(x—xo)

£sox —x +1¢e X — X,

Hemos visto que una distribucién es diferenciable, es decir dada 7' € 2’
existe § € 9’ tal que T/ = S. Cabe preguntarse lo opuesto, es decir si dada
S € 9’ existe T tal que la férmula de arriba valga, es decir

~T(¢)=5S(p) Ype. (9.13)
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Esta es una generalizacion a distribuciones de la mas simple de las ecuaciones
diferenciales ordinarias ya estudiadas y la respuesta al problema planteado
es afirmativa. Note que dada T la ecuacién (9.13) nos define S, es decir su
derivada, pero si damos S luego (9.13) no define 7' completamente ya que
esta formula nos dice solamente como acttia 7' sobre funciones de prueba
(¢”) cuya integral (¢) es también una funcién de prueba. Esto es de esperar ya
que en el caso de funciones la primitiva de una funcién esta sdlo determinada
hasta una constante. Esta indeterminacién se remedia dando valores iniciales
generalizados lo cual se logra pidiendo que 7'(0) tenga un dado valor, Ty,
para alguna 0 € 2 que no sea la primitiva de otra funcién en 2, es decir que

p(x)= 0(%X) d % no tenga soporte acotado (o sea que J 0(%)d% # o).

—00

Teorema 9.1 Dada S € 7', 0 € D tal que fmﬁdx #oy T@ € R, existe una
vnica T satisfaciendo

=T(¢') = Slg) Vo€
T(@) — T(9 (9-14)

Prueba: Solo tenemos que conocer la accidén de T sobre una arbitraria ¢ € 9.
Sin pérdida de generalidad tomemos @ tal que [ = 1. Vemos que dada
¢ € 7 existe un tinico Ay € Ry unatnica ¢y € 7 tal que, ¢ — 4,0 = 50;, es

decir es una funcion de prueba con primitiva. En efecto, sea

py(x)= f_x (f—4A,0)d%

luego la condicion para que ¢ 4 tenga soporte compacto (y por lo tanto sea
una funcion de prueba) es que

o:f (gb—/1¢(9)d£:J ¢dx—Ay=o0 (9.15)
o sea -
/lsb:f Jdx. (9.16)
Sea entonces
T($)= Ay Tp—S(py), (9.17)

esta distribucion satisface las ecuaciones del enunciado del teorema. Note que
/1¢ T es una distribucién,
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Ay Tn=T, J dx,
v Tp=Tp 1R¢
yque,
T(0)= A9 Ty —S(pg) =Ty — S(0) =Tp.

Veamos la unicidad, sea 7" otra distribucion satisfaciendo 9.14, luego la dife-
rencia, 8 T = T — T satisfacer3,

—8T(¢)) = o Vee9g
ST(0) o.
Como hemos visto que cualquier funcién de prueba ¢ se puede escribir co-
mo, ¢ = /1¢(9 + go; tenemos,

(9.18)

BT($)= 218 T(0)+8T(g))=o.

Lo que concluye la demostracion de unicidad. De esto concluimos que, como
en el caso de funciones, dos soluciones cualesquiera de (9.13) difieren por una
constante @

9.3. Nota sobre la completitud de Z y su dual &’

Usando la nocién de convergencia introducida en 2 podemos definir un
concepto analogo al de sucesién de Cauchy:

Definicion: diremos que una sucesion de funciones de prueba {¢,}, ¢, € 2
es convergente si:

1) Existe K € IR compacto tal que sop(p,) CK V 7.

2) Dado p y ¢ > o existe N tal que para todo 7, m > N se cumple

supeek |1V () = fP(0)| < e

Con esta nocion de convergencia el espacio 2 es completo, es decir toda
sucesion convergente converge a un elemento de 2. Para discutir completitud
de 2’ debemos introducir nociones similares en este espacio. La nocién de
convergencia apropiada es la siguiente.
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Definicién: Diremos que la sucesién {7}, T, € 9’ converge a T € 7’ si
T,(¢)— T(¢) paratodo p € 7 3.

Ejemplos:

a) Sea T,, la distribucion asociada con la funcién e . Luego T, converge
a la distribucion cero. Esto muestra lo débil que es este tipo de convergencia.
b) Sea T, la distribucion asociada con alguna funcion f,, satisfaciendo

—|x—n/*

1. f,(t)>osi|t|<1/nycerosi|t]|>1/n.

2. fﬂbfn(t)dt =1,

Luego T,, — T, la funcién de Dirac con soporte en el cero.

Analogamente podemos definir la nocion de convergencia de distribucio-
nes.

Definicién: {7,}, T, € 9’ es convergente si para cada ¢ € P y ¢ > o existe
N tal que si n,m > N luego

|7,(¢)—T,(p)l <e

. . . /
Con esta nocion de convergencia el espacio 2’ es completo.

9.4. Convergencia y Compacidad Debil

En un espacio normado, H, tenemos la nocién de convergencia con res-
pecto a la norma, la cual llamaremos convergencia fuerte

(x 15x s lim [, — x|l =o.
n—oo

En estos espacios existe otra nocion de convergencia, la llamada convergencia
débil y que usa la existencia del espacio dual de H, H'.

Definicién: Diremos que {x,} converge débilmente a x,

(x } 5%, si o(x,)—o(x) ¥ oeH.

. . e y
*Nuevamente estamos introduciendo una topologia de manera indirecta, esta vez en 2.
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Si H es un espacio de Hilbert (lo que supondremos de ahora en mas) el Teo-

rema de Representacion de Riez nos dice que {xn}ix sit (x,,,9) = (x,%)
VyeH.

Claramente esta nocion de convergencia es la mas débil tal que los ele-
mentos de H’ son funcionales continuas [En el sentido que f es continua
en x si dada cualquier sucesion {x,} convergiendo a x luego lim f(x,)=

n—0o0

f(x).], donde decimos que una nocién de convergencia es mas débil que otra
si toda sucesion que converge con respecto a la segunda también lo hace con
respecto a la primera y hay sucesiones que convergen con respecto a la pri-
mera pero no con respecto a la segunda. Veamos, a manera de ejemplo, que la
convergencia en norma, o fuerte, es en realidad mas fuerte que la llamada dé-

. f .
bil. Supongamos entonces que {x, }—x es decir lim,,_, _ ||x—x,,||;; = 0, luego
como los elementos de H’ son funcionales lineales acotadas (¢<=> continuas)
se cumple que

lo(x)—o(x,)| Sllollpllx —x,ll ¥V o€, (9.19)
y por lo tanto,
lim |o(x)—o(x,)| = o, (9.20)

d . . .
o sea {x,}—x. El siguiente es un ejemplo de una sucesion que convergen
débilmente y no fuertemente.

Ejercicio: Muestre que la sucesion {x, = (o,...,0, 1 ,0,...)} converge débil-
n
mente en /? pero no fuertemente.

El anterior fue también el ejemplo que utilizamos para mostrar que la bo-
la de radio unidad en /* no era compacta con respecto a la convergencia fuer-
te. ¢Sera ésta débilmente compacta? Es decir, dada una sucesion {x,} € B, (/*)
cualquiera ¢existira una subsucesion que converja débilmente? La respuesta
es afirmativa y es una de las herramientas mas ttiles del analisis funcional.

Teorema 9.2 B, es débilmente compacta.

Prueba: S6lo probaremos el caso en que H es separable. Sea {x,, } con||x, ||y <
1y S ={y,,} una base ortonormal numerable de H. Construiremos, usando
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induccion, una subsucesion {x*°} tal que,

(xzo,ym)n:OO a, Vy,, €S. (9.21)

Sea m = 1, luego (,,,)| < 1, gl < 1. Vemos entonces que {(x,,y,)}
es una sucesion acotada en C. Pero la bola de radio unidad en C es compacta
y por lo tanto habra alguna subsucesion (x!,y,) convergiendo a algiin @, en
C. Supongamos ahora que tenemos una subsucesion {x””~'} tal que

() e, Yi<psm—t. (9-22)

n

De la misma forma que como hicimos para el caso m = 1, considerando
m—1 1A m m—1

en este caso {(x7"",9,,)} obtenemos una subsucesion {x”} de {x”"~'} que

satisface,

n—0o0
(5 Vm) = T (9-23)
lo que completa la induccién. Tenemos asi un mapa o : {y,,} — C dado por
o(y,,) =a,,, como {y, } es una base podemos extender este mapa linealmen-

te atodo H. Como {x°} es acotada,

o) =1lim|Ce 2 <]l (9-24)

y o es también acotada, por lo tanto continua. Usando el Teorema de Repre-
sentacion de Riez sabemos entonces que existe x € H tal que

(x,9)=0(y)=lim(x*,y) VyeH. (9.25)

. d
Concluimos asi que {x>®}—x #
/ . /n .
En el proxido capitul o haremos uso de esta propiedad para probar un
importante resultado en espacios de Sobolev.

Notas bibliograficas: Recomiendo leer: [10], [1] [9]. A pesar de que fue
un fisico, Dirac, el que introdujo el concepto de distribuciéon muchos fisicos
las desdefian como algo matemdtico y las usan como una abreviacion ttil para
hacer calculos. Usualmente la persona que las manipula conoce lo que estd ha-
ciendo y no comete errores, pero es bastante facil cometerlos si no se siguen
cuidadosamente las reglas y se pierde de vista lo que son. Esto por ejemplo
lleva a errores tales como asignarle significado al producto de dos distribucio-
nes arbitrarias. No es dificil entender el concepto basico de distribucién ni
tampoco que no hay que salirse de las reglas operativas, sigalas siempre y no
se equivocara.
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CAPITULO 10

LA TRANSFORMACION DE FOURIER

ro.1. Introduccién

Consideremos el siguiente problema en el circulo §' cuya circunferencia
es 27T
Dada p continua en §' encuentre f en S’ tal que

82
3(9{ =p. (10.1)

Una manera de resolver este problema es utilizando la base ortogonal de Fou-

rier, {‘/Iz_neing} de L*(S"). Sea F : L*(S") — [* el mapa entre estos espacios

generado por esta base, es decir,

= Leine ={c }. 10.2
F(f)—{<m f>} {ea} (10.2)

I (o N

— 52 _
—{7’1(.'” ﬂn}

Luego

donde {a,} = F(p).
Como F(o) = {o} vemos que (10.1) implica una ecuacion algebraica en
12,
—n’c,=a,. (10.4)
Si p es L ortogonal a f = cte., es decir a las tnicas soluciones de (10.1)
con p = o, lo que implica 4, = o, la sucesién con c, arbitrario y ¢, = ——,

nZ
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n # o satisface (10.4). El mapa inverso F~"': /> — L*(§") nos define f(0) =

o0
Z C—ne’” 9. el cual al menos formalmente® es una solucién de (10.1).
neoo V2m
Note que en esta aplicacién no hemos usado directamente el hecho de que
! ind . d in0
e'””} forman una base ortogonal sino solo que —e'"" =

Var do

ine'™ y ciertas propiedades del mapa F generado por dicha base. En parti-
cular esta propiedad de la base se induce en el mapa en el sentido que si f € L*

d
es diferenciable y F(f) = {c,} luego F(%) ={+inc,}.

Estas observaciones son muy utiles pues existen casos, como el de L*(IR),
en los cuales no se conocen bases ortogonales interesantes, pero si mapas si-
milares a F con propiedades interesantes. Uno de ellos es la transformacion
de Fourier que estudiaremos ahora. El problema en L*(R) es que desearia-

las funciones {

mos tener una base {¢,} cuyas funciones satisfagan 72 Pn = 16y, pero

las soluciones a esta ecuacion son ¢, = a,, e’*, las cuales no son funciones
de cuadrado integrable cualquiera sea ¢, 0 4, € IR (excepto por supuesto
que tomemos 4, = o). Sin embargo aunque estas funciones no formen una
base ortogonal si generan un mapa .7, esta vez de L*(/R) en otra copia (con-
siderada como distinta) de L*([R), con propiedades similares a las del mapa F

considerado anteriormente.

Teorema r1o.1 (de Fourier) La transformacion de Fourier

~ I

o o e—ix-A x)dx” Io.
f= = L (10.5)

donde x - A=3",_ x' A.. Satisface:

=1

a) F : L*(IR") — L*(IR") es un mapa lineal, continno e invertible de L*(IR") en
si mismo que preserva la norma (es decir unitario), |||, =[F (- = Il

(identidad de Plancherel).

"El mapa define un elemento de L* pues p € L* y por lo tanto Z|an|l < oo lo que

—00
a
implica que {c, arbitrario, ¢, = ——, 7 # o} es también un elemento de /*. Restarfa ver que
n

f =F~"{c,} es dos veces diferenciable.
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b) Su inversa estd dada por

I

(7.72)”/2

gx)=F7(g)= J e g(Ada (10.6)

¢) Si la derivada de [ € L*(IR") en el sentido distribucional estd también en
L*(R™) se cumple entonces que

%
7 <3—f> =i F(). (10.)
]

Este teorema nos dice que esta transformacion tiene todas las propiedades
que tenia la generada por la base de Fourier y por lo tanto ser tan ttil como
aquella en aplicaciones similares, pero ahora en R”.

La prueba de este teorema usa varias de las técnicas mas comunes y pode-
rosas del analisis funcional y por lo tanto es recomendable una lectura atenta
y no automatica de la misma.

Prueba: El mapa .Z es obviamente lineal y claramente esta definido para cual-
quier funcidén en C*°(R"), es decir infinitamente diferenciable y de soporte
compacto. Veamos primero que 7 preserva la norma L*(/R") para estas fun-
ciones. Sea / € C*®(IR”) cualquiera y tomemos un n-cubo C, de volumen

2
(=)" con ¢ > o suficientemente pequefio como para que sop(f) C C,. Sea
€

K. ={k € R" | k; = mpe paraalgin entero p}, [por ejemplo en R? el vec-
tor (e s, e17,0) es un elemento de K, ]. Luego el conjunto de funciones

nf2
{ <£> e** |k eK, } forman una base ortogonal de L*(C,).

2
Pero f € L*(C,) y es continuamente diferenciable, por lo tanto

Z <<i>n/2 ei/e&,f()z)) <i>n/z oik — Z &eik'”(zne/z)”, (10.8)

keKe ? 2 keKe (2777)”/2

es la representacion en serie de Fourier de f la cual converge uniformemente
a f en C, y por lo tanto en R”. Tenemos entonces que

. = [ 1o s
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- Lglf(x)lzd”x
= S |(Crret )

keKe

= Z |f |* (rce)”. (10.9)

kEK‘g

2

Como R” es la union de n-cubos de lados 7we (o sea de volumen (7¢)” alre-
dedor de los puntos de K. el lado derecho de (10.9) es simplemente la serie de

Riemann de la funcién |f(k)|?. Si esta funcion fuese continua luego la serie
de Riemann convergeria a ||f|?, y habriamos probado que la transformada
L2

de Fourier de una funcion en C*°(R") preserva la norma L*(/R"). Pero

af(k -] ,—ikx n
supl G2 = suplZi [ —in e

f Ix/ f(x)| d"x < oo,
R

(10.10)

< -
= (n)

yaque f € C*®([R"). Vemos entonces que las derivadas de f (k) estan acotadas
y por lo tanto que f es continua. Este resultado no solo completa la demos-

tracion de que Z preserva la norma sino también, ya que f (k) es continua,
que la serie de Riemann en el lado derecho de la ecuacion (10.8) converge a
la integral y por lo tanto que Z~'(Z(f))=f(x) YV f € C®(R").

Si f € C°(IR") luego la identidad del punto c) se muestra trivialmente.
Solo resta entonces extender estos resultados para f arbitraria en L*(IR"),
pero C*°(R") es una subespacio denso de L*(IR"), es decir todo elemento
f € L*(IR") puede obtenerse como limite (con respecto a la norma L*(/R"))
de una sucesién {f,} de funciones en C*°(/R"), esto nos permite extender la
accion de Z atodo elemento de L*(R”). En efecto, sea f € L*(IR") arbitraria

ysea{f,} — f € C®°(IR") luego la sucesion fn(/e) = Z(f,) satisface,
1/, 6) = F Nl oy = Vo) = oMl gry: - (101)

Como {f,} es convergente es de Cauchy y por lo tanto { f;} es también
de Cauchy en L*(RR"), pero L*(IR") es completo y por lo tanto existe [ €
L*(R”) tal que {f,} — f. Extenderemos el mapa Z a L*(IR") definiendo

F(f) = f. Esta extension es claramente lineal y acotada por lo tanto es con-
tinua. Usando el mismo razonamiento extendemos Z~' a todo L*(IR") y
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vemos que Z~(F(f(x))) = f(x)V f(x) € L*([R") lo que demuestra que
Z es invertible, que su inversa es # ' y es continua. El mismo argumento
muestra que la férmula en c) también es valida para todo f tal que su gradien-
te también esta en L>(RR”). Esto completa la prueba del teorema &

Note que la estrategia ha sido primero tomar un espacio (C*°(/R”)) donde
todas las propiedades valen obviamente, luego tomar un espacio que contie-
ne al anterior y donde este es denso, ver que el mapa es alli continuo (con
respecto a la nocion de continuidad del espacio mayor) y finalmente tomar la
extension que esta continuidad nos brinda.

¢Hay otras extensiones posibles? La respuesta es si y ahora veremos una
de ellas que nos permitira usar la transformacion de Fourier en distribucio-
nes. Lo haremos en forma de un problema dividido en varios ejercicios.

Notacion de Schwartz: /77 denotara el conjunto de n-tuplas de enteros no-

negativos @ =< @,,...,a, >y |a| = >"_ a,. Similarmente denotamos por
ekt alal
D* = =
Ix* Jxlre..dx
a,, derivadas parciales con respecto a x,, @, derivadas parciales con respecto
a x,, etc. El grado de D? es |a].

, es decir D? es el operador diferencial que toma

Definicién: Llamaremos espacio de Schwartz & (/R”) al espacio vectorial de
funciones infinitamente diferenciables que decaen asintéticamente mas rapi-
do que la inversa de cualquier polinomio, es decir que

||99||p,q = Z SMPx€Rn|anﬁqﬂ(X)| <oo (10.12)
&l <p

A1<q
VY a, B €I, con lasiguiente nocion de convergencia: diremos que {¢,}, ¢, €

& converge a ¢ € & si dado ¢ > o para cada par de enteros no negativos, p,
g, existe N, tal quesin >N,  luego[lp—¢ ||, , <e.

Ejercicios:

1) ¢Como definiria la nocién de sucesion convergente en este espacio?

2) Muestre que si {¢,,} — ¢ luego {¢} converge en el sentido anterior.

3) Muestre que 9 esta estrictamente contenido en .. Ayuda: Encuentre ¢ €

& consop(p)=R".
Las propiedades de este espacio que nos interesan son las siguientes:
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Lema 1o.1 Con la nocion de convergencia correspondiente el espacio & (IR")
es completo.

Lema 1o.2 El espacio C®(IR") es denso en 7, es decir cualguier elemento ¢ €
& puede ser obtenido como limite de una sucesion convergente con cada uno de
sus miembros en C*°(IR").

Ejercicio: Pruebe el Lema 10.2.

Lema 10.3 Z : & — & es continuo e invertible con inversa continua.

Ejercicio: Pruebe el Lema 10.3. Ayuda: Pruebe que dado enteros p y g existen
Py 4y c>otales que paratodo ¢ € % se cumple

1311, < llpll 5 (10.13)

Ejercicio: Encuentre Z (e=%%'/?),

Definicién: El espacio dual a &, #” se llama el espacio de las distribuciones
temperadas.

Ejercicio: Muestre que & esta estrictamente contenido en %’. Ayuda: En-
cuentre f tal que Ty € 2 ynoad’.

¢Cémo extender F a #’? Usando la identidad de Plancherel y la de po-
larizacion® tenemos que (¢, ) = (&, ¢) . Pero entonces

n=[oddb=[opir=T,= T o1
Esto nos induce a definir en general

f(gb) =T(p). (10.15)
*Es decir que (x,y) = {{llx + | = |lx =y +2llx — 2yl —2llx +2xll*}
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Ejercicio: Calcule Z(8,)y 37"(3;)

¢Qué otras propiedades tiene la transformacién de Fourier? Note que de la
identidad del punto c) del Teorema de Fourier sigue que si x?DP f € L*(IR")
luego k#D?f € L*(IR"). Esto nos dice esencialmente que diferenciabilidad
en x es equivalente a decaimiento en k y viceversa. En particular esto nos
dice que la transformada de Fourier de una funcion de soporte compacto es
infinitamente diferenciable.? Mas atn se puede probar que es analitica.

Otra propiedad importante de la transformacion de Fourier es que lleva
producto de funciones en convolucion de funciones y viceversa.

Definicién: Sea f, g € (IR"). La convolucion de f con g denotada f * g es
la funcion, también en % (IR"), dada por

Frg)= o= g)ds (10.16)

Teorema 10.2 @) Para cada | € & (IR"), el mapa lineal g — f * g de S (R")

en S (IR") es continuo.
Vigs=rtm/*& v f+g=am""fe
Jfxg=gxf v fr(gxh)=(f+g)*h.

Prueba: Una vez probado el punto 5) los otros siguen trivialmente. Asegu-
rese! Probaremos entonces 4). Como ya vimos (¢,¢) = (¢,¢) VY ¢,¢ €
F(IR™). Aplicando esta identidad a ?* £ (x) y g(x) obtenemos (e”?* f, g) =

e

(eiy'xf,g). pero

(7 f,8)= J e f(x)g(x)d = (2m)" fg (10.17)

R

JEn realidad el argumento anterior nos dice que si sop(f) es compacto luego D*f €
L*(R") V a €I}. Como veremos mas adelante esto implica que es infinitamente diferen-

ciable.
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(eiy-x](_*’g) — fR" <(2ﬂ_)—n/2 J‘Rn e—i/lvx-}—iy-xf(x) dnx> g(/{) dr
= [refO=DeX)d"A

A

La otra férmula se obtiene aplicando Z " a la anterior @

Otra propiedad interesante de la convolucion se obtiene al notar que co-
mo ¥ ([R") es cerrado con respecto a la operacién de convolucion (f, g €
S (R") = [ * g € S (IR")) podemos definir la convolucion de una distri-
bucién temperada con una funcién en ¥ (R") como,

(10.18)

~ ~

(T+f)g)=T(f +¢) donde f(x):= f(~x). (10.19)

Ejercicio: Aplique (10.19)a 7' =T, para g € & (IR")y vea que esta definicion
tiene sentido.
La propiedad interesante se ve en el siguiente lema.

Lema 10.4 T « [ es equivalente a una funcion infinitamente diferenciable.

1o.2. *Propiedades basicas de los Espacios de Sobolev

Como una aplicacién de la transformacion de Fourier veremos a conti-
nuacién las propiedades bésicas de los espacios de Sobolev. Estas ser4 usa-
das mas adelante cuando estudiemos la teoria de las ecuaciones diferenciales
parciales. El primer paso sera una generalizacion de los espacios de Sobolev.
Como vimos los espacios de Sobolev son espacios de Hilbert con norma pro-
veniente del siguiente producto escalar.

(f,g)Hm:Z Z 3,0;...9,f,5d...d,8 | , (10.20)
k=oi,j,p=1 \ ——~—"

k veces L2

donde f y g son funciones definidas en un abierto Q cualquiera de R”. Si
2 = [R” luego de las propiedades de la transformacion de Fourier obtenemos

Fr @i = Zpo Xl Ak Apf A Ay o Ay, §)
= (FQ)| DI, 80, | D141,

k:O /e:o

(10.21)
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es decir las funciones f(x) € H”(IR") son aquellas que su transformada de

m
Fourier f decae lo suficientemente rapido como para que f(A) Z | A]* sea
k=0

de cuadrado integrable.
Esto nos sugiere generalizar los espacios permitiendo indices no enteros
y atin negativos por medio del siguiente producto escalar,

() = F ALY 2+ AP, (10.22)

Ejercicio: Muestre que este es un producto escalar.

m
Note que para s = m en vez del polinomio Z |A|**, ahora tenemos (1 +
k+o
|A|>)"”. Como existen constantes positivas ¢, yc,, tales que

m

o, (r+ A" Z AR <, (14147 (10.23)
k=0

este cambio en la norma es trivial en el sentido de que estas normas son equi-
valentes entre si. En realidad, como veremos en un caso especial, incluso el 1
en el polinomio se puede ignorar y atin asi obtener una norma equivalente.
La primera propiedad que veremos es el siguiente lema:

Lema 1o.5 Sis’>s luego H* C H°.
Prueba: Trivial #

En particular si s > o luego H* C H°=1L?sis <oluego L> C H*. ¢:Qué
son los elementos de H* para s negativo?
Dada g € H™* puedo definir el siguiente mapa de H* en C,

A~ ~ g A
VY = =(—=— (4|,
g(f) (gaf)[—] ((I |/1|2)S/25f( | | ) )H

Este mapa es lineal, esta bien definido V f, g € C> y puede ser extendido a
todo H* (y H™*) por continuidad, ya que,

(W U < MgllaI1f M-
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Por lo tanto tenemos un mapa entre H~* y el dual de H*, que preserva la
norma, es mas, se puede probar que este mapa en un isomorfismo (o sea que
ademas es invertible) entre estos espacios.* Por lo tanto podemos identificar
a H™ con el dual de H*.

Ejercicio: Usando que C*(/R") es denso en H*(/R") muestre que la delta de
Dirac esta en H*([R") paratodo s < —n/2.

Quizas la mas importante propiedad de H°(/R”) es la siguiente,

Lema 10.6 (de Sobolev) Si m < s —n/2luego H°(IR") C C"([R").

Prueba: Basta con probarlo para m = o, el resto sigue por induccion. Basta
también probar la desigualdad. ||f||co < C [|f]|gs, s > % para alguna cons-
tante C > o independiente de f y paratoda f € C OO(R”) el resto sigue por
la continuidad de la norma. Pero
ilx 7 n
J e f(A)d"x
R

1/ lleo =supeerrl f(R) = suprepn

< | Vo
2\s/2

B TS

(27) N (I_I_Ml )5/2

1 f s/2
< SRl e
< Cllfllg-

(10.24)
donde hemos usado que s > 7/2 para probar que||;”y <ood
(1A

Este lema nos dice que si f € H”([R") para m suficientemente grande
luego f puede ser identificada con una funcion ordinaria, continua e incluso
diferenciable.

Sea f una funcién continua en R} = {x € R" x, > o} y sea Tf la res-
triccion de esa funcién al hiperplano x,, = o es decir (tf)(x,,x,,...,%,_,) =
f(x,,x,,...,x, = o). Claramente 7 es un mapa lineal y si / es continua en

“Por el teorema de Representacién de Riez cada ¥ : H* — C puede ademads ser escrito
como ¥(f) = (§,f)ys>» & € H*. Si tomamos g = F'((1 + |A||)*F(§)) € H* entonces

() =2,(f)-
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R’} luego 7 es continuaen R"™" = {x € R” [ x,, = o}. ¢Se puede extender
este mapa a funciones mas generales? La respuesta es el siguiente lema que nos
muestra ademas el porqué de la necesidad de extender los espacios de Sobolev
a indices no enteros.

Lema 10.7 (Traza) Sea m > o entero, luego:
z) T: H’”(Ri) — H"='>(IR"™") es continuo.
i) es suryectivo.

Prueba: Por el mismo argumento que en el lema anterior para probar 7) basta
probar que existe ¢ > o tal que

e Mooy < Cllf gy Y €CTRY)  (r029)

Sea f (X, x,,) la transformada de Fourier de f(x) con respecto a las coor-
denadas (x,,x,,...,x,_,) de R", luego

|f( :—2R€J —(/1/ A A t)de. (10.26)

Multiplicando ambos lados de esta igualdad por (1 4 |X|*)"/? e integrando
con respecto a A’ obtenemos,

||Tf||H‘/2(Rn—1) = Jﬂ l|f(/1/ |2 dr— )

00 Af(X, )=
= 2 f J (I+|/V|2)I/2 f( t)f(/l’,t)dtd”“/{’
), dx,
1/2

00 a r 2
J f —f(/l’,t) ded"' X} x
e |dx,
1/2
{J f G+ P FO 0 de d= IA’} .

(10.27)
Usando que |24 b| < a*+ b? y la identidad de Plancherel obtenemos

I Wy S Jre IR+ SIS T +18,1 1} d7
= ”f”H'(Ri)'

IA

(10.28)
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Para probar suryectividad debemos ver que dada g € H'/>(IR*™") existe al
menos una (en realidad infinitas) f € H'(RR’}) tal que 7f = g. Nuevamente
basta definir una anti-traza K en C*°(IR") y probar que existe C > o tal que

||Kg||HI(R1)<C||g||H‘/2(Rn_‘) VgeCx. (10.29)

Sea K(g) = 9‘I(e_(l""’vlz)l/zxng(g)) y notando que el argumento de Z ™"
estaen S (IR"") dejamos la prueba de la desigualdad anterior como ejercicio.

En las aplicaciones tendremos que considerar funciones definidas solo en
abiertos de R”, 2 y sus bordes Q. Supondremos que (2 es tal que su borde,
IN=CIQ—Q, es una variedad suave.

Sea H™(12) el espacio de Sobolev obtenido tomando la integral en el pro-
ducto escalar simplemente sobre Q2 y completando el espacio C*°(€2) con res-
pecto a su norma y sea H”(£2) el obtenido con la misma norma pero com-
pletando el espacio C*°(2). Si m = 0 0 si 2 = R” luego estos espacios coin-
ciden. Pero si m > 1y d es no vacio entonces son distintos (obviamente
H™ C H™) ya que como se controlan derivadas en la norma las sucesiones
de funciones de soporte compacto no pueden converger una funcion no nula
en el borde. ;(Cémo extenderemos los resultados obtenidos en R” a Q? El
lema clave para ello es el siguiente.

Lema 10.8 Sea y la restriccion de funciones en IR” a funciones en Q, luego
s HP(R) > H™()

es continuo y suryectivo.

Prueba: La continuidad es clara, solo resta ver la suryectividad. Probaremos
suryectividad para el caso Q@ = {x € R", x, >0}, IN={x € R" [ x, =
o}. Sea f € H™(R) luego por el Lema anterior T(&’nkf) € L para kb =
o, 1,...,m — 1. Continuamos / para x,, negativo como,

m—1(_ k .
flx)= |:Z ( /e:l> T(é’nkf):| <I —el/xn> , X, <O (10.30)
k=1 :

La sumatoria hace que las derivadas de f sean continuas en x,, = o y la expo-

nencial hace que la norma H” sea acotada. Pero esta norma solo dependera
k /

de las normas de 7(J; f) las cuales a su vez estan acotadas por ||f1|g»(q) ¥
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por lo tanto existira ¢ > o tal que [|f (x)|| gy < C || f || gmy ¥ f € C°. El
caso general es técnicamente mas engorroso la idea basica es la de usar cartas
tales que mapeen regiones conteniendo parte del borde de 2 en R”* ma-
peando borde con borde. En cada una de estas cartas sabemos como probar
la desigualdad correspondiente. La desigualdad global se prueba suponiendo,
por el absurdo, que ésta no vale @

Este lema nos permite inmediatamente generalizar los lemas anteriores.

Definicion: Diremos que / € H*(f2) si admite una extension f~ a IR” tal que
]; € H*(IR") [Note que esto concuerda con lo probado para s entero positi-
vo].

Es inmediato entonces que si s’ > s luego H* (€2) € H*(2), que si m < s—
n/2 luego H*(2) € C™ () y que si m > o entero T : H"(Q) — H"~'/*(JQ)
es continuo y suryectivo. En la ultlma afirmacién usamos H”~'/>(9Q) don-
de en general Q) # abierto en /R”™" y por lo tanto no se encuadra en la
definicién anterior. En el caso en que dQ sea compacto diremos que f €
H™='/2(90Q) si, dado cualquier cubrimiento abierto {U,} de 99 lo suficien-
temente pequefio como para que exista ¢;, tal que (U;, ¢;) sea una carta de
I entonces f € H™'/*(U)V i.

Finalizamos este capitulo con dos lemas. El segundo de ellos, consecuen-
cia del primero, es de gran importancia en la teoria de ecuaciones en derivadas
parciales.

Lema 10.9 SeaT'; un cubo en IR” con lados de longitud d > o. Si w € H'(T';)
Iuego,

nd*
||M||;{O(Fd) <d™"| JF nd”x|* + TZ”%%”;OU})' (10.31)
d J=1

Prueba: Es suficiente considerar # € C'(I';). Para cualquier x e y en I'; tene-
mos,

n_ry A :
u(y)—u(x)= Z Ju(y', ey T s T L x s, (10.32)
=)
Tomando su cuadrado y usando la desigualdad de Schwarzt obtenemos,

|oe]*(x) + []*(y) — 2T (e (x) ()
n d/2 ] ]
< ndZJ |3ju(y’,...,y]_l,s,x”’,...,x")|2d5. (10.33)
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Integrando con respecto a todos los x/ e y/ obtenemos,

2

2d” ||u|)? O(rd)SZ L nd’x| +nd"? ZHQJ %”HO(Fd)’ (10.34)

d j=1
de la cual sigue trivialmente la desigualdad buscada &

Lema 10.10 Sea Q) C IR" compacto con borde suave. Si una sucesion {u,} en
Y4

H(Q) es acotada, luego existe una subsucesion que converge (fuertemente) en
H®(Q). Es decir el mapa natural > H' (Q) — H°(Q) es compacto.

Prueba: Sea kb = sup{||u,|| H; (@} Como Q2 es acotado lo podemos encerrar
en un cubo I'p y extender cada #,, como ceroen I'y — Q2. Seae >0y M lo
2nk*D?

suficientemente grande como para que 2 2= < ¢. Descomponiendo I';; en
M™ cubos Fil cond = D/M y usando que como {#x,} es también acotada
en H°(Q2) existe una subsucesion {7,} y » € H°() tal que esta converge

débilmente a #. Vemos entonces que existe un entero N tal quesi py g > N,
[[@=rpa <2(3) 3 (1039)

i, — i x| <-({—=) —. .
VA 2\M/) D 1035

Si aplicamos a cada F{i el lema (10.9) y sumamos sobre j obtenemos que V p
ygqg>N,

17 = gy = <%>n<Z£I§<%>m>+%<%>z(2k2)
13

€4 (10.36)

IA
N ™

e.

IA

Pero entonces {7} es una sucesion de Cauchy en H°(2) y por lo tanto con-
verge fuertemente a # en H°(Q2) @

SPor mapa natural entre dos espacios de Banach se entiende lo siguiente: recordemos que
los elementos de cada uno de estos espacios son clases equivalentes de sucesiones de Cauchy,
las cuales podemos asumir consisten de elementos suaves de algin espacio denso, por ejemplo
C>(Q), el mapa natural se define como aquel que envia elemento a elemento una sucesién de
Cauchy de un espacio en el otro. Como la norma del espacio de salida acota a la norma del

. . . : o
espacio de llegada la sucesion obtenida en el espacio de llegada también es de Cauchy y por lo
tanto determina una clase equivalente alli, ergo un elemento del espacio.
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Notas bibliograficas: Recomiendo los libros: [15] y [9]. Los espacios de
Sobolev permitieron comprender gran parte de la teoria de ecuaciones no
lineales y previamente la teoria de ecuaciones lineales pero a coeficientes no
suaves. No son ideas complejas, pero muy utiles e imprescindibles para la
investigacion en ecuaciones en derivadas parciales.
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CAPITULO 11

TEORIA DE ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

11.1. Introduccién

Definicién: Una ecuacion diferencial en derivadas parciales de orden m
en M es una ecuacion de la forma

m VECES

—
Flp,u,V,u,VVyu, .. ,V,---V.u|=o, (11.1)

donde V es alguna conexion en M. Mas generalmente # puede ser una tu-
pla de campos tensoriales y F tener rango en alguna otra tupla de campos
tensoriales.

Ejemplos:
a) La ecuacion de Laplace en R® con respecto a una métrica g,
Au=g*"V V,u=o0 (11.2)

Si g5, es la métrica Euclidea, luego en coordenadas cartesianas

A d*u N d*u N d*u (11.3)
u= . 11.3
dx* dy* 3dz*
b) La ecuacién de Poisson,
Au— p=o, (11.4)

donde p es una funcién dada.
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c) La ecuacién de onda en [R"*". Esta tiene la forma de la ecuacién de Laplace

n
pero para una métrica de la forma —(dx,_)* + Z(a’x’)z. Por ejemplo en R?,

8ab = _(dt):,b + (dx>;b’

by v d*u N d*u (11.5)
Vot =— . I1.5
T
d) Las ecuaciones de Maxwell,
V“Fab ~ jb (11.6)
V[anc] = 0

donde M es R*, la métrica (usada tanto para subir los indices de F,; como
paradefinir V) es la de Minkowski, g, = —(dx°)*+dx")*+(dx*)*+(dx3)?,

F,, es un campo tensorial antisimétrico en M, y y? es un campo vectorial (la

cuadricorriente) en M.

e) Las ecuaciones de elasticidad en R?(Euclideo)x R

*u®
at?

j = ulAu+ A+ p) V4V, u), (11.7)

donde #* es el vector desplazamiento (en [R?), p la densidad del medio elas-
ticoy Ay u las constantes de Lamé del medio.

f) La ecuacién de conduccion del calor en [R? (Euclideo)x IR

EzkAM, k>o (11.8)

¢) La ecuacion de Schrodinger en [R? (Euclideo)x R,

d h*
ih—¢:——A¢+V ¢, (11.9)
at 2m

donde ¢ es una funcién complejay V un potencial.
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h) La ecuacion de Navier-Stokes para un fluido viscoso e incompresible (ejem-

plo agua) en IR?(Euclideo)x R

dut b a I o a
Z'F% Vyu'+—=Vp—yAu®=o0 (11.10)
e

V u® =o, I1.11
a

donde #“ es el vector velocidad del fluido, p su presién, e su densidad (cons-
tante) y y la viscosidad cinematica.

De los ejemplos citados, de los cuales solo el Gltimo no es lineal, vemos la
tremenda importancia fisica que tiene tener una teoria general de estas ecua-
ciones y es asi que ésta es una de las ramas mas activas de la matematica. Por
su complejidad, en el gran niimero de casos distintos que presenta, la teo-
ria general dista mucho de estar completa, sin embargo hay casos o clases de
ecuaciones donde esto se ha logrado. Uno de éstos es el caso de una unica
ecuacion de primer orden, donde como veremos el problema se reduce al de
las ecuaciones diferenciales ordinarias.

Otro de estos casos es el de las ecuaciones lineales con coeficientes cons-
tantes (es decir para los cuales existe un sistema de coordenadas en el cual
todos los coeficientes son constantes -ejemplo el Laplaciano para una métrica
Euclidea). Esto se debe fundamentalmente al uso de transformadas como la de
Fourier. Hago notar sin embargo que hay trabajos recientes mostrando nue-
vos resultados, atn en el caso del Laplaciano! Si permitimos a los coeficientes
variar el problema se complica, sin embargo ciertas subclases de éstos han sido
estudiadas completamente. Si a esto le agregamos no-linealidad en una forma
no demasiado drastica -lo que se conoce como ecuaciones cuasi-lineales- el
conocimiento se reduce bruscamente, aunque algunas subclases han sido do-
blegadas y algunas ecuaciones particulares completamente estudiadas. El caso
donde la no-linealidad es drastica no ha sido todavia atacado con éxito -de nin-
guna clase-. Por fortuna los problemas fisicos que hasta el momento hemos
podido modelar o describir por ecuaciones en derivadas parciales tienen ecua-
ciones a lo sumo del tipo cuasi-lineal. En este curso veremos en detalle solo la
teoria de algunas de las ecuaciones mas simples [esencialmente las ecuaciones
en los ejemplos a), b), ¢) y f)], siempre tratando de usar métodos que pueden
ser aplicados a ecuaciones similares pero mas complejas. Esto no solo se debe
a la simplicidad de estas ecuaciones, lo que permite su conocimiento comple-
to y detallado sino a que por un lado representan los “ejemplos candnicos"” de
distintas clases de ecuaciones. Las soluciones de las ecuaciones en cada una de
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estas clases se comportan en forma muy similar mientras que lo hacen en for-
ma radicalmente diferente a las soluciones a ecuaciones en las otras clases. Por
otro lado estas son las ecuaciones mas usadas en fisica y aparecen en multitud
de problemas diferentes, incluso como casos particulares de las ecuaciones en
los ejemplos d), e), f) y g)!

11.2. La ecuacion de primer orden

Esta es una ecuaciédn de la forma
F(p,u,vﬂ%)zo. (r1.12)

donde # es una funcion en alguna variedad M. Esta ecuacion puede ser ataca-
da con mucho éxito y resulta en ecuaciones ordinarias, cuya teoria ya cono-
cemos. Por simplicidad aqui consideraremos solo el caso cuasi-lineal y en R?,
es decir una ecuacién de la forma,

a(x,y,%)%x+b(x,y,u)uy:c(x,y,w), (11.13)
donde #, = % Yy, = g—;‘

Por motivos geométricos es util representar las soluciones de esta ecua-
cion en [R? o mas precisamente en una region Q2 de R* donde a, b y ¢ estén
definidos, eso es asociar una solucion #(x,y) de (11.13) con la hiper-superficie
de R? dada por 7 =2z — u(x,y) = cte. Estas hiper-superficies se denominan
superficies integrales de la ecuacion (11.13). El gradiente de 7 es en estas
coordenadas es (V, 7) = (—#,,—u,,1), por lo que vemos que la ecuacion
(11.13) es simplemente la condicion que T sea constante a lo largo del campo
vectorial (1) = (a(x,y,2), b(x,y,2), c(x,y,2)), es decir [*V_ = = o, lo que
es equivalente a decir que /* es tangente a las superficies integrales. Note que
si 17V, 7 = o luego (f %)V, T = o0 0 sea que lo que determina la ecuacion
(11.13) no es [* sino su direccion. Este campo de direcciones se llama de di-
recciones caracteristicas, y sus curvas integrales curvas caracteristicas. ' La
teoria de EDO nos dice entonces que por cada punto de €2 pasa una Gnica
curva caracteristica. El conocimiento de estas curvas es fundamental ya que

"Recuerde que una curva integral es la “imagen” de una curva y(¢)(en este caso =
(x(1),y(¢),z(¢)) soluciéon de una EDO, en este caso

dy(t) d x a(x,y,z)
y :d_ y | = b(x,y,2z) |. (r1.14)
t t z c(x,y,2)
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si formamos una superficie § tomando la union de ciertas curvas caracteristi-
cas luego claramente § sera una superficie integral de (11.13), pero por otro
lado, dada una superficie integral S y cualquier p € § la curva caracteristica
que pasa por p sera tangente a S en todo punto y por lo tanto sera una sub-
variedad de S con lo que se ve que S estara formada por la union de curvas
caracteristicas.

curva caracteristica

Figura 11.1: Curvas caracteristicas.

En particular note que si dos superficies integrales S, S, es decir dos so-
luciones de (11.13), # y #', tienen un punto p en comin luego tienen que
tener toda una curva caracteristica en comin, ya que por p solo pasa una de
tales curvas y ésta no puede abandonar ninguna de las dos superficies. Por
otro lado si § y §’ se intersectan en una curva y ésta debe ser integral. Para
ver esto tomemos un punto p de y y consideremos 7,S y 7,S’; como las

superficies se intersectan en una curva estos dos sub-espacios de 7, /R’ se in-

tersectan en una linea, como ambos deben contener la direccion dada por /4
ésta sera la linea. Pero esto es cierto para todo punto de y y por lo tanto el
vector tangente a y en proporcional a [* y y es caracteristica.

11.2.1. El Problema de Cauchy

Se llama problema de Cauchy de una ecuacion al problema de encontrar
ciertos datos tales que dando éstos exista una inica solucion de esta ecuacion.
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Figura 11.2: Interseccion de soluciones.

Es decir el de encontrar un cierto conjunto cuyos elementos son llamados
datos y un mapa entre este espacio y el conjunto de soluciones de la ecuacion.
Por ejemplo en el caso de los EDO, el problema consiste en dada un campo
vectorial suave v* en M encontrar algiin conjunto tal que a cada elemento de
éste le corresponda una curva integral de v*. Claramente podriamos tomar
este conjunto a los puntos de M donde v* # o ya que por cada uno de estos
puntos pasa una Unica curva integral. Claramente también podriamos tomar
como conjunto de datos —al menos localmente- una hiper-superficie s de M
tal que en ninguno de sus puntos v* sea tangente a ésta. En tal caso tenemos
ademas la muy deseable propiedad de que cada punto de S determina una
unica solucion, es decir no contamos cada solucion mds gue una vez.
¢Cudles seran estos datos en el caso de la ecuacion (11.13)?

Sea y(s) = (x,(5),7,(s),2,(s)), s € [0,1], una curva en /R’. Buscaremos una
solucidn tal que su superficie integral contenga a y, es decir una #(x,y) tal
que se cumpla,®

z(s)=u(x,(s),7.(s)) Vse€o1]. (11.15)

Consideraremos primero el caso en que y(s) no es una curva caracteristi-
ca. Tomando cada punto y(s) como punto inicial para la ecuacién diferencial

2Solo interesa la imagen de la curva y no su parametrizacion, por lo tanto tomaremos una
en que el rango de § sea el intervalo [o, 1].
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ordinaria que determina /* y resolviendo esta obtenemos para cada s la curva
caracteristica que pasa por y(s). (Ver figura.)

Figura 11.3: Construyendo la solucion a partir de la curva y.

Obtenemos asi un mapa y(s,¢): I, x I, — R dado por,

y(s,t) = (x(s,t),y(s,t),2(s, 1)) (11.16)

con x(s,0) =x.(s), y(s,0) =y.(s) y z(s,0) = z(s) y donde a s fijo se cumple,

dy(s,t) .
0 =1"(y(s, 1)) (11.17)

Si pudiésemos invertir las funciones x(s,t) e y(s,¢) y asi obtener s y t
como funciones de x e y luego

u(x,y) = 2(s(x,7), £(x,)) (11.18)

seria la solucion buscada, ya que tal # satisface por construccién (11.13) y
(rr.15).

No siempre es posible tal inversion. La razon es que en general habra
valores de s y ¢ tales que el plano tangente a y(s, ¢) en ese punto contiene al
eje z. Veamos si hay condiciones que nos aseguren que tal inversion es posible
al menos localmente, es decir en un entorno de algn punto (x(s,,0), y(s,,0))
sobre y(s).

El teorema de la funcion implicita nos dice que esto sera posible si el
diferencial de la transformacion en ese punto (s, 0) es invertible, es decir si su
determinante (el Jacobiano de la transformacion) no se anula. En este punto
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tenemos,

Ix dy
Js s 0 s 50 Sx gy

J= Py (500) 2 (5000) | = Z(SO) bo_ E(S())élo;éo, (11.19)
Tlisp0 sy

donde a, = a(x(s,),y(s.), z(s,))y b, = b(x(s.),y(s,), z(s,)) Esta es entonces
la condicién para la existencia local de soluciones y nos dice que y(s) debe ser
elegida de modo tal que su proyeccion en el plano (x,y) tenga vector tangente
que no sea proporcional a la proyeccion en dicho plano del vector (4, b, ¢).

Ejemplo: En algunas aplicaciones la coordenada y es el tiempo. En tal caso
es natural especificar # en un instante de tiempo, digamos y = o, es decir
dar su valor inicial. Asi es que el problema de valores iniciales consiste
simplemente en elegir y(s) = (s,0,h(s)). Laecuacién (11.15) resulta entonces
h(s) = u(s,0) o h(x) = u(x,0), es decir h(s) sera el valor inicial que tendra
la solucidn a y = o. en este caso habra solucion local siempre y cuando b, el

u
coeficiente de 5 nose anule en (x, 0, h(x)).

Si y fuese una curva caracteristica luego existiran infinitas soluciones (lo-
cales) ya que dado un punto y(s) de y y una curva no caracteristica y*(7)
pasando por este punto podremos construir, usando el procedimiento ante-
rior, pero ahora con y*(7), una solucién (una superficie) y*(7,¢) que necesa-
riamente contendra a y.

Ejercicio: Resuelva por el método descripto las ecuaciones:

a)

b)

#(x,0) = —x.

¢) ¢Por cuanto tiempo (y = t) se pueden extender las soluciones de b)?
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11.3. Clasificacion de ecuaciones en derivadas parciales

Para facilitar la clasificacion procederemos en forma similar a como lo
hicimos cuando estudiamos las ecuaciones en derivadas ordinarias, es decir
reduciremos los sistemas de ecuaciones a sistemas de primer orden. Para ello
tomaremos como variables independientes todas las derivadas de orden infe-
rior al mayor orden en que aparece cada una de las variables.

Ejemplo: Sea ¢ : IR* — IR satisfaciendo

a? a2
s,
dx>  dy?

=p, (11.20)

es decir el Laplaciano en una variedad dos dimensional plana. Definamos

3 El . . .
u'=o,u’:= a—f yudi= g—f, luego esta ecuacidn es equivalente al siguiente

sistema

o 1 o . o 0 1 . 2
u u )
I 0 O ) O 0o o . u
a. | »* |+ al » | = ,
O o o ; I O O y ; u

u u
0O 0 —I o 1 O o

(11.21)

El motivo por el cual agregamos la cuarta ecuacion se vera mas adelante,
pero adelantamos que ella nos permite deducir, sin recurrir a las ecuaciones
de las filas segunda y tercera, de que las componentes #* y #3 son las com-
ponentes de la diferencial de alguna funcion. Si conocemos una soluciéon de
11.21, (#',u*,4%) podemos probar que #' satisface también el Laplaciano.
En efecto, tomando una derivada con respecto a x de la segunda fila y una
derivada con respecto a y de la tercera, sumandolas y luego usando la primer
fila obtenemos el resultado buscado. De todos los sistemas de primer orden
(v basicamente también por la misma razon que dimos cuando consideramos
sistemas de ecuaciones ordinarias) solo consideraremos aquellos de la forma,

MZ,BVauB:]A/, (11.22)

con M¢, .y 1y funciones suaves del punto en la variedad (campos) y de u.
Los indices que estamos usando son indices abstractos y puede denotar no
solo un conjunto de escalares, sino también un gran vector hecho de diversos
campos vectoriales. Veremos esto en ejemplos. También se pueden tomar sis-
temas coordenados y bases y entonces plantear el problema en componentes,
como hicimos en el ejemplo anterior, en cuyo caso entonces podemos pensar
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a # como en gran arreglo vectorial de campos escalares. Hemos usado in-

dices con y sin primar para dejar en claro que el espacio (co-vectorial) de los
indices primados no tiene la misma dimensién que el espacio vectorial de los
indices sin primar.

El tipo de sistema que acabamos de definir se llama cuasi-lineal, pues las
derivadas aparecen en forma lineal. Esta no es una pérdida de generalidad
desde el punto de vista de la fisica:

i Todos los sistemas tisicos conocidos son de esta forma!

Historicamente la clasificacion que daremos a continuacién nace del in-
tento de encuadrar todas las ecuaciones en el Problema de Cauchyj, es decir,
tomar una hiper-superficie ¥ de M, dar alli como dato # y su derivada en la
direccion normal y tratar de construir soluciones en un entorno de ¥ en M
(soluciones locales). Este intento no fue en general exitoso, ya que en general
esta no es la manera correcta de dar datos, pero st lo fue la clasificacion de
estas ecuaciones asi obtenida, ya que las propiedades de las soluciones a las
ecuaciones en cada una de estas clases en las que las clasificaremos son muy
similares y en cada una de estas clases los datos se prescriben también de ma-
nera similar.

Para fijar ideas sea M de dimension 7 y sea p € M. Queremos encontrar
las soluciones en un entorno de p dando como dato #* en alguna hiper-
superficie ¥ de M que contiene a p. Por simplicidad haremos las cuentas
necesarias en un sistema de coordenadas adaptado al problema en el sentido
que elegiremos a la coordenada x” de tal forma que la subvariedad x” = o
sea la superficie X y p sea el origen de coordenadas. Los datos seran entonces
®4(x',...,x"1), que luego corresponderd a la solucién #* restringida a 3, es
decir & = u4|s..

Como conocemos lo que serd # en = conocemos lo que serin todas

sus derivadas (de cualquier orden) con respecto a las coordenadas x’, i =
1,...,n — 1. La idea es ahora usar la ecuacién para encontrar &, u/|s: y ast su-
cesivamente encontrar todas las derivadas de # en p (o cualquier otro punto
de ¥). Si lo lograsemos podriamos, al menos formalmente y en un entorno
de p, construir #4 como su serie de Taylor alrededor de p. Si pudiésemos
encontrar las derivadas normales a ¥, si ® fuesen datos analiticos, y si los
coeficientes de la ecuacién fuesen también analiticos, luego se puede demos-
trar (Teorema de Cauchy-Kowalevski) que la solucién ## construida formal-
mente arriba en realidad existe y es analitica en un entorno de p en M.
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Figura 11.4: Construyendo la solucién local.

¢Qué requisitos debe satisfacer la ecuacién para que esto sea posible? Usan-
do el sistema de coordenadas mencionado se puede ver que

M(@C,q)Z,BQnMB|Z = Términos en (¥4, 3,8, 4) 4/, (11.23)

Esta claro entonces que podremos resolver para d,#4 sélo si M (@C,q)Z/B es

invertible. En general (como en el ejemplo que dimos) el espacio de llegada
del mapa M, no tiene la misma dimension que el espacio de partida y por
lo tanto el mapa no es en general invertible, por lo tanto solo pediremos que
el rango de dicho mapa tenga la dimension maxima (es decir la dimension
del espacio de partida -la de los vectores #“-). En particular esto implica
que estamos suponiendo que la dimension del espacio de llegada es mayor o
igual que la del espacio de partida. Estamos pidiendo la posibilidad minima
de tener soluciones.

Si esto no sucede entonces es claro que la ecuacion sera una relacion entre
términos determinados a partir de los datos dados y en general no se satis-
fara. En ese caso los datos a dar libremente seran un ntimero menor al de la
dimensién del espacio de partida, solo se podran dar algunas componentes de
A,

¢Qué es geométricamente la condicién de maximalidad del rango de M4,
en lo que hace a las coordenadas elegidas?

Si la superficie x” = o es una superficie suave entonces podemos suponer
que V,x” existe y es distinta de cero, en este caso la condicién anterior es
simplemente la condicién que M4, V,x" tiene rango maximo, pero esta es
independiente del sistema coordenado y solo depende de X, ya que aqui x”
es simplemente una funcion en M que es constante en X y cuyo gradiente no
se anula. Las superficies en donde la condicion anterior se viola en todos sus
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puntos se llaman superficies caracteristicas. Clasificaremos a las ecuaciones
de acuerdo al ntimero de superficies caracteristicas que se intersecten en un
dado punto. Note que la clasificacién solo depende del tensor M g Y 1O de

los términos de menor orden. M4, 'V % es llamada la parte principal de la
ecuacion. Note también que como M /5 €5 un campo tensorial no necesaria-

mente constante, la condicion definiendo las superficies caracteristicas puede
ser muy distinta de punto a punto, por lo tanto la clasificacién que introdu-
ciremos vale en general solo para el punto en cuestion. Por fortuna en las
aplicaciones muy pocas veces aparecen ecuaciones donde su tipo cambia de
region en region. Note también que para sistemas no-lineales la condicion
depende también de la solucién que uno esté considerando! Como nuestra
clasificacion solo se basa en la parte principal de la ecuacion ésta debe tener
toda la informacion sobre la ecuacidn, es por eso que en el ejemplo anterior
agregamos la Gltima fila en el sistema de ecuaciones, sin ella y considerando
el sistema principal no podriamos saber que las dos ltimas componentes de
#” debian ser las componentes de la diferencial de una funcién.

Diremos que una ecuacion es eliptica en p € M si p no es intersectado
por ninguna superficie caracteristica. Es decir si Rango M e k, no es maximal
entonces k, = o [como estamos en un punto la condicion de que k, sea un
gradiente es vacia].

Ejercicio: El ejemplo candnico de ecuacion eliptica es el Laplaciano en M,
Au = g*V V,¢ = p donde g*® es una métrica Riemanniana. Muestre
que el ejemplo dado anteriormente es un sistema eliptico.

Diremos que una ecuacion es parabdlica en p € m si p es intersectado
por una Unica superficie caracteristica. Es decir existe un tnico k, # o -a
menos de un factor multiplicativo- tal que Rango M o k, no es maximal.

El ejemplo candnico de ecuacion parabélica (o de difusion) es la ecuacidn

del caloren R x R"™",
dou=Aun. (11.24)

d*u
. . . . axl ) s .
dicho sistema a primer orden y encuentre las superficies caracteristicas de
esta ecuacion.

. ) ., )
Ejercicio: Considere la ecuacion anterior en R X R, d,u = Reduzca
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Diremos que una ecuacion es hiperbolica en p € M si es intersectado por
mas de una superficie caracteristica.
El ejemplo candnico en este caso es la ecuacidén de onda en M

Au=g*V V,u, (11.25)

donde g#® es una métrica tal que dado cualquier punto p € m existe un
sistema coordenado en donde g,;, toma la forma,

gulp ={=(d0) + 2 (dx')}],. (11.26)

Ejercicio: Considere en R* la métrica ds* = —(dt)* 4 (dx)* (en todo punto)
y la ecuacién g°V V,u = p.

a) Reduzca la ecuacion a primer orden.

b) Encuentre las caracteristicas de la ecuacion.

¢) Haga lo mismo en RxS" (un cilindro espacio temporal) con ds> = —(d t)*+

(dO) yconds*=—(dt)*+t*(db)*.

Notas bibliograficas: Lectura recomendada para éste y los capitulos que
siguen: [15], [16], [17] y [19]. Lo expuesto en estos capitulos es lo minimo
e imprescindible para tener una nocién de esta area. Se conoce muchisimo
més y a la vez, como siempre, hay muchisimo mas que desconocemos, solu-
ciones débiles, existencia global, ondas de choque, condiciones de contorno,
estabilidad, etc, etc. Esta es probablemente el drea mas activa, con mas gente
trabajando y con el mayor nlimero de aplicaciones de toda la matematica. La
mayoria de estas aplicaciones han sido tradicionalmente en el area de la inge-
nieria y en particular en la de fluidos, lo que ha hecho de que solo se tratasen
cierto tipo especifico de ecuaciones, bastante dificiles por cierto, y no las mas
usadas en otras areas de la fisica, esto ha evolucionado en los Gltimos afios y
ahora hay un cambio considerable de atencién hacia muchos de los problemas
de la fisica moderna.
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CAPITULO 12

ECUACIONES ELIPTICAS

12.1. La Ecuacion de Laplace

Tomaremos como modelo de ecuacion eliptica a la ecuacion de Laplace
en R” con métrica Euclidea ds* = 37" (d x")?, 0 una regién abierta Q de
IR” con la misma métrica. Los resultados que obtendremos que no dependan
de funciones especiales se pueden generalizar para ecuaciones elipticas de la
forma (12.45) si se asume que ¢ < o.

Como ya mencionamos, el programa de Cauchy, es decir formular el pro-
blema de obtener soluciones dando como dato #* en una hipersuperficie %
no funciona en general, solo lo hace para ecuaciones hiperbolicas. Si consi-
deramos datos no-analiticos, y los datos fisicos son en general no-analiticos,
no hay en general ni siquiera soluciones locales. ;Cudl es la manera apropiada
entonces de dar datos para la ecuacion de Laplace? Obtendremos la respuesta
a esto considerando un fendmeno fisico descripto por esta ecuacidn.

Consideremos un tambor e imprimamos una fuerza (pequefia) sobre su
membrana (o parche) en forma perpendicular a ésta.

La membrana se movera de su posicion plana (de reposo) y adquirira una
nueva posicion de equilibrio generando una fuerza elastica que cancele exac-
tamente a la aplicada. ¢Cudl sera esta nueva forma de la membrana? Si deno-
tamos por #(x,y) al desplazamiento de ésta en la direccion del eje vertical (z)

) . : . !
y f alafuerza por unidad de area aplicada (en la direccion vertical) se puede
ver que # debe satisfacer la ecuacion,

Au=f,en Q={(x,y)|y/ x* +y* < radio del tambor}. (12.1)

Ejercicio: Convénzase de que (12.1) es la ecuacion de equilibrio. Ayuda: Haga
primero el caso unidimensional.
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Figura 12.1: La membrana de un tambor.

Como el borde del tambor sujeta la membrana alli tendremos la siguiente
condicién de contorno,

u|ga=0, IN={(x,y)|y/ x>+ y*> =radio del tambor}. (12.2)

Tenemos asi el siguiente problema: Dado f en € encuentre # satisfaciendo
(12.1) y (12.2). Por nuestra experiencia fisica sabemos que este problema se
debe poder resolver! Mas aun, se debe poder resolver el problema donde el
tambor no es circular pero tiene forma arbitraria, permitiendo que Jf sea
un borde arbitrario pero suave y también que Jf2 no esté en el plano x = o
o equivalentemente que esté en tal plano pero que # pueda tomar un valor
cualquiera —pero suave- ¢ en J.

Llegamos asi al siguiente Problema de Dirichlet: Dada 2 con d€ suave,
f:Q— Rsuavey ¢, : IQ — R, también suave, encuentre # : & — R
satisfaciendo,

1. Au=f en (),

2. Mlaﬂ = ¢o'

Mas adelante reafirmaremos nuestra intuicion viendo que este problema siem-
pre se puede resolver.

Supongamos ahora que permitimos que los bordes de la membrana se
pueda deslizar verticalmente pero en el borde ponemos resortes verticales
con una constante de Hooke que depende de la posicién, & : dQ — Ry
dispuestos de tal forma que la posicion de equilibrio antes de aplicar f sea
# = o. Cuando apliquemos f la membrana se movera hasta que nuevamente
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en el interior tengamos,

Au=/f en Q (12.3)
y en el borde
(ku+n"V u)|yq =0, (12.4)

donde 7* es la normal a . Este Problema Mixto también se puede resol-
ver.

Figura 12.2: Problema mixto.

Un caso particular de éste es cuando para ejercer la fuerza de borde no
usamos resortes sino simplemente una fuerza dada ¢, : IQ — R, pero te-
niendo la precaucién de que su contribucién total, |, ¢, dS, cancele exac-
tamente la contribucion total de f -de no ser asi tendriamos una membrana
acelerandose-. En tal caso tenemos el Problema de Neumann:

Au = [ en (12.5)
n*Viulzq = ¢,, enelborde, (12.6)

conf ¢, dS = J n”VdudS:deV:JAudV. (12.7)
29 a0 Q Q

12.1.1. Existencia

A continuacion veremos que el problema de Dirichlet siempre tiene una
Unica solucién (suponiendo que f, ¢,y dQ son lo suficientemente suaves).
Los otros problemas se resuelven en forma similar.

Supongamos que existe # € H*(Q) satisfaciendo, Au = f en Qy u|yq =
o -lo que implica » € H!(£2)-. Luego usando el teorema de la divergencia
obtenemos la primera identidad de Green, Yo € C*(Q).
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J fvf_d"x:f vAitd”x:—J e“bVavaitd”x+J v(n'V , u)d" " 'x,
Q Q Q o0
(12.8)

Si suponemos que v € H(Q2) la identidad todavia es valida y en este caso se
reduce a,

J e“bvavvbﬁd”x:—f vfd"x, ¥ v € H (). (12.9)
Q Q

Pero note que esta identidad todavia es valida si suponemos simplemente que
u € H () -no necesariamente en H*(2)- y que f € H~'().

Tenemos asi el Problema Débil de Dirichlet (con ¢, = o): Encuentre
n € H(Q) tal que dada f € H™'(1) se satisfaga (12.9).

Si el lado derecho (12.9) fuese un producto escalar este daria origen (por
completamiento) a un espacio de Hilbert H y entonces (12.9) tendria la for-
ma

(u,fv)H:CDf(fv)E—J f_fvd"x,V'veHOI(Q). (12.10)
Q

SiH=H}(2) ysi®: H— C fuese continua luego el teorema de repre-
sentacion de Riez nos diria que existe un tnico # en H satisfaciendo (12.9)
y por lo tanto (12.10). Como veremos a continuacion (lema de Poincaré-
Hardy) en este caso la parte derecha de (12.9) es un producto escalar equiva-
lente al de H(€2) y por lo tanto H = H_(£2). Pero entonces @ es claramente

continua ya que H~'(Q2) es el dual de H'(Q) > H () y # € H_(£2). Hemos
probado entonces:

Teorema 12.1 (de existencia y unicidad) Dada [ € H™'(Q) existe una vini-
ca u € H(Q) satisfaciendo el problema débil de Dirichlet.

Corolario 12.1 El mapa (A, 7): H'(Q) — H™'(Q) x H'/*(Q) dado por,

Au = feH'(Q),
tw = ¢, eHIN), (12.11)

es un isomorfismo .

'Siempre entendiendo estas ecuaciones en su forma débil o distribucional
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Prueba: Es claro que el mapa es continuo -ya que es lineal y acotado-. Es
también inyectivo ya que si ¢, = o luego # € H!(Q) y si f = o el teorema
anterior (unicidad) nos dice entonces que # = o. Veamos que es suryectivo.
Sea ¢, € H'/*(Q), luego existe w € H'(Q) tal que su restriccién a 99, Tw =
@,y sea f € H'(2). Como también Aw € H'(f2) el teorema anterior nos
garantiza que existe # € H_(Q) tal que

Au=f—Awen. (12.12)

Pero entonces # = # + w satisface Au = f en Qy tu = ¢ en I,

Solo resta probar entonces que el producto escalar anterior es un realmente
un producto escalar y la norma asi obtenida es equivalente a la de /. Esto
sigue del siguiente resultado,

Lema 12.1 (de Poincaré-Hardy) Existe C > o tal que para todo n € H (),
se cumple,

j |u|2d”x§Cf PN 4V, ud"x. (12.13)
Q Q

Esto nos dice que el producto escalar en H () es equivalente al producto
escalar usado anteriormente.

Prueba: Como C2°(Q2) es denso en H!(12) es suficiente probar la desigualdad
para estas funciones. SeaI'; un n-cubo de lado d conteniendo a Q2. Extendien-
do las funciones en C>°(£2) como cero en I'; — 2 obtenemos,

|u|*(x) = |ff;,/2 Iu(é'l,xl,...,x")dé’llz
< (9 [F,,10updE (r2.14)
< df% |10 uPde,
Por lo tanto,
d/2 d/2
J |u(x)|2a’x15dzj | u|?dE", (12.15)
—d/2 —d/2

J |u|*(x)d"x < d* |31%|2anSCJ V,uV*ud”x, (12.16)
Ly

Iy Iy
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con C = d*. Esto prueba el lema y concluye la prueba de existencia y unici-
dad &

Tanto el teorema de existencia y unicidad como el de regularidad (que
damos a continuacion) pueden ser generalizados a ecuaciones elipticas con
coeficientes no constantes mientras éstos sean suaves, se cumpla que ¢ < o
y que a*® [, > kg®1 I,, donde k es una constante y g** es una métrica
positiva definida tal que el volumen de € con respecto a esta métrica es fi-
nito. La prueba que dimos es vilida solo si Vo/,(€2) < oo, ya que en esta
usamos el lema de Poincaré-Hardy. Si 2 = R” entonces la prueba es todavia
valida si sustituimos al espacio H_ por el espacio H !, es decir el espacio de las
funciones que decaen al infinito, con norma

2 Ik
= |

ab r
- +e Vﬂfvbf
En este caso se puede probar que la solucion del problema no solo sera
suave sino también que decaera asintéticamente como 1/7.

12.1.2. *Regularidad de las Soluciones

La solucion que hemos encontrado lo es solo en el sentido débil. Si supo-
nemos ahora que f y ¢, tienen cierta regularidad podemos concluir ademas
que,

Teorema 12.2 (de Regularidad) Sea » € H' () una solucion débil de la ecua-
cion Au = f en Q con condicion de contorno u|yq = ¢,y sea f € H¥(Q),

b, € H¥2(9NO), b > —1 luego u € H*+*(Q). En particular si f € C®(Q) y
&b, € C®(IN), luego u € C(N).

Antes de proceder con la prueba definiremos el operador diferencia finita
y veremos sus propiedades. Sea {x’} un sistema coordenado en un abierto de

Q.

Definicién:
w(xy ey xt by x™) = u(x', oy Xy x™)
; ;

Lema 12.2 Si u € H'(Q) y Q' CC Q (contenido estrictamente, INN Y = ()
Inego,

”Af}””H‘)(&’Q)§||3i”||H°(Q)- (12.17)
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Prueba: Es suficiente considerar el caso » € C'(2). Si b < dist(IN, ),
luego

h
Af’u(x):%J dn(x"y ey x' + &, x™)dE Vx e, (12.19)

por lo tanto, usando la desigualdad de Schwarzt vemos que,

h
|Afz/t(x)|2 < %J | u(x", .y x’ + &,y x™)PdE. (12.19)

Integrando sobre 2’ obtenemos,

h
J |Af’u(x)|2d”x§if J |3i%|2d”xdffj |G ul*d"x.  (12.20)
04 hlo Jor 0

®

Lema 12.3 Sea u € H () (y por lo tanto Af’u € H () y supongamos existe
k < o tal que ”Af””HO(Q’) <k Vh>o0yQ ccQ conh<dist(dN,Q).
Luego la derivada débil Jju existe y satisface, ||J; u ||y () < k.

Prueba: Por la compacidad débil de los conjuntos cerrados y acotados en
H_ (') existird una sucesion {h,,} — oy v; € H () con ||v;|| @) Sk

o

tal que Af’” uivi, es decir
J qSAf’”M d”x—»f ¢v;d"x, ¥ eCl(N). (12.21)
Q 0
Por otro lado, si b,, < dist(sop.c,IN), luego
f ¢A}.]’”ud”x:—f M(A._h’”gﬁ)d”x—>—f nd;pd" x. (12.22)
o a Q
Concluimos asi que,
J qﬁvid”x:—f nwd;pd"x, (12.23)
Q Q

o sea que ; es la derivada débil (distribucional) de # en la direccién x* @
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Prueba: (Teorema de Regularidad): Nos contentaremos con probar que #
es regular en cualquier 2 contenido estrictamente en €2, la extensién de la
prueba a todo 2 no agrega ninglin concepto nuevo. Probaremos el enunciado
para k = o, el resto sigue por induccion en k. Como # es una solucidn débil
tenemos que

J V“itvafvd”x:f f_vd”x,vaECOI(Q). (12.24)
Q )
Reemplazando v por —Ai_hfv con |2h| < dist(sop.v,dN), tenemos,
J(Af’vﬂﬁ)vavd”x:—f A vd x Nv e Cl(Q) (12.25)
) )
y por lo tanto (Usando el lema (12.2)),
||L(AfV“ﬁ)Vﬂdnx|| </ Nz l19 2, - (12.26)

Tomando ahora v = Af u obtenemos,

I f APV APV " x| S f IO A allyy,,  (12.27)
Q
O sea,
ATVl <111l A gl (12.29)

lo que finalmente implica,
A2V ullg <IN, < - (12.29)

El lema (12.3) nos dice entonces que d.# € H'(J) y completa la primera
parte de la prueba.

Veamos ahora, para completar la prueba, que si f € C®() luego # €
C>°(Q2). Pero esto es obvio ya que si # € H?(2), Q C IR”, luego por el Lema
de Sobolev # € CP757¢(2) V¥ ¢ > oy en particular si » € H?(Q) VY p
luego n € C(Q) &

12.2. Teorema Espectral

Sea una barra de un material de conductividad térmica g = 1 y longitud
L = 27t y supongamos que queremos describir la evolucion de su distribucion

234



de temperatura T'(t, x). Para ello supondremos una distribucion inicial 7(x)
y que los extremos de la barra estan conectados con un reservorio infinito de
calor a cero grado. Debemos resolver entonces el problema matematico,

d d?
—T7 = - T, t>o
dt dx?
T(tyx) = To(x), (r2.30)

T(t,0) = T(t,2m)=o0 t>o.

Para resolverlo usaremos un desarrollo en serie de Fourier, es decir planteare-
mos una solucion de la forma,

> nx

T(t,x)=> C,(t)sen(—), (12.31)
n=i 2
la cual satisface claramente las condiciones de contorno. Aplicandole la ecua-
cion y usando la ortogonalidad de las funciones obtenemos,

2

4 cm=_"c
E n(t>__: n(t)’ (12'32)

la cual tiene como solucidn,

n?

C,(t)=C,(o)e” +". (12.33)

Por lo tanto si damos como condicion inicial T, € L*(o, 27t), ésta determinara
una sucesion {C° = (T,,sen(**));.} en [* que usaremos como condicién
« o , n © 2 L

inicial y asi obtendremos 7T(¢, x). Como

(o] o0 n2 o0
Z|Cn(t)|2=Z|C;|Ze_T[§Z|C;’|2<Oo (12.34)
n=i1 n=i1 n=i1

la solucion formal -ya que no sabemos si es diferenciable- estara en L2(o, 277)

paratodo ¢ > o. Para cualquier ¢ > oy g € N tenemos que n*e="%" tiende en
forma exponencial a cero cuando 7 tiende a infinito y por lo tanto 7'(z,x) €
H1(o,27) lo que implica 7'(t,x) € C*((0,+00) X [0,27]) *.

Hemos resuelto asi completamente este problema.

*Se puede demostrar ademas que 7'(t,x) es analitica en ambas variables en (o,+00) X

[0,27])
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¢Qué hemos usado para construir estas soluciones? Hemos usado que
cualquier funcién que se anula en los extremos puede ser expandida en tér-
mino de su serie de Fourier, es decir de las funciones sen(*) y ademas que

>

d? nx n? nx

dxzsen(T)z—:sen(T) (12.35)

En analogia con la teoria de operadores entre espacios vectoriales de dimen-
si6n finita llamaremos a la ecuacion de arriba la ecuacion de autovectores-
autovalores del operador lineal j;z .Dado un operador lineal L: D C L* — L*
el problema de encontrar sus autovalores y autovectores con condiciones de
contorno dadas se llama problema de Sturn-Liouville. Como veremos a conti-
nuacion existe una gran cantidad de operadores para los cuales este problema
tiene solucion. ¢Es una casualidad que el conjunto de autovalores del opera-
dor en el ejemplo sea una base de L*? 3 El siguiente teorema y su corolario

nos dicen que no lo es, si el operador en cuestion satisface ciertas condiciones.

Teorema 12.3 (Espectral para el Laplaciano) Sea Q2 C R” acotado. Luego el
Laplaciano tiene un conjunto numerable y discreto de antovalores, © = {1},
cuyas antofunciones (autovectores) expanden H (€2).

Prucba: [Teorema Espectral] Considere la funcional ¢ : H!(2) — R* dada
por,

V 4NV d"x
oV,
fﬂimd”x '

Como _# (u) es no negativa existird A,(Q2) € R" tal que

(12.36)

S ()=

A= inf #(u) . (12.37)

ueH! ()

o : .
Ejercicio: Relacione este A, con la constante en el Lema de Poincaré-Hardy.

Como veremos a continuacién este A, es el menor de los autovalores del
Laplaciano y su autofuncion #, es la que minimiza a _¢. En efecto supon-
gamos que existe #, en H_(Q2) que minimiza a ¢, como #es una funcional

3Para obtener convergencia puntual(y no simplemente en L?) en el caso de condiciones de
contorno no nula hay que agregar los autovectores (con cero autovalor) f,(x) =1y f,(x) = x.
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diferenciable debemos tener que

d
d—f(uo+5fv)|szozo YoeH (). (12.38)
s
Pero
d I i B
— I (u,+s5v)|,—y = _—[J (V*oV u,+V*u,V v)d"x
ds fﬂuud”x Q
— AO[J (vu,+ i1, v)d"x]] (12.39)
Q

y por lo tanto (12.3g) es equivalente a que #, satisfaga la version débil de la
ecuacion de autovalores-autovectores. Veamos ahora que #, existe. Como A,
, . ./ 1 —
es el infimo de ¢ existe una sucesion {x,} € H () tal que ||u,|| o) =1
. !
H(n,)— A,- Pero tal sucesion es acotada en H(2) y por lo tanto por el le-
ma (10.10) existe una subsucesion {#,} que converge fuertemente en H°((2)
4 _ — a . n

a una funcion #_ con ||140||HD(Q) = 1. Como Q(#) = [, V*#V ud"x es una
norma proveniente de un producto escalar se cumple la regla del paralelogra-
mo,

i, — 1,

Q"

la que implica

oS o) Q) 6

~

u—ﬁ

o) < Lo, -+t ) - A1

—A,—A,=o.

p g—00

°()

(12.41)

At q} también lo

Donde hemos usado que como {#,} — u, en H°(A),

q

hace y por lo tanto {|| || g7o()} — 1. Pero como la norma Q(#) es equi-
valente a la de H(Q2) vemos que {ﬁp} es también de Cauchy en H!(2) y por
lo tanto que #, € H!(€). Usando el teorema de regularidad con f = A,#,
vemos que #, € C*°(2) N H () y por lo tanto que #, es un autovalor en el
sentido clasico (Au, + A #, = o). Probemos ahora la existencia de los otros

autovalores-autovectores. Sea H(1) = {# € H(Q)|(#,#,) o) = o}. Este es

un subespacio vectorial y es cerrado, por lo tanto es un espacio de Hilbert 4,

“Note que H(1) # espacio perpendicular a #, en la norma H ().
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por lo tanto existira A , tal que

A= inf) S (u). (12.42)

uneH(1

Repitiendo el argumento anterior vemos que A, serd un autovalor, es

decir que existira una autofuncién # , con autovalor A..
. J— I —_ J—

Definiendo H(2) = {u € H!(Q)|(, #o) pro(y = (#5 ,) o) = 0} ete. po-
demos continuar indefinidamente y obtener £ y un conjunto ortonormal ’,
en H°(f2), de autovectores. Para completar la prueba veamos que este conjun-
to expande H(€2). Como #; satisface Au; + A;u; = o'y (#;,4)) 701y = O si
i # ] tenemos que

O:(%],A%l+/11M1)HO(Q):—Jﬂvaﬁjvﬂﬂldnx (12.43)

y por lo tanto también que

(u]-,ui)H;(Q)zo. (12.44)
Vemos entonces que este conjunto es ortogonal en H(£2) y que por cons-
truccidn su subespacio perpendicular es o lo que implica que este conjunto
es una base de H!(2) #

Ejercicio: Encuentre los autovalores y autovectores de Laplaciano en H(2)
cuando: a) 2 C R? es un cuadrado de lado L. b) Q C [R® es una esfera de
radio R. Construya en ambos casos usando estas autofunciones la funcion de
Green del problema en cuestion.

¢Para qué ecuaciones se puede generalizar el teorema anterior? Para la
prueba se usaron propiedades especificas del Laplaciano solo para afirmar que
J era acotada por debajo —para concluir que el infimo existia- y que Q(#)
era una norma proveniente de un producto escalar —para concluir que la ley
del paralelogramo valia-. Si

L(u):ﬂ“bvﬂvbu+b"vbu+cu, (12.45)

con a®L I, > kg**l I, k > o, para todo campo vectorial [, en 2 (eliptici-
dad) y con a®?, b* y ¢ campos suaves en €, luego existen constantes positivas

Luego de normalizarlos convenientemente.
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¢,y c, tales que

(u,—L(u))HO(m:—f [tL(u)d”xScIJ g“bvﬂitvbud”x—czj |u|*d" x.
Q Q

Q
(12.46)
Ejercicio: Pruebe esto.
Por lo tanto en este caso también tenemos que
(2, —L(#)) oy
S ()= ———, (12.47)

(#,4) o)

es acotada por debajo. La condicién de que Q(#) = (#,—L(n)) o) Satisfaga
la regla del paralelogramo. Aunque no sea positiva definida es mucho mas
restrictiva, y es equivalente a pedir que L satisfaga

(0, L(#)) oy = (L(v), #) oy ¥ #,0 € H (). (12.48)

Los operadores que satisfacen esta relacion se denominan auto-adjuntos o
hermitianos.

Ejercicio: Muestre que

L(u) =V (a**V yu+b*u) = bV u +cu, (12.49)

con a*?, b* y ¢ campos tensoriales reales es auto-adjunto.

Ejercicio: Muestre que si L es autoadjunto luego los autovectores son reales.

Do .
Ejercicio: Encuentre los autovalores y autovectores en H(Q) de

dz
L(u)=—u+cx’n. (12.50)
dx*

Llegamos asi a la siguiente generalizacion:

Teorema 12.4 (Espectral) Sea Q acotado y L un operador eliptico antoadjunto
con coeficientes a®®, b* y ¢ en C>(Y) [Condicidén que se puede debilitar con-
siderablemente]. Luego el problema de antovalores L(n;) = A;u;, n; € H(S),
tiene un conjunto numerable y discreto de antovalores reales, cuyas autofuncio-

nes u; € C*(Q) expanden H' ().
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Ejercicio:
a) Pruebe el siguiente corolario:

Si L eliptico y autoadjunto es tal que sus autovalores son distintos de cero
luego el problema de Dirichlet

L(n)=1, (12.51)

f € H(Q), » € H'(f2), tiene una Unica solucion.
b) Sialgtin A; = oentonces el problema anterior tiene solucién sii (#;, /') Ho@ =

o para toda autofuncion con autovalor cero.
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CAPITULO 13

ECUACIONES SIMETRICO-HIPERBOLICAS

13.1. Introduccion

En este capitulo estudiaremos sistemas de ecuaciones hiperbdlicas bajo la
siguiente restriccion:

Definicién: Diremos que un sistema es simétrico-hiperbdlico si:

a.) El espacio de llegada del mapa lineal ¢, k_ es de la misma dimension

que el espacio de partida para todo k, # o. Por lo tanto de ahora en mas
usaremos indices sin primar.

b.) El mapa M4k, es simétrico para todo &, # o.

¢.) En un entorno de cada punto existe una funcion 7 tal que si llamamos
) . - S .
a su diferencial por ¢, (= V,7), el mapa Hyp := M4 ,t, es positivo
definido. (Es decir Hypzuu® > o (= osii # = 0).)

Note que esta tltima condicién implica que H 5 es una métrica en el espacio
de las variables independientes. Esta y su inversa, que denotaremos por H48
seran usadas para subir y bajar indices.

Esta tampoco en una restriccion importante desde el punto de vista de
la fisica, ya que todos los sistemas fisicos que conocemos son simétrico-
hiperbdlicos.

También, pero solo por simplicidad en la exposicidn ya que asi evitaremos
algunas complicaciones técnicas, solo consideraremos sistemas lineales.

Comenzaremos este capitulo con un ejemplo simple que ilustra las carac-
teristicas basicas de esta clase de ecuaciones.
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13.2.  Un ejemplo

Sea una cuerda infinita en el plano x,y y sea y = u(x, t) la posicion de la
cuerda al tiempo ¢ en dicho plano. Ajustando las dimensiones (de longitud o
de tiempo) se puede ver que #(x, t) satisface la ecuacion,

d*u N d*u
at*  Ix?

:f(x’t)’ (13-1)

donde f(x,t) es la densidad de fuerza que se ejerce sobre la cuerda y que
suponemos no depende de la posicién de la cuerda con respecto a la coorde-
nada y." Tenemos asi el problema matematico de encontrar las soluciones de
la ecuacidn,

Ou=g**V,V,u=Ff, (13.2)

en M = IR* con métrica pseudo-euclidea g, = —(dt)* + (dx)*. Para tratar
esta ecuacion es conveniente introducir un sistema coordenado apropiado a
esta métrica, es decir uno que tiene sus lineas caracteristicas como ejes,

& = x+t=cte.,
n = x—t=cte.

(13.3)

n=cte.

{ =cte.

Figura 13.1: Sistema coordenado nulo.

"De otro modo deberiamos considerar f(x,t,#) lo que complica el problema.
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tenemos entonces que
E+n

N

(13.4)

i
S

N

gy =—(dt)' +(dx) = [{—(d&)'—(dn)+di@dn+dn®dl}
+H{(dE) +(dn) +dS ®dn+dn®@di}]
= -[dé®dn+dnedf]
(13.5)
Notando que g** = 2[dE®In+In®IE] y que los simbolos de Christoffel
se anulan debido a que la métrica tiene componentes constantes tenemos,

J*u _ c ¢
gnag_f(”’ )- (13.6)

On =4

Esta ecuacion puede ser integrada inmediatamente, obteniéndose

du

3 v
S0 = 4 j Fn.E)dE Cly)

5;} i L (13.7)
W) = 4 j L £ EVAE di+ 1y (E) 111,

donde () y u;;(n) son funciones arbitrarias. Consideremos primero el
—_— . 4 ’ .

caso f = o, es decir la ecuacion homogénea. Sus soluciones son entonces

suma de una funcién cualquiera de & y otra cualquiera de 7. Volviendo a las

coordenadas x, t obtenemos

u(x,t)=uj(x+t)+u;(x—t). (13.8)
Por ejemplo,
M[(x + t) — e(x+t)z_‘ x+te [—I, I] (13'9)
o x+t€(—oo,—1]U[1,+00)

es una solucién que representa una onda (= solucién de la ecuacion homo-
génea) moviéndose hacia la izquierda sin cambiar de forma y con velocidad
I.

*Note ademas que g(J),9,) = g(d¢&,dE) = o, es decir estos vectores coordenados tienen
norma nula.

243



Figura 13.2: Propagacion de ondas.

Similarmente #;; representa una onda moviéndose hacia la derecha. Ver
figura. Veamos ahora que el problema de Cauchy en este caso tiene solucién.
Esto es extremadamente importante en fisica: nos dice que si tomamos una
superficie no caracteristica (por ejemplo la ¢ = 0) y damos alli como dato # y
su derivada temporal obtendremos una tnica solucién para tiempos futuros.
Esto es lo que nos permite, si conocemos el presente, predecir el futuro, es
decir, si preparamos un experimento, predecir el resultado. Este hecho es el
que distingue a la fisica de las otras ciencias naturales. Supongamos entonces
queat =o(& =n=x)damos #(x,0) = u,(x) y su derivada g—’:(x,o) =u(x).
Tenemos entonces que

uo(x) = u(x,0) = uy(x)+ uy(x), (13.10)
_ du
MI(X) - E

Diferenciando (13.10) con respecto a x y resolviendo el sistema lineal asi
obtenido tenemos,

(x,o):%;(x)—u;l(x). (13.11)

u! (x)+u,(x)

e = 2 (13.12)
13.12
;)= (x) ’
“1p = 3 ’
e integrando,
uo(x) 1 (*
W 1 (13.13)

up(x) = Mo{x)_lj u (X)dx+Cyy.



Para que (13.10) se satisfaga debemos tener C; = —C;; y por lo tanto

I 1 [¥tHt
u(x,t):—(uo(x-l-t)-l-uo(x—t))—i-—J n (X)dx. (13.14)

2 2 Jx—t

Vemos entonces que si damos como dato #.(x) € C*(R) y # (x) € C'(R)
obtenemos una solucién #(x, t) € C*(IRX IR). Por construccion esta soluciéon
es Unica.

Ejercicio: Muestre explicitamente que (13.14) satisface (13.1) con f =o.
La ecuacidon (13.14) nos dice que a #(x, t) contribuyen solo el promedio
de los valores de #,en x —¢ y x+t y la integral de # , entre estos dos valores.

[Ver figura 13.3.]

(€

x—t x+t X

Figura 13.3: Solucion general homogénea en 141 dimensiones.

¢Qué¢ pasa si tenemos una fuente f(x,¢)? Como ya tenemos la solucion
general (para dato de Cauchy arbitrario) de la homogénea solo necesitamos la
solucién de la inhomogenea con cero dato. Esto se logra integrando f(&,n)

primero con respecto a 5 entre 7y & y luego 7 entre & y .

< . .
=4 < | f<5,ﬁ>ds> s, (13.15)
U
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(7.¢)

(=4 n=¢ x

Figura 13.4: Solucion general inhomogenea.

Ejercicio: Muestre que
t x+(t—f)
'v(x,t):f <J f(i,f)d%) dt, (13.16)
o x—(t—f)

v(x’t)lt:oza_t(x7t)|t:ozo’ (13'17)

que

y que v(x,t) satisface (13.1).

Vemos entonces que la solucién buscada es,

I [ [xHt t x+(t—f)
u(x,t)= ;(Mo(x+t)+uo(x—t))+—f ul(fc)d%+f <J - f(fc,f)dfc> dit,
X o x—(t—t

2 Jx—t
(13.18)
que por construccion es Unica y que #(x,, t,) depende de los valores iniciales
y de f en la region conica con vértice (x,, t,) dada por,

{ rSt (13.19)

lx —x, | <t —t.
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Esta region se llama dominio de dependencia del punto (x,, t,), solo lo que
acontece en esta region puede afectar el valor de # en dicho punto. Simi-
larmente se define el dominio de influencia de un punto (x,,,) como el
conjunto de puntos en los cuales se puede cambiar el valor de # si se cambia
el valor de #, de su derivada o de f en (x_,¢,). En este caso este viene dado
por: {(x, )|t > t.,|x — x| <t —t.}.

El comportamiento de las soluciones de las ecuaciones hiperbolicas es en
general el mismo que el de este simple ejemplo: Dados datos de Cauchy gené-
ricos habra una tnica solucién (tanto hacia el futuro como hacia el pasado).
En el caso de las ecuaciones lineales esta solucion se puede extender indefini-
damente en ambas direcciones temporales, en el caso no-lineal las soluciones
tienen solo validez en un intervalo temporal finito y es un problema fisico
interesante ver si las ecuaciones fisicas no-lineales pueden o no ser extendi-
das indefinidamente y que significa fisicamente la aparicion de singularidades
en las soluciones. > Una cantidad de gran importancia fisica y matematica
relacionada con la ecuacion de onda es la energia de las soluciones. En dos
dimensiones ésta esta dada por,

I du du
Bwi)=2 [ (Gor+(Gorlin, (1320

Observe que la energia es positiva y su tasa de variacion esta dada por,
dE dud*n  3*uw Ju
E(”a%) = Jt:to(zﬁ-l-m%)dx

du d*n I*n_ I Idudu
J 9t dr  Ix? 3x<9t dx

- | :to[zjf]d’“’

dudu
donde en la tltima igualdad hemos usado (13.1) y supuesto que | lim ——=

—oo Jt Ix

0. Si f = o luego la energia se conserva y esto nos da una prueba alternativa
de la unicidad de las soluciones.

Teorema 13.1 (de Unicidad) A lo mads existe una vinica solucion u(x,t) a la

ecuacion de onda entre las funciones en u(x,t) € H'(IR), g—’:(x, t) € H°(IR)

(donde R es la superficie t = cte) para un dado dato de Cauchy.

*Una singularidad es un punto donde u deja de ser lo suficientemente diferenciable como
para que la ecuacidn tenga sentido o peor aun donde # deja de tener sentido incluso como
distribucién.
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Prueba: Supongamos existen dos soluciones #, y #, con los mismos datos
de Cauchy en, digamos t = o. Luego 8# = u, — u, satisface la ecuacién
homogénea y tiene dato de Cauchy igual a cero. Por lo tanto E(S#,t =o0) =

o, pero la energia de 8 u es conservada y por lo tanto E(Su,t —t,)=o0 Vi,.
d8u

Esto implica que || %~ (x, t)lt:tOHH"(R) = oy por lo tanto %(x, )= =0
en casi todo punto. Analogamente tenemos que ||%(x, )= ||HO(R) =oy

por lo tanto 388):4 (x,t)|,—, =00 8u = cte. Pero las constantes no son de

cuadrado integrable en R y por lo tanto Su(x,t) = u (x,t) — u,(x,t) = o
como elemento de H'(RR) &

13.3. Desigualdad de la energia para sistemas simétrico-hiperbo-
licos

En esta seccidon consideraremos un sistema simétrico-hiperbdlico lineal
general. Es decir un sistema de la forma:

M4V uP =1, (13.22)

con M3, vy I, en general dependientes de la posicion, con M4, simétrico en
los indices mayusculos y tal que exista una funcion 7 con gradiente ¢, tal que
H  sea positiva definida y por lo tanto invertible.

Sea X, la familia de superficies dadas por las superficies de nivel T = ¢
Sea I' una region cualquiera de X y sea §2 una region tal que QNE =T sea
ademasI'(z) =QNX,

Sea # una solucién de 13.22 y sea,

E(%A,t):f nﬂMZBMAMB, (13.23)
T(z)

es decir la integral de Hzuu® sobre una region de la hipersuperficie v =
t = const., donde hemos definido Hy usando n, =t /|t,|, es decir hemos
normalizado a ¢,.

Veamos la diferencia de esta cantidad entre dos superficies como muestra
la figura.

Para ello usaremos el teorema de la divergencia, que nos dice que,
E(u?,t)— E(u,0)+ E(u™,s) = f V(M utu®), (13.24)
Q(o,2)
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N c=o

Figura 13.5: Desigualdad de la energia

Figura 13.6: Desigualdad de la energia, vista en perspectiva.
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donde el signo negativo del segundo término de la izquierda es debido a que
en la definicién de E(#4,0) tomamos la normal entrante a la regién (o, t).
El dltimo término representa la integral de la energia sobre una superficie §
que supondremos dada por la ecuacién o = s donde o es una funcidn suave
y s € R. Este término representa la energia que escapa de la region a través
de la superficie S.

Usando la ecuacién 13.22 en el miembro derecho obtenemos,

E(u?,t)— E(u,0)+ E(u’,s) = J [(V, M“B)u uP 4200 (13.25)

IA

j f {107, M2, )|+ 2|

< JJ{|CHAB”A%8|
o] Zf

+ 2/ IL L HY | | Hypu P
t
< [ wc+ et o,

donde en el primer miembro de la segunda desigualdad hemos usado la de-
sigualdad de Schwartz (ver ejercicio) y hemos definido,

C*:= s?lp{(vanB)(v MLV HAC HEPY, (13.26)
En la tercer desigualdad hemos usado que 2ab <a* + b* y hemos definido,

D(t) ::f HAB, 1. (13.27)
%

t

Ejercicio: Sea H 5 simétrica y positiva definida, con inversa H48. Probar:
a) SABSCPH, Hyp, > o, (=o0sii $48 = o).

A, B AC ryBD A, B
b.) |S pu’u”| < \/H H2 S ,pScp Hypn u®.

Haremos ahora una suposicién importante que luego discutiremos en de-
talle:

supondremos de ahora en mas que E(#4,5s) > oV u*.
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Con esta suposicion podemos ignorar dicho término en la desigualdad
anterior y obtener,

E(u?,t)— E(u?,0) < Jt[<c + 1)E(?,8)+D(f)]d{E. (13.28)

Diferenciando esta desigualdad integral obtendremos una cota maxima
para la energia. En efecto, diferenciando esta expresion y notando que el signo
de la desigualdad se mantiene obtenemos la siguiente desigualdad diferencial,

d A A
EE(M D) S (1+CO)E(u”, )+ D(t), (13.29)

La igualdad diferencial tiene como solucién (usando el método de variacién
de constantes, seccidn s,2),

Y ()= O [¥ (o) + f 49D, (13.30)

o

Usando ahora el lema 4,1 vemos que E(u#?,t) < Y(¢)V t > osi E(u?,0) =
Y (o), y por lo tanto tenemos que,

t
E(u’,t)= U+ [E(u?,0) + J e~ (FOED(D)F]. (13.31)

Esta desigualdad es extremadamente importante, no solo permite inferir
la unicidad de las soluciones (como veremos a continuacién) sino también
juega un papel fundamental para probar la existencia de soluciones y para
lograr algoritmos numéricos convergentes y fiables.

13.4. Unicidad de las soluciones

Usando la desigualdad obtenida anteriormente probaremos el siguiente
teorema:

Teorema 13.2 Sea una ecuacion simétrico-hiperbdlica en una variedad M, Sea

\ o . -
%, una superficie dada por la ecuacion T = o cony tal que M 43V T sea positiva
definida. Sea T una region cualguiera de S y sea QY una region tal que QNE =T
y tal que E(u?,s) > o Nul. [Ver figura anterior. ] Luego si u® y #< son dos
soluciones que coinciden en T luego éstas coinciden en todo (.
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Prueba: Sea 84 := # — #4. Luego 84 satisface,
MXBV43AZO. (13.32)

Por lo tanto tenemos una desigualdad de la energfa para 8¢ con D(t) = o
y ademas con E(8¢,0) = o ya que las dos soluciones coinciden en T. Pero
entonces la desigualdad nos dice que E(8¢,t) = o para todo t y por lo tanto
8¢ =oen todo Q2 probando asi el teorema @

13.5s. Dominio de dependencia

El teorema de unicidad anterior se baso en la suposicion de que
A, B
E(uc,s):LnﬂMjBu u”>o (13.33)

y por lo tanto es importante determinar cuales son las posibles regiones don-
de esto pasa. En particular, dada una regién I, la mayor regién Q donde te-
nemos unicidad de las soluciones con idénticos datos iniciales en I" se llama
el dominio de dependencia de T, es la region que depende completamente
de los datos iniciales dados en I, o sea dando datos iniciales en I' podemos
controlar completamente el valor de la solucion en cualquier punto de su
dominio de dependencia.

Veamos primero que este dominio de dependencia no es vacio. Para ello
tomemos I compacto en ¥, y consideremos Hyp = t,M4,. Sea ahora o =
7 — 8¢ con & una funcidn suave en un entorno de I positiva en dentro de
este conjunto y negativa en 2, — I (0 sea que se anula en su frontera) y & un
numero real que supondremos pequefio. [Ver figura 13.7.]

T=cte.

o =cte.

Figura 13.7: Region en forma de ampolla

En cada punto p €' Hyp es una métrica positiva definida y por lo tanto,
como el conjunto de métricas positivas definidas es abierto en el espacio de
todos los tensores simétricos, dado otro covector w, cualquiera existira ¢ > o
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suficientemente pequefio tal que

(t, +ew,)M4, = Hyp + cw, M*AB es también positiva definida. Como T’
es compacta dado un w, en ella habrd un ¢ minimo y positivo tal que el
tensor definido arriba sera positivo* Por el mismo argumento de continuidad
habra una regién compacta alrededor de I' y un & > o, un poco menor que el
anterior tal que alli V, 0 M4, sera positiva definida. Hemos logrado asi tener
una region (2 entre las superficies de nivel T = oy o = o, es decir, una pequefia
ampolla donde la integral de la energia saliente por S = {p € M|o(p) = o} es
positiva para toda solucién #4.

¢Cuan grande podemos hacer esta ampolla, es decir cudnto mas podemos
inclinar la superficie S y todavia mantener positividad? Esta pregunta tiene
mucho que ver con la siguiente: ¢cuanto podemos inclinar a ¢, en cada punto
y todavia tener positividad de ¢,4/4, en dicho punto?

Obsérvese primero que si £, M4, es positivo luego at, M4, @ > o también
lo es, con lo que el conjunto de los ¢, para los cuales tenemos positividad
forman un cono. Esto también nos asegura de que no todos los co-vectores
estan en este cono, ya que si ¢, lo esta, (—t,) no lo esta.

Segundo obsérvese que si 7, y £, estan en el cono, [es decir cada uno de
ellos da una métrica positiva definida] también lo estan todos los co-vectores
de laforma, at, + (1 - @)f,, € [0, 1] ya que (at, M5, + (1 — a)tNﬂM;’lB)uAuB
es positivo si los coeficientes de @ y (1 — @) lo son. Es decir el conjunto de los
co-vectores que dan métricas positivas definidas forman un cono convexo de
T;, en cada punto p € M. Este cono se denomina cono caracteristico. [ Ver

figura 13.3.]

¢Qué pasa con los co-vectores en la frontera de dicho cono? Alli la con-
dicion de positividad definida debe fallar, es decir dado un co-vector ¢, en
dicha frontera habré algtin #* tal que £,M$,#*u® = o. Esto implica que allf
el rango de t, M4, deja de ser maximo.

13.5.1. Construccion de una superficie caracteristica

Ahora construiremos la superficie frontera del maximo dominio de de-
pendencia. A partir de una region I" dada por {g € 2 | o(p) = o} construi-
remos una superficie S tal que su normal en cada uno de sus puntos perte-
nezca a la frontera del cono caracteristico. Esta superficie vendra dada por

+Para ver esto considere el mapa entre (B, x I') x (B, x I') x I' — IR dado por,
w,(p)M4,(p)w'(p)u®(p) donde B (p) = {u*(p)|H,p(p)n"u® = 1}. Este es un mapa con-
tinuo y su dominio es compacto por lo tanto tiene un maximo, m < co. Podremos tomar
entonceso< ¢ < 1/m.
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Figura 13.8: Cono caracteristico

una funcién ¢ = o tal que oy, = o, Para encontrar la ecuacion que esta
funcion debera satisfacer es conveniente introducir un sistema apropiado de
coordenadas, el mismo que usamos en nuestra clasificacion de las ecuaciones
en derivadas parciales. Una de estas coordenadas sera ¢t = 7 y llamaremos a

i .y . . . 30' 80'
las otras x', también por conveniencia definiremos o, = 57 y 0; = 5=. Con
X
estas coordenadas obtenemos que,

— t ]
VioMyy = 0,My, +ZUiM;13
1
= o,Hyp +ZUiM/ilB' (13.34)
[

Multiplicando por la inversa de H 5, HZ, obtenemos

HCAVdOMzB:(Tté\CB —I—ZaiHCAMiB, (13.35)

el cual es un operador, es decir un mapa lineal de un espacio vectorial en si
mismo, y por lo tanto le podemos tomar su determinante, obteniendo,

det 0t3C3+ZaiHCAM;B =o, (13.36)

ya que el determinante de HCAV oM 45 se anula pues hemos supuesto que
el rango de Vo M4, dejaba de ser maximo. Para cada valor fijo de las deriva-
das espaciales o; esta ecuacion tendra en general 7 soluciones (raices) reales,
0,, (los autovalores del operador 3-; o, H“4M! ), de todas ellas tomaremos
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aquella que nos dé la frontera del menor cono conteniendo a ¢, es decir la
mayor raiz. Tendremos asi para esta raiz una ecuacion de la forma:

0,4+ H(o;,x',t)=o. (13.37)

Lafuncién H tiene una propiedad muy importante, note que si(o,,0;) es una
solucion también lo es (ao,,a0;) y por lo tanto H debe ser homogénea de
primer grado, es decir H(aai,xi, t)= aH(al»,xi, t). Estas ecuaciones, con
H homogénea de primer grado se llaman ecuaciones eikonales y son casos
particulares de la ecuacién de Hamilton-Jacobi que se estudia en mecanica.

Este tipo de ecuaciones, que en principio son ecuaciones en derivadas par-
ciales pueden ser resueltos transformandolos a un problema equivalente en
derivadas ordinarias proveniente de un Hamiltoniano. En efecto, considere
el sistema de ecuaciones ordinarias Hamiltonianas:

dx’ JH
i p,
dp; JH
i - oo (13.38)

donde H(p;,x',t) :== H(o,,x',t)|

ciones iniciales:

— Integrando este sistema con condi-
12 12

x'(0) = xé

pi(0) = o4 (13.39)

y luego restringiendo las curvas integrales obtenidas en el espacio de fase
(x%, p;) al espacio de configuracion x*, obtenemos una serie de curvas en
nuestra variedad emanando de la superficie I'. Llamaremos a estas curvas,
curvas caracteristicas ya que tienen la importante propiedad de que a lo
largo de ellas la funcion o que andamos buscando es constante! Para pro-
bar esto primero veamos que con las condiciones iniciales elegidas p;(¢) =
0.(x*(t),t) V t. Pero tomando la derivada con respecto a x* de la ecuacién
13.37 obtenemos:

80'1' . d%o
at Jtdx’
_ d*o
~ 9x'at
= _Z_(ak>x )t) - .(ak,x ,t), (13.40)
;90 dx!  Ix’
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y por lo tanto

d(p; —o;) JH do,dx’ Jdo;
e (R U Jes ,
dt Ix! dx! dt dt
~ BH( st 9 OH
= e Pr>Xs P Qp] PrrXs
30 JH b
+ ) ) +_ » X ,t
; (op,x >5’x7 Ep (op,x",1)
8H( L t)+8H( L )
= - - y X'y — 0L, X,
dxt P dx! k
- - ) ) - ) 7t ) .
S ap](P/e t) é’a]-(akx ) ) (13.41)

donde en la segunda igualdad hemos usado las ecuaciones 13.38 y 13.40. Esta
tltima ecuacion, con las condiciones iniciales elegidas tiene solucion trivial,
pero el teorema de unicidad de las soluciones de ecuaciones ordinarias nos ga-
rantiza que esta es la inica y por lo tanto la igualdad buscada. Por lo tanto de
ahora en mas no deberemos distinguir en el argumento de H si est4 evaluada
eno; oen p;.

Pero entonces note que la derivada a lo largo de una curva caracteristica
de o es,

do

dx!
E = ZO’id—+0't
= Z—O‘— U,e,xk,t)

= o (13.42)

donde en la Gltima igualdad hemos usado que por ser H homogénea de pri-

mer grado en o; se cumple la igualdad H(ay, x*, ) =3, %0

Hemos demostrado entonces que o sera constante a lo largo de las lineas
integrales de la ecuacion 13.38 con condiciones iniciales dadas por 13.39. Por
lo tanto conocemos §, esta sera la superficie reglada por las curvas caracteris-
ticas emanando de JI'5. [Ver figura 13.9.]

SEn general las curvas caracteristicas se cruzan entre si y por lo tanto atin dando una regién
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Figura 13.9: Construccién de S y una singularidad en §

13.5.2. Dominio de dependencia, ejemplos

A continuacion damos un par de ejemplos de la construccion de curvas
caracteristicas y determinacion de los dominios de dependencia.

Ejemplo: Fluidos en una dimensién

Consideremos un fluido con densidad promedio p,, moviéndose con ve-
locidad promedio v, y con una ecuacion de estado para la presion en funcidn
de la densidad p = p(p). Estamos interesados en pequefias fluctuaciones de
estas cantidades alrededor del estado de equilibrio (p,,v,), es decir en la teo-

’ . . A ;1. .

ria del sonido en este fluido. En este caso #” = (o, v) sera dichas fluctuaciones
y las ecuaciones del fluido son

dp dp dv
3t 9x Foox
dv dv 1dp
at_voax_pogx - (13.43)

. d : . : .
Sic*:= ﬁ| 0, > 0, (c es la velocidad del sonido en el medio) entonces el siste-

ma es simétrico-hiperbodlico con M4, obtenido reescribiendo las ecuaciones

I con frontera suave luego de un cierto tiempo la superficie reglada desarrollara singularidades
y o serd multivaluada. Sin embargo estas singularidades se conocen perfectamente bien y se
sabe cémo descartar regiones hasta obtener dominios de dependencia con frontera continuas.
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comao:

C2 le) Io _CZ,UO _Czloo /O B
< © p‘2’><v>t+<_czpo _Pévo><v>x_o’ (13.44)

dp _ dpdp
donde hemos usado que -~ = EFEs

El determinante que debemos estudiar es entonces:

o,c’—o.ctv, —o. o,
det , (13.45)
_chzloo O'HOCZ)—O'xIOW
que tiene como raices,
o, =(v,£c)o,. (13.46)

Supongamos ¢ > v, (fluido normal, subsénico), y que I' = [o,1] con o, =
x(x —1). En x = 0 0, es negativa y entonces la mayor raiz es v,—c y la
solucidon es o_ =t(c —v,)— x. En x = 1 0, es positiva y entonces la mayor
raiz es v, + ¢ y la solucién es o_ = t(v, 4+ ¢) — (x — 1). [Ver figura.]

(4 o

< N

o

=

Figura 13.10: Dominio de dependencia de un fluido

Ejemplo: Ecuacion de onda en 2 + 1 dimensiones.
La ecuacidn es:

a? a: a:
L
dtdt  Jdxdx dydy

(13.47)
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y usando #4 = ( a—¢ 9—9{) a—f) el sistema se puede escribir como,
I100O0 0000 u' 0000 u'
0100 0010 u* 000 I u*
0010 0OI OO0 u3 0000 7
000 I 0000 u* . 0100 u* y

— du —
Ejercicio: Pruebe que si los datos iniciales son tales que #* 8_ y ud= R

luego #' satisface 13.47.

Las ecuaciones para o son:

O Ss€a
o, = (O-x)2 + <0y)2 = _H(O-x’ Uy)'

Las ecuaciones de Hamilton para este sistema son:

dx  JH _ -0,
dt &’Ux (0x>2+(0y)2
dy  JH —0,
dt 30), (ax)2+(0y)2
do, _ JH _
it 9x
do,  JH _
a5y
y sus soluciones son:
—0,
x(t) = = t+x,
(O_OXJ)2 + (()-O_')/)2
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CAPITULO 14

ECUACIONES PARABOLICAS

14.1. Introduccion

Aqui trataremos el arquetipo de ecuacidn parabdlica, la ecuacion del ca-
lor,
2 _Au = fenQ,
u |t:o O’ (14' I)
ul;, = o

I
X

donde €2 es una region cilindrica de la forma [0, 7] x Sy L = [0, T] x JS.
Ver figura.

Il
)

Figura 14.1: Condiciones de contorno para la ecuacion del calor.

También se puede tratar el problema en que 7*V _ #|; = o, o problemas
mixtos, aqui solo trataremos el primero, ya que el tratamiento de los otros
no reviste mayores cambios. Las condiciones de contorno no homogéneas se
tratan de forma similar al caso de ecuaciones elipticas.
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Usando el Teorema Espectral, 12.2, descomponemos #, f y #° en auto-
funciones del Laplaciano en § en H(S) y obtenemos,

W) = D (0)o, (),
fd) = S f0e, )
uo(xj) = iuzvn(xj),

donde las funciones v, (x/) satisfacen,
Av,(x)) = 4,9,(x)
v,(N) = o

Obtenemos asi el siguiente sistema infinito de ecuaciones ordinarias,

| = ul. 4
nlt=o n

H o

La solucion de la ecuacion homogénea es #,” = Mne_’lnt y usando el método

de variacidn de constantes obtenemos,
ul =Mt | F(DeMidE. (14.3)
La solucién completa (respetando la condicidn inicial) es

(1) = e M [u®+ f t £ (Heridi]. (14.4)

De manera analoga a como probamos que la solucion formal para el caso
hiperbdlico era una solucidn suave se puede demostrar aqui que parat >ola
solucion es, en las variables espaciales dos veces mas diferenciable que f y en
la temporal una vez mas.

Una propiedad muy importante de esta ecuacion es que en general solo
admite una solucion para ¢ > o, esto implica que a diferencia con las ecua-
ciones de la mecanica o el electromagnetismo esta ecuacion privilegia una
direccion temporal particular. Entre otras cosas esto nos indica que esta ecua-
cion representa o describe fendmenos que no pueden ser derivados solamente
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de la mecanica y que en ellos debe haber alguna clase de informacion de tipo
termodinamico.
Para ver esto retomemos el ejemplo dado en la introduccidn al Teorema
Espectral, 12.2
 d’u
———=oen [0, 1], (14.5)
x

donde vimos que las autofunciones v,(x) con v,(0) = v, (1) = oson v, (x) =
sin(7rnx) con autovalor A, = m*n.

n—t

(=1

n

Tomando como dato inicial #°(x) = 32> sen(mtnx), la cual es

acotada en [o, 1] ya que 3% - <00, obtenemos,

00 (_0%8—752#:

u(t,x)= Z —————sen(nnx).

n=i1 n

—n2(2n—1)?

) . . .
Pero u(t,1/2) = 2377 ﬁ la cual es finita V. ¢ > o e infinita para

cualquier ¢ < o ya que el enésimo término tiende a infinito con 7. Por otro
lado dada cualquier #°(x) =>>° #°sen(nnx), continua obtenemos
n=o n

&)

u(t,x):Zuoe_”znztsen(nnx) (14.6)

n
n=0
la cual es infinitamente diferenciable para todo ¢ > o ya que dado cualquier
polinomio P(#) de n, P(n)e™™""* — o cuando 7 — oo si t > o.

14.2. Unicidad y el Teorema del Maximo

Vemos ahora que la solucidon obtenida en el caso general es tnica. Para
ello supondremos que esta es C' con respecto al tiempo y C? con respecto a
las coordenadas espaciales. Para llegar a esta conclusion usaremos el principio
del maximo. Desarrollamos este primero para el problema de Dirichlet.

Teorema 14.1 (del Maximo) Sea u € C*(S)y Au>oen S, luego

MAX # = max #
S as

Prueba: Si Au > o esto sigue simplemente del hecho de que si el maximo
2%u

mb; <o V k=r1,..,nyporlotanto Au <o

estuviese en p € § luego
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lo que es una contradicciéon. Para el caso Az > o usamos v = |x|*. Como
Av >oen § luego

A(n+ev)>o0 enS Ve>o (14.7)

y ast

max(# +ev) = max(u + ¢v)
S as

y por lo tanto

max # +eminov < max# + ¢ max v
S S as as

y tomando ¢ — o obtenemos la igualdad buscada. En el caso en que Ax =o
luego también se cumple que

min# = min#
S as

(Simplemente usando que min(#) = — max(—u)).

Este resultado nos da otra prueba de la unicidad de las soluciones al pro-
blema de Dirichlet para el Laplaciano.

Teorema 14.2 (Unicidad del Problema de Dirichlet) E/ problema

Au = f enS

(14.8)
”|as - )

tiene a lo sumo una sinica solucion en C*(S).

Prueba: Sean # y % en C*(S) soluciones, luego & = u — # satisface AS =o'y
8|5 = o pero entonces

mix$ =maxd =o
C as

mind =mind =o
S as
por lo tanto concluimos que & =o.
Ejercicio: ¢Para qué otras ecuaciones elipticas vale esta prueba de unicidad?

¢Podemos obtener un resultado similar para la ecuacion del calor?
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Teorema 14.3 (Unicidad para la ecuacion del Calor) Existe a lo mds una vini-
ca solucion w € C'[o, T] x C*(S) del problema,
n—Au = [ enS
wmo = u° (14.9)

ulp = u,

u®yu' continuas.

La prueba de este teorema es una aplicacién trivial del siguiente lema.

Lema 14.1 Sea n € C'[o, T]x C*(S) continua en Qy satisfaciendo u, — Au <
o. Luego

donde '0= S UL.

O

Figura 14.2: Prueba del Lema 14.1

Prueba: Veamos primero el caso #, — Au < oen Q. Seao < e < Ty
Q¢ = {Uzg(o,7-)S¢}- Como # es continua en €2, existird p € €2, tal que
u(p)= méxQE u.Sip €N, luegoalli #, = oy Au < olo que nos da una con-
tradiccion. Si p € dQ, = Sy, tendriamos #, > oy Au < o, lo que también
nos da una contradiccidn. Sigue entonces que p € 3’2, y

4 4 4
max # = max # < max #
Qe d'Q¢ a’a
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tendiendo ¢ — o obtenemos el resultado buscado.
Para tratar el caso #, — Au < o en , consideramos v = u — kt, k > o.
Luego v, — Av =u, — Au —k <oy por lo tanto

max# = max(v+kt) <max(v+kT)<maixv + kT <maixu+kT, (14.10)
Q Q Q a'0 a'0

donde en la Gltima desigualdad hemos usado que maxv < max# si k > o,
t > o. Tomando el limite, & — o obtenemos el resultado buscado.

Ejercicio: Probar que si % — Au > oluego ming # = minyrq #.
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CAPITULO 15

GRUPOS

15.1. Introduccion

Los grupos juegan un papel fundamental en la fisica contemporanea. Es-
to se debe a que en la naturaleza se observan simetrias, o su correlato, via
el teorema de Noether, cantidades conservadas, es decir que no varian du-
rante las interacciones de los diversos campos durante las escalas temporal
propias a estas. Estas simetrias son invariancias ante transformaciones, tales,
por ejemplo, como las traslaciones espaciales o temporales, las rotaciones, o
transformaciones entre distintos campos, tales por ejemplo las que dan cuenta
de la conservacion de la carga eléctrica, el nimero baridnico, etc. Todas es-
tas transformaciones, conforman grupos, y la determinacion de la estructura
de los mismos es un ingrediente fundamental en la construccion de modelos
aproximando la realidad.

Comenzamos con la definicién abstracta de grupo:

Definicion: Un grupo es un conjunto G y una asignacion, ¥ : Gx G — G, lla-
mada multiplicacién, y usualmente denotada de la misma manera, ¥(g, g’) :=
gg’, satisfaciendo las siguientes condiciones:

» Asociatividad: g(g’'g”)=(gg’)g”
» Existe un elemento en G, usualmente denotado por e, tal que

ge=eg=e VYV eG

» For each element g € G there exists another element in G, called its
inverse, g~ ', such that,



Ejemplo: Sea el conjunto Z de nimeros reales, incluidos los negativos y el
cero. Sea el producto dado por la suma, ¥(7,m) = n + m. Esta operacion
es claramente asociativa, ¥(n, V(m,[)) =¥Y(n,m+[)=n+m+[=¥(n+
m, 1) =V(¥(n,m),!). En este caso la identidad es el niimero cero, ¥(o,7) =
U(n,0) =ny la inversa del elemento 7 es el nimero —n.

Ejemplo: Sea el conjunto R — {o} y la multiplicacion la usual. Vea que este
conjunto con dicha operacién es un grupo.

Ejemplo: Veamos ahora el ejemplo mas importante de grupo, como veremos
mas adelante todos los grupos se pueden obtener por esta construccion. Sea
S un conjunto cualquiera, sea P(S) el conjunto de los mapas injectivos y sur-
jectivos de S en S, ¥ : § — §. Sea el producto la composicion de mapas.
Notemos que la composicién de mapas es claramente asociativa,

Po(Poy)(s)=Wod(x(s))=W((x(s)) = (Lo@)(x (s)) = (Yo@)ox(s).

Por otro lado la composicién de mapas invertibles da un mapa invertible y
por lo tanto la multiplicacion es cerrada en P(S). Como los mapas conside-
rados son invertibles sus inversas como mapas son sus inversas como grupos
y la identidad como mapa es la identidad en el grupo.

Ejemplo: Sea § = {1, 2} un conjunto de dos elementos. P(S) consta de solo
dos elementos, la identidad, e(1,2) = (1,2) y la conmutacién g(1,2):= (2, 1).
Notemos que g es su propia inversa, gog(12) = g(2,1)=(1,2).

Abstractamente podemos definir este grupo por su tabla de multiplica-
cion,

Cuadro 15.1: Tabla de multiplicacién de P(1, 2)
€18
g|e

Ejemplo: Veamos el caso siguiente, sea S = {1, 2, 3}. En este caso tenemos los
siguientes mapas: e(1, 2,3) = (1,2, 3), f,(1,2,3) =(1,3,2), /,(1,2,3) = (3,2, 1),
£,(1,2,3)=(2,1,3), g(1,2,3) =(3,1,2), ¢'(1,2,3)=(2,3,1). Su tabla de mul-
tiplicacion es la siguiente:
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Cuadro 15.2: Tabla de multiplicacidon de P(1, 2, 3)

~|

e g | AL A
gleglelff1ALA
gl le | LLALL
LlALfilelglg
LIA L& els
L1 Alelg e

Ejemplo: Considere el grupo de todos los mapas lineales de R2 — R2 que

preservan un triangulo equilatero.

Ejercicio: Considere el espacio todos los mapas lineales de R2 — R2 que
preservan un cuadrado. Compare su tabla con la de P(1, 2, 3, 4).

15.2. Isomorfismos

Como hemos visto, el grupo de transformaciones lineales en R2 que pre-
servan un triangulo equilatero y el grupo P(1, 2, 3) tienen la misma tabla de
multiplicacion. Por para todo fin practico, de forma abstracta estos dos gru-
pos son idénticos, el estudio de uno nos da toda la informacién sobre el otro.
Esto no se una excepcion, en fisica los mismos grupos aparecen como trans-
formaciones en situaciones y espacios muy diversos y no es tan facil estable-
cer la relacién entre los mismos. Formalmente la relacién entre ellos se puede
definir de la siguiente manera:

Definicion: Dos grupos, G y H son isomdrfos si existe un mapa invertible
entre ambos, ¥: G — H tal que,

(g)W(g)=Y(gg)

Note que en el lado izquierdo el producto es el producto de H, mientras que
en el derecho el producto es el de G. Es decir el mapa W preserva el producto
entre los espacios. Si dos grupos son isomoérficos entonces son idénticos en
cuanto a sus propiedades intrinsecas.

Ejercicio: Encuentre el mapa que hace P(1,2) y grupo de todos los mapas
lineales de R2 — IR2 que preservan un triangulo equilatero.
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15.3. Subgrupos

Definicién: H es un subgrupo de G si es un grupo en si mismo, con la ope-
racion de multiplicacion heredada de G. Es decir, si dado dos elementos,
h, b' € H, hh' € H, o sea que es cerrado bajo el producto, ysi » € H,
luego h=' € H. Note que ambas condiciones ya nos aseguran que e € H.

Ejemplo: En P(1,2,3) los elementos e, g, g’ forman un subgrupo de H.

Ejercicio: Encuentre un subgrupo no trivial (el elemento identidad es siempre
un subgrupo) del grupo dado por el conjunto R — {o} con la multiplicacién
usual.

Ejemplo: Si H, y H, son subgrupos, luego su interseccion, H, N H,, también
lo es. Dado un subconjunto § de G, la interseccion de todos los grupos que
lo contienen es un subgrupo. Se lo denomina el subgrupo generado por S.

Ejercicio: Demuestre las afirmaciones del ejemplo anterior.

Ejercicio: Considere un conjunto S y el grupo de permutaciones sobre el mis-
mo, P(S). Sea §’ un subconjunto de S y considere todos los mapas que cuando
restringidos a §’ son la identidad. Vea que este conjunto es un subgrupo.

Ejercicio: Sea A subconjunto de G. Vea que A es un subgrupossii Y 4, a’ € A,
a~'a’ € A.

Ejercicio: Sea P(S), con § finito. Sea
A:={u € P(S)|3s, s’ s” distintos, tales que u(s)=s", u(s')=s" u(s")=s.

Muestre que el subgrupo generado por A no es todo P(S).

Is.4. La construccion universal

Vimos varios ejemplos de grupos que aparecen como grupos de trans-
formaciones, es decir como mapas invertibles de un conjunto en si mismo.
En realidad todos los grupos se pueden obtener de esta forma. Citamos el
siguiente teorema, el cual no probaremos, pero que es muy importante pues
sita a los grupos en sy justa dimension:
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Teorema 15.1 Dado un grupo G existe un conjunto S tal que G es isomorfico
a un subgrupo de P(S).

Mas adelante veremos una manera de establecer este resultado.

Ejemplo: Sea el grupo cuyo conjunto consiste de los nimeros enteros y la
multiplicacion la suma. Vea que este grupo es isomorfo al grupo de traslacio-
nes sobre Z: V, : Z — Z, dados por ¥, (m) = n + m.

Ejemplo: Sea el grupo cuyo conjunto es R — {o} con multiplicacion dada por
el producto. Este grupo puede ser obtenido como el conjunto de los mapas
invertibles de la linea real en si misma dados por, ¥, : R — R dados por
U (y):= xy. Estos mapas son llamados dilataciones.

15.5s. Grupos Lineales

Se llama grupos lineales a aquellos grupos que aparecen como subgrupos
del grupo de mapas lineales e invertibles de R” — R” o sus versiones com-
plejas, los mapas de C” — C”.

El mayor de ellos es el conjunto completo, llamado el grupo lineal gene-
ral, y denotado GL(n,IR"/C"), es decir el conjunto de matrices cuadradas
invertibles 7 X 7, con elementos reales o complejos.

Un subgrupo del mismo es el de todas las matrices con determinante con
moédulo unidad. Note que este conjunto es realmente un subgrupo ya que,

det(A)det(B) = det(AB).

Un subgrupo mas pequefio de este esta formado por el subconjunto de las
mismas que tiene determinante unidad. Estas reciben el nombre, grupo lineal
especial, SL(n,IR" |C™).

Estos espacios tienen mas subgrupos pero los mismos no se manifiestan
de forma natural a menos que incluyamos mas estructura. Por ejemplo, si in-
troducimos una base preferida, luego el conjunto de matrices que son triangu-
lar superior (inferior) con todos los elementos de la diagonal distintos de cero
(invertibles) son subgrupos. De mas relevancia son los que aparecen cuando
introducimos un producto escalar. En ese caso vemos que las matrices unita-
rias, (ortogonales) forman subgrupos, de hecho, si U y U’ son unitarias, es
decir,

(Ux’ Uy> = (U/x’ U/y) = (x’y>’
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su producto también es unitario,
(UU'x,UU"y) =(UUx), UUy)) = (U'x,U’y) = (x,5).

Estos grupos se denotan como U(7) cuando consideramos matrices com-
plejas (unitarias) y O(n) para el caso real. Las con determinante unidad por
SU(n)y SO(n).

El grupo SO(3) es el grupo de rotaciones en el espacio. El O(7) incorpo-
ra, ademas de las rotaciones, las inversiones perpendiculares a planos arbitra-
rios.

Ejercicio: Encuentre y describa todos estos grupos anteriores para n = 1y
n=2.

Ejercicio: Vea que U(1) tiene como subgrupo a P(1,2,3). U(1) aparece en
fisica como un grupo de simetria asociado a la conservacion de la carga eléc-
trica.

Ejercicio: ¢Que otros subgrupos tiene U(1)?
Ejercicio: Vea que U(1) es isomorfo a SO(2).

Ejercicio: Vea que SU(2) es igual a SO(3). SU(2) aparece en fisica como
uno de los grupos principales del modelo estandar de particulas, al igual que

SU(3).
Ejercicio:

15.5.1. El grupo SO(3).

El grupo SO(3) consiste de las matrices ortonormales 3 X 3 con determi-
nante unidad. Es decir las rotaciones en /R*. Veamos que propiedades tiene
este conjunto como variedad. Una manera de describir este conjunto es la si-
guiente: Para determinar una rotacion necesitamos dar el eje invariante de la
misma, o sea una direccion en R’, que tomamos como un vector unidad en
R3, n y el angulo de la misma. A este Gltimo le podemos asignar un rango
dado por [—7, 7r] teniendo en cuenta que la rotacidn en la direccion 7 por un
angulo 7 es igual a la rotacion por el angulo — 7. Cada una de estas rotaciones
puede ser expresada por la matriz,
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I o o
o cos sinf
o —sinf cosf

Donde hemos elegido los ejes coordenados de manera que el eje z coincide
con la direccion de la rotacion. Vemos ast que la rotacién por 7 es la misma
rotacion que por —7t. Podemos unir la direccion de rotacién con el angulo
de la misma y formar un vector de forma que su direccion coincida con la
direccion de rotacion y su magnitud con el angulo de la misma. Vemos en-
tonces que SO(3) consta de todos los puntos en una bola de radio 7, cada
didmetro de la misma consiste en todas las rotaciones sobre un eje fijo. Pero
este conjunto tiene una peculiaridad, debemos identificar cada punto de la es-
fera exterior, de diametro 7, con su antipoda. Logramos asi una variedad que
no tiene frontera. Si trazamos una curva que pretende salir de ella, cuando
llega al didmetro 7t aparece en el punto opuesto de dicha esfera ingresando al
interior de la bola por dicho punto. En particular si comenzamos una curva
de este tipo en un punto p en el interior de la bola, vamos hacia el diametro
7y la continuamos hasta alcanzar nuevamente el punto inicial p tendremos
una curva cerrada que no puede ser deformada a la curva identidad! * Es de-
cir, como variedad, SO(3) no es simplemente conexa. El siguiente ejemplo
también muestra que no es un toro.

Ejercicio: Muestre graficamente que una curva que recorre dos veces el ca-
mino de la anterior es deformable a la identidad.

Esta propiedad de SO(3) tiene importantes consecuencias en fisica. Es la
que permite la existencia matematica de los espinores, es decir el modelo que
describe todos los campos fermidnicos, en particular el electrén. Esto se debe
a que los espinores cuando son rotados por un angulo de 27, es decir a lo
largo de uno de los ejes de SO(3), éste cambia de signo, (sabe de las curvas
no deformables). Mientras que si lo rotamos por un angulo de 47t vuelve a su
estado original.

15.6. Cosets

Dado un grupo G y un subgrupo H del mismo, podemos construir dos
espacios cocientes. Uno de ello se obtiene introduciendo la siguiente relacion

"Diremos que una curva cerrada y(¢) con y(0) = y(1) = p en una dada variedad, M, puede
ser deformada a la curva identidad i(t) = p, si existe un mapa ¢(z,s), [0, 1] X [0, 1] — M tal

que ¢(t,0)=y(t)y (¢, 1)=i(to=p.
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de equivalencia:

Diremos que g, & g, siexiste g € G tal que g, = gh, y g, = gh,. Con
h,h, € H

Las dos primeras condiciones que definen una relacion de equivalencia se
satisfacen trivialmente. Veamos la tercera:

Debemos ver quesi g, & g, y g, & g,, entonces g, & g;. Las dos primeras
condiciones nos dan, g, = gh, y g, = gh, paraalgin g € Gy g, = gh, y
g = gb para algin § € G. Usando las dos relaciones para g, vemos que
g=gh, /7 " Por lo tanto, 8= gb =gh, h Ilo =gh, b ‘19 Lo que prueba

la aﬁrmamon ya que 192102 ’h3 € H.

Definimos asi, L = G/H;, el conjunto de clases equivalentes con respecto
a esta relacion de equivalencia. El subindice L se refiere a que hacemos equi-
valencias multiplicando los elementos de H por la izquierda. El otro espacio
cociente se obtiene por multiplicacion por la derecha.

¢Como estan constituido los elementos de L? Sea g € G, luego podemos
considerar el conjunto,

gH:={gh, he H}.

Note que g € H ya que e € H y que todos los elementos de g H son equi-
valentes entre si y no hay ningun elemento fuera de g H que sea equivalente
a g. Por lo tanto estos son los elementos de L. Note que ya que estas son
clases equivalentes, cada elemento de G esta en una y solo una de estas clases
equivalentes.

Ejercicio: Constate para el caso de P(1, 2, 3) que los cosets por derecha corres-
pondientes a tomar P(1,2,3) como su propio subgrupo son las columnas de
la tabla de multiplicacién. A que corresponden las filas? Esto indica que cada
fila y columna esta constituida por elementos distintos entre si.

Sean Ay B dos elementos de L. Tomando dos elementos cualesquiera de
G en cada una de estas clases equivalentes, g, v gz, tenemos que A= g,H y
B=gpH.Conlocual B=gzH = gzg,'Ay vemos que dados dos elementos
cualesquiera de L, existe un mapa invertible que envia todos los elementos de
uno en el otro. Es decir todas las clases equivalentes son isomorfas entre si.
Note que esto tiene la siguiente implicacion. Sea G un grupo con p elementos
y H un subgrupo del mismo. El espacio cociente tendra 7 elementos, clases
equivalentes, cada uno con ¢ elementos, el nimero de elementos de H. Co-
mo las relaciones de equivalencia dividen al conjunto G en clases disjuntas.
Debemos tener que p = nq. Es decir el numero de elementos de un subgru-
po divide al nimero de elementos del grupo! En particular, si el niimero de
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elementos de un grupo es primo, podemos concluir inmediatamente que este
solo tendra los subgrupos triviales, la identidad y el grupo completo.

Ejemplo: Sea P(1,2,3) = {e,g,g", /., /., /,}, este grupo tiene los siguientes
subgrupos, H, := {e,g,g'} vy H, := {e, f;}. Como H, tiene 3 elementos,
(P(1,2,3)/H,); tendra dos elementos, L, = H vy L, ={f,, f,,f 3}

Ejercicio: Veaque f;L, =L,.

Ejercicio: >Cuantos elementos tiene (P(1,2,3)/H;);? Encuéntrelos.

15.6.1. Espacios Homogéneos

El conjunto L = G/H; no es en general un grupo, pero tiene propieda-
des interesantes y estos conjuntos aparecen muy a menudo en aplicaciones,
usualmente bajo el nombre de Espacios Homogéneos.

Ya vimos que G acttia sobre L, dado un elemento de L, A, la accion de
g € GenAesel elemento de L dado por gA. Denotaremos dicho mapa como
U : L+~ L. Como yavimos, dados dos elementos de L, A y B, siempre existe
un elemento de G, g tal que ¥, (A4) = B, es decir actia transitivamente. La

inversa de este mapa es ¥_-.. Esto nos dice que todos los puntos de L tiene la

8
misma estructura, el grupo los mueve a todos en todos. De ahi su nombre de

espacios homogéneos.

Como los mapas anteriores tienen inversa pertenecen a P(L) el espacio
de permutaciones de L. Tenemos asi un mapa de G en P(L), el que, dado un
elemento g € G asigna el mapa ¥, en P(L). Tenemos que,

W oW (A) =T, (g'A)=g(g'A)=(gg) A= T, (A),

o sea un homomorfismo entre grupos, lo que indica que G es un subgrupo de
P(L).Sitomamos L = G/e = G, tenemos al grupo como espacio homogéneo
y a G como subgrupo de P(G). Esto nos da una prueba del teorema de la
construccion universal mencionado anteriormente.

Ejemplo: Sea G = IR — {o} con la operacién de multiplicacién usual entre
racionales. Sea H = {—1, 1}. En este caso G/H = IR*.
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15.7. Subgrupos Normales

Una clase particular de subgrupos son los llamados grupos normales. Es-
tos son los grupos donde los cosets por derecha e izquierda coinciden, es
decir, N € G es subgrupo normal si es un subgrupo y ademas,

gN=Ng VgeG

la propiedad importante que tiene los cosets generados por subgrupos nor-
males es que tienen una operacion de multiplicacion cerrada que convierte
al conjunto de los mismos en grupos. De hecho, debido a la relacién que los

define,
gNg'N=gg'NN=gg'N
el grupo asi definido no es, en general, un subgrupo de G.

Ejercicio: Mostrar que la interseccién de subgrupos normales es normal.

De la misma forma que se pueden generar subgrupos a partir de subcon-
juntos de G tomando la interseccion de todos los subgrupos que contienen
el subconjunto generador. Como la interseccién de subgrupos normales es
un subgrupo normal, la interseccion de todos los subgrupos conteniendo al
subconjunto generador generaran un subgrupo normal.

Un caso particularmente interesante es cuando el subconjunto es el con-
junto de elementos de G de la forma,

C:={ggg '8}

El subgrupo normal generado a partir de este conjunto se denomina el
conmutador de G. Este contiene todos los elementos que no conmutan en el
sentido que si tomamos el cociente, G/N obtenemos un grupo abeliano.

Ejercicio: Pruebe que un grupo es abeliano sii su subgrupo conmutador es la

identidad.
Ejercicio: Sea P(S) el grupo de permutaciones sobre S. Vea que las transfor-
maciones que dejan todos los elementos de § invariantes, excepto un numero

finito de elementos en un subgrupo normal.

Ejercicio: Muestre que un subgrupo dando origen a solo dos cosets en nece-
sariamente normal.
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Ejercicio: Sea Z el conjunto de elementos de G tales que si z € Z luego gz =
zg Vg € G. Muestre que Z es un subgrupo normal.
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CAPITULO 16

PREGUNTAS TEORICAS DE EXAMEN

Problema 16.1 Sea S un conjunto finito. Considere el espacio de todas las fun-
ciones de S en IR. Vea que éste es un espacio vectorial. Encuentre una base y diga
cual es su dimension.

Problema 16.2 Pruebe que dim'V = dim V* y que existe un mapa invertible
natural entre V y V**.

Problema 16.3 Vea que V /W es un espacio vectorial.
Problema 16.4 Vea gue en dimension finita todas las normas son equivalentes.

Problema 16.5 Sea V un espacio normado y V* su dual. Como se define la
norma inducida en V*¢ Vea que siv € V y w € V*, luego | (v)| < [|wl|||]I-

Problema 16.6 Sean Ay B dos tensores de tipo (1, 1) actuando sobre un espacio
vectorial normado. Defina la norma inducida en estos operadores. Muestre que

IAB|| < [|A[[lBl|

Problema 16.7 Muestre usando la definicion de determinante dada en el tedri-
co, que dado dos tensores de tipo (1,1), Ay B, luego det(AB) = det(A) det(B).

Problema 16.3 Vea que el operador exponencial estd bien definido.

Problema 16.9 Vea que dado un mapa lineal A, el conjunto de todos los mapas
lineales de la forma e re R forman un grupo.

Problema 16.10 Pruebe que dado un espacio vectorial complejo, V< siempre
existe un par autovector-autovalor.
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Problema 16.11 Vea quesi {u;} son un conjunto de antovectores tales que A; 7
Aj» luego estos son linealmente independientes.

Problema 16.12 Pruebe el lema de Schiir usando la nocion de espacio cociente.

Problema 16.13 Encuentre todas las posibles formas de Jordan de matrices 3 x
3.

Problema 16.14 Dado un operador lineal, A : V — W, estudie la definicion
de operador adjunto. Encuentre la relacion entre las componentes de estos en
término de una base cualgquiera. Vea que si estos operadores tienen normas y con
ellas el mapa es acotado, luego se cumple que

14°1 = 114].

Problema 16.15 Vea que los autovectores de un operador autoadjunto son per-
pendiculares entre si si sus autovalores son distintos. Vea que los autovalores son
reales. Vea que todo operador antoadjunto es diagonalizable.

Problema 16.16 Vea que si A es autoadjunto luego ' es unitario. Vea que el
conjunto e'*4, t € IR es un grupo.

Problema 16.17 Pruebe que las cartas definiendo la variedad Non-Hausdoff
Jforman un atlas.

Problema 16.18 Defina la diferenciabilidad de un mapa entre dos variedades
infinitamente diferenciales.

Problema 16.19 Vea gue dim T, = dim M.

Problema 16.20 Dado un punto p de M y una curva y(t) que pasa por ese
punto a t = t,, encuentre las componentes del vector tangente a dicha curva en
ese punto en una carta cualguiera. Exprese la derivada a lo largo de t de una
funcidn definida en un entorno de p en dicha base.

Problema 16.21 Vea gue la diferencia entre dos conexiones es un tensor.

Problema 16.22 Encuentre el laplaciano de un vector en coordenadas polares
en el plano.

Problema 16.23 Enunciey entienda geométricamente el teorema fundamental
de las ecuaciones ordinarias. Aplique a ejemplos simples.
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Problema 16.24 Pruebe el teorema de completamiento de espacios normados.
De ejemplos de espacios de Banach.

Problema 16.25 Pruebe gue [* es completo (y por lo tanto Hilbert).

Problema 16.26 Pruebe gque dado un subespacio cerrado M de un espacio de
Hilbert H,
H=MeM"

Dé ejemplos de subespacios cerrados.
Problema 16.27 Pruebe el teorema de Riez.

Problema 16.28 Pruebe la relacion de Parseval y dé dos ejemplos de bases donde
se cumple.

Problema 16.29 Prucbe el teorema de la distribucion primitiva. Uselo en dos
egemplos concretos.

Problema 16.30 Como se define la transformada de Fourier de una distribu-
cion? Encuentre en que espacio de Sobolev se encuentra la delta de Dirac.

Problema 16.31 Entienda la prueba de la transformada inversa de Fourier.

Problema 16.32 Estudie la clasificacion de las ecuaciones en derivadas parcia-
les y la nocion de superficie caracteristica. Se daran ejemplos de ecuaciones para
clasificar.

Problema 16.33 Pruebe el teorema de Poincaré-Hardy y diga como se emplea
en la prueba de existencia del problema de Dirichlet para el Laplaciano. Entienda
las generalizaciones de este teorema.

Problema 16.34 Usey entienda el teorema del maximo para probar la unicidad

del problema de Dirichlet.

Problema 16.35 Enuncie y entienda las generalizaciones del teorema espectral.
Dé egemplos de aplicabilidad.

Problema 16.36 Entienda las soluciones generales de la ecuacion de onda en 1
y 3 dimensiones. Entienda los conceptos de dominio de dependencia y de influen-

cia.
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Problema 16.37 Use el teorema del mdximo para probar la unicidad del pro-
blema de valores iniciales y contorno para la ecuacion del calor.

Problema 16.38 Encuentre todos los subgrupos de P(1, 2, 3). Cuales de ellos son
normales?

Problema 16.39 Pruebe que si N es subgrupo normal de G, luego G /N es un
subgrupo. Muestre un ejemplo de esta construccion.

Problema 16.40 Encuentre un subgrupo de U(2). Ayuda, use el mapa exponen-
cial.
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