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1 Introduccion

El algoritmo de biseccién es usualmente el primer algoritmo presentado en un
curso de andlisis numérico para hallar raices de una funcién continua a valo-
res reales definida en un intervalo de la recta real. Es bien conocido que las
iteraciones producidas por este algoritmo convergen a una raiz y que puede
calcularse el nimero de iteraciones requeridas para asegurar un grado de pre-
cisién deseado. Es conveniente finalizar la discusién con un andlisis del orden
de convergencia del algoritmo. Analizaremos las propiedades de convergencia
del algoritmo de biseccién.

Supongamos que f € C10, 1] tiene una tnica raiz x en (0,1) y f(0).f(1) < 0. El
algoritmo de biseccién genera una sucesion de iterados x; de la siguiente ma-
nera: sea 1 = 1/2, a3 = 0y by = 1 y supongamos que hemos hallado z;, a;, b;
para algin ¢ > 1. Entonces

(i) Si f(xz;) =0, el algoritmo finaliza,
(i) Si f(a;).f(zi) <0, sea

)
Ti4+1 = (al + .%‘Z)/Q =Ty — (1/2)i+1, Ai+1 = a; 'y bi—i—l =T (ﬁgl)
(iii) Si f(a;).f(zi) > 0, sea

(

Tiv1 = (b + .%'Z)/Q =x; + (1/2)i+1,ai+1 =z; ¥ biy1 =b; (ﬁg.2)

El algoritmo finaliza cuando f(x,) = 0 para algin n, o si la sucesion {xj} 32,
converge a x, en este caso |ry — x| < (%)k para todo k. Comparemos el orden
de convergencia del algoritmo de biseccién con tres nociones diferentes de con-
vergencia lineal que aparecen en la literatura.
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Para k > 1 denotaremos con ey = z — i, al error cometido al usar la k-ésima
aproximacién de z obtenida con algiin algoritmo.

Definicién 1.1 Un algoritmo converge linealmente si eziste una constante
positiva K <1 tal que |ex41| < Kleg| para todo k suficientemente grande. Tal
K se llama un factor de convergencia.

Una segunda definicién comiin de convergencia lineal reemplaza la condicién
anterior por la condicién limk_,ool—el’ﬁﬂ- < 1; aunque en general esta es una
condicién més fuerte (ya que el limite puede no existir), la prueba del Teo-
rema 2.3 muestra que en el caso del algoritmo de biseccién, las dos condiciones
son equivalentes si el algoritmo no finaliza. Notemos también que, en general,
la convergencia lineal de un algoritmo implica lo que llamamos convergencia
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geométrica; esto es limy_o|ex|/* < 1.

Para cada = € (0,1) existen innumerables funciones f que satisfacen
f(0).f(1) < 0 y para las que x es una raiz simple. Por lo tanto, describiremos
el orden de convergencia del algoritmo de biseccion para ciertos subconjuntos
del (0, 1) en lugar de las clases asociadas de funciones. En particular, para todo
x € (0,1) para el cual el algoritmo de biseccién no finaliza, el algoritmo de
biseccién posee convergencia geométrica ya que limy_o|ex|'/* = 1/2. En la
préxima seccién caracterizaremos aquellos x € (0, 1) para los cuales el algoritmo
de biseccién posee convergencia lineal.

2 Propiedades de convergencia del algoritmo de bi-
seccion
La k-ésima iteracién x; del algoritmo esta dada por
ap = 1/24+ X8, 5:(1/2),
donde cada s; =1 6 —1. Esto motiva el siguiente teorema.
Teorema 2.1 Todo x € (0,1) tiene una unica representacion de la forma
x =YK 5(1/2) six = p/2¥ es un racional diddico, 6, x = Y20, 5;(1/2)"
st x no es un racional diddico, donde sy =11y s; =16 —1 para i > 1.
Demostracién: Es sabido que todo = € (0, 1) tiene una unica representacién
binaria = = Y72, ¢;(1/2)" donde cada ¢; = 0 0o 1 y no estd permitido que a
partir de algun j los ¢; = 1 para todo i > j (de esta manera cualquier racional

diadico p/2* puede ser expresado como una serie S.%_; ¢;(1/2)%). El resultado
se sigue inmediatamente de reemplazar s;+1 = 2¢; — 1 para todo 1.

Ahora probaremos un lema el cual es la clave de nuestro principal resultado.

Lema 2.2 Supongamos que el algoritmo de biseccion no finaliza en Tpio o
antes, donde k > 1. Supongamos también que Sky1 7 Sg+2 = Sk+3. Entonces

lexr1] > lexl.

Demostracién: Sin pérdida de generalidad podemos asumir

Sk+1 =1y Spt2 = Sp43 = —1,
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donde las ubicaciones de Tk, Tki1, Tk4+2 ¥ Tk43 son mostradas en la fig.3.
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FIG3

Como ag4+3 = Tk, bgy3 = Ti42 y el algoritmo no finalizé en zx 1o 0 antes, se
puede afirmar z € (zk, Tg+2). Esto es |zg+1 — 2| > |z — ).

Teorema 2.3 Sea z € (0,1) que tiene la representacion de la forma
z = y.2,i(1/2)". El algoritmo de biseccion converge linealmente a x si y
solo si los s; son alternadamente +1 6 —1 para todo © mayor o igual que algin

]

Demostraciéon: La hipétesis implica que existen indices ¢ arbitrariamente
grandes con s; = —1 e indices ¢ con s; = 1. Si los s; no se alternan a par-
tir de algin punto, entonces existen indices k arbitrariamente grandes con
Sk+1 7 Sk+2 = Sk+3, luego por el lema previo |ext+1| > |ex|- De este modo
el algoritmo no converge linealmente.
Reciprocamente, supongamos que los s; se alternan a partir de algin punto.
Entonces para algin j,

Sj = Sj+2 = Sj+4 ="'7é3j+1 = Sj43 = """
Paral > j

_ 00 . i 1 00 . i 1

e — 2] = | TRz 5:(1/2)] = 3 2441 5:(1/2)] = oy - al,
lo cual implica que el algoritmo converge linealmente con factor de convergencia
1/2.
Podemos probar ahora el teorema principal.

Teorema 2.4 Para un z € (0,1) ezisten ezactamente tres posibilidades:

(i) T es un mimero racional diddico de forma reducida p/2* para enteros
p>0yk >0, si y sdlamente si el algoritmo de biseccion finaliza;
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(i) = es un mimero racional de forma reducida p/(3.2%) para enteros p > 0

y k >0 si y sélamente si el algoritmo de biseccion no finaliza y converge
linealmente con factor de convergencia 1/2;

(iii) x no tiene ninguna de las formas reducidas anteriores si y sélamente si

el algoritmo de biseccion no finaliza, y no tiene convergencia lineal.

Demostracion:

(1)

(i)

(iif)

Supongamos que el algoritmo finaliza en z;. Entonces

ko ok—i
w=ap =Y 8(1/2) = 2112# =p/2",
donde p debe ser un entero impar. Por otro lado, supongamos que
r = p/2F en forma reducida. Entonces por el Teorema 2.1 z tiene la
representacién tnica x = Y5 5;(1/2)7, es decir el algoritmo de biseccién
ha finalizado en xy,.

Primero supongamos que el algoritmo no finaliza y converge linealmente.
Por el Teorema 2.3, existen j > 1 tal que los s; alternan en el signo para
1 > j. De este modo tenemos

x=I""s(1/2)" + Sisi(1/2) =

donde [ es un entero impar. Entonces, en forma reducida, x = p/(3.2%)
para algin k < 5 — 2.

/2 ()
—(—1/2) — 327 1>

Ahora supongamos que z = p/(3.2¥) en forma reducida, entonces pode-
mos escribir 2p =3m 4+ J donde § = £1 y m es impar. Luego,

= gl + 05 = i si(1/2) + 0t S Z0(-1)1(1/2)' =
St si(1/2)" +Z 2 2 0. (1) ()
donde Y-¥*1s5,(1/2)" es el desarrollo del racional diddico m/2F+! dado por

el Teorema 2.1. De esta manera el algoritmo de bisecciéon aplicado a x no
finaliza, y converge linealmente por el Teorema 2.3.

Se obtiene claramente de (i) y (i7) por exclusién.

Ejemplo 2.5 Sea x = 5/12 = 5/(3.22). Por el Teorema 2.4 el algoritmo de
biseccion no finaliza y converge linealmente. La representacion binaria de 5/12
es 0.01101010- - -. Por lo tanto
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Ejemplo 2.6 Sea x = 3/5. El algoritmo de biseccion no finaliza y no converge
linealmente. Se tiene

31,1 _1_1 , 1, 1 _
5—2+4 8 16+32+64 ’

y el lema implica que |xo; — %] > |xg_1 — %\ para todo 1 > 1.
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