Medir: origen de muchos conceptos matematicos
Esther Galina

Esta exposicion fue presentada en una de las Conferencigsliieracion de la
XXX Reunién de Educacion Matemética y de la LVII Reunién Anda la Union
Matematica Argentina, que tuvo lugar en la Facultad de Matea, Astronomia y
Fisica de la Universidad Nacional de Cérdoba en la semarferdsl22 de septiembre
de 2007.

Quiero agradecer a los organizadores de la misma por habiewitedlo a dictar
esta conferencia, a pesar de no ser especialista en Eduddatématica.

En esta conferencia se expusieron algunos ejemplos queudatacde como el
hombre, en su necesidad de comparar objetos o eventos aebriim, fue creando la
forma de cuantificar o de “medir” las propiedades de los miras decir de asignarles
nameros de acuerdo a reglas establecidas. Este proceagpladlaboracion, y lo
seguird haciendo, de muchos conceptos matematicos. Emxgsiaicion se intentd
vincular este proceso con el interés de “encontrar” la matea en hechos cotidianos
y el papel que pueden jugar los docentes de matematica eseasido.

1. ¢Qué es medir?

Desde sus origenes el hombre necesit6 comparar objetosntog\eantidad de
animales para comerciar, las estaciones del afio, la tetapgratc.). Su primer resul-
tado fue la creacion del concepto mi@émero en el cual no me voy a detener porque ya
habran escuchado muchas veces hablar de ello.

Como instancia posterior a esa conceptualizacion, en@backa comparacion, el
hombre pudo distinguir diferencias entre las propiedadelosl objetos en cuestion.
Por ejemplo: si lo que se quiere comparar es la longitud denillos, se puede decir
“este esmaslargo omenoslargo que este otro”. Pero estas expresiones no permiten
precisar demasiado. Una expresion mas precisa es “el ricogresponde a dos veces
el segundo”. Eso también tiene una dificultad, si queremugeacario con un hilo que
no tenemos en ese momento, no lo puedemos hacer.

Un acto importante en la historia fue cuando el hombre se démta que para
comparar dos objetos podia hacerlo indirectamente a tdwés tercer objeto usa-
do como medida estandarumidad de medida Esto solucionaria el hecho de poder
comparar cosas que no se encuentran en el mismo lugar, poplejesiempre que
podamos llevar la unidad de medida con uno. Como sabemoabkrtde longitud,
las primeras unidades de medida fueron el pie, el pulgaragiob etc., de las cuales
todavia consevamos la denominacioén en el sistema de medjids.i

Este hecho permitié que se introdujeraolgjetividad en el acto de comparar. Su
significado literal es “acuerdo interpersonal”. Si las obaseiones se pueden cuantifi-
car de alguna manera, expresarlas en términos de valongssiede que la comunica-
cion evite interferencias de la particularidad de cadaviddb. De esta manera, tanto
en la vida cotidiana como en cualquier trabajo que requibjetividad y precision, se
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plantea de qué manera se puede cuantificar o dar valoresioom@to que se esta ob-
servando, es dectdomo medirlo que se esta observando. Ya teniendo las mediciones
se pueden comparar los valores resultantes y obtener conuhs.

Las mediciones permiten que las descripciones puedansemicadas a otros de
manera concreta y objetiva.

Una definicion de medicion es la siguiente:

Definicion 1.1. Mediciénes una asignacion de nimeros a objetos o eventos de acuerdo
a reglas establecidas.

La posibilidad de medir permitié a otras ciencias o aplicaes tecnolégicas a
utilizar la matematica como lenguaje universal. Este lajgbrinda precision, siste-
matizacion, objetividad y una manera de comunicacién deslmgtados obtenidos en
forma concreta para ser analizados.

Transcribo a continuacion la frase con la cual comienzabed ldel Profesor en
Psicologia J. P. Guilford de la Universidad de Southernf@aiia [G].

El progreso y la maduracion de una ciencia es juzgada a mepodda amplitud
en la cual ha tenido éxito en el uso de la matematica.

Una pregunta que surge es ¢,como podemos medir cosas quaee e@eforma de
nameros? ¢,como podemaos asignar niimeros a objetos o evkeatnafuraleza, como
la conocemos, tiene propiedades que pueden ser represep@destructuras loégicas
de ciertos sistemas de la matematica. Cada individuo quengl@ medir un objeto o
evento debera estar atento a qué estrategia utilizar ersitadaion particular.

De acuerdo a lo que hemos dicho el proceso de medicion imzo{uer [MG]):

1. Abstraccion:que capte la esencia de la propiedad a medir permitiendaasig
un valor numeérico a cada objeto o evento que posea esa padpied

2. Estrategia:para poder obtener esos numeros efectivamente.

3. Aparato o sistema de medicionecesario para realizar la medicion de acuerdo
a la precisién que se desea obtener.

4. Unidad de medida o sistema de referendan su definicion y su patron.

5. Operador:quien determina si se han cumplido #erios de observaciopara
tomar las lecturas en la escala del instrumento.

Evidentemente la matematica aparece en el primer punto.guié® Pues antes de
poder medir hay que poder asignar, en forma tedrica, a cgdtoadd nUmero que re-
fleje la propiedad especifica de ese objeto. Es decir, la ma&megue se podra obtener
una funcién a valores numéricos, que cuantifique esa pragied

Esa funcion es, en principio como dijimaos, teérica.



Ejemplo 1.2. La funcion “medida de la altura de las personas de esta $édedjuiere
decir que hayamos medido efectivamente a cada personasaieemos qué nimero
asignar que refleje esa propiedad en cada persona de estaosapmplo el nimero
gue se obtenga al determinar la longitud del segmento pdiqéar al piso que une el
piso con el punto mas alto de la cabeza de la persona.

En ese proceso hemos dado sentido en abstracto a la altucda@émmgitud de un
segmento especifico.

~ El segundo punto, la estrategia para obtenerlo en condeetién involucra el
ingenio y la matemética.

Ejemplo 1.3. ¢como harian ustedes para medir el mastil de la escuela Gueresl
patio sin tocarlo?

En este caso, ya sabemos que significa el nimero que représaiftura, pero no
es sencillo obtenerlo directamente porque no nos podentms alumastil para tirar
desde la punta de arriba el metro, incluso es posible quenestes alcance. jjjAqui
también tendremos que hacer uso de las matematicas!!! dPoplidntearselo a sus
alumnos como?... les recomiendo que salgan al patio un déalde

Ejemplo 1.4. Este lo lei del conocido libro “Matemética ¢ estas ahi?” dedhdPaen-
za, gran divuldador de la matematica y de las ciencias engleB¢problema consiste
en medir la cantidad de peces que hay en un lago. Como va aysesibite dar un valor
gue refleje la realidad con exactitud, sélo se pretende daalan aproximado como
respuesta. ¢Como podemos hacerlo? La dificultad esta enlalegtrategia a usar
gue nos lleve a alguna respuesta con sentido. Una estratelzisiguiente, podria ha-
ber otras. En una lancha y con una red de pescadores sacamoaniidad de peces,
digamos 1000, cuidando que no se mueran. De alguna manermatoamos y los de-
volvemos al agua. Dejamos un tiempo razonable para que eses pe mezclen con el
resto de los peces del lago y volvemos a sacar la misma cdrd@&lpeces. Contamos
los que estan marcados, supongamos 10 de los 1000, un 1 %.

Si la probabilidad de encontrar un pez marcado en la redif@ahtle marcados
sobre total de peces) es 10/1000, esto nos dice que la chdédzeces que marcamos
(1000) es un 1 % del total de los peces del lago, suponiendseguezclaron en forma
homogénea.

Conclusion: una estimacion del total de peces del lago es 100000!!!

Podriamos hacer lo mismo con porotos dentro de un frascoo&ble también
gue los chicos encuentren otras estrategias para estelejemp
2. Origen de algunos conceptos matematicos

Ahora daremos algunos ejemplos de la historia de la mateandtie, en el intento

de cuantificar objetos o eventos, ha dado lugar a nuevos [ptmsoge la matematica, o
a desarrollar estrategias especiales.



2.1. ElnUmeroTtt

Definicién 2.1. EI nUmeroTt es la razén entre la longitud de una circunferencia y su
diametro.

Observemos que ésta es una buena definicién porque esa gmezdénstante, no
importa de qué circunferencia se trate. Esto ha sido conouigchisimo tiempo atrés.
Esta razon ha sido considerada en un texto de la Biblia y ehmtexto fue en-
contrado en el templo de Salomén construido alrededor de9%@ a.C. El valor dado
alli es 3 y seguramente se debid a algun tipo de medicién.
En un papiro egipcio del 1650 a.C. hay una buena evidenciaadganle art el
valor 4x (8/9)? = 3,16.
El primer célculo tedrico parece ser el de Arguimides (282-2.C.). Obtuvo la
aproximacion
223 - 22
71 "7
El argumento de Arguimides fue considerar la circunfe@ri® radio 1, en la
que se inscribe un poligono regular de 2"* lados con semiperimetta,. Por otro
lado, considera el poligono regular de 2" lados con semiperimeta, en el que la
circunferencia esta inscripto. Las tres figuras tienen shmicentro y la circunferencia
esta entre los dos poligonos (ver la figura en la pagina sitp)ieLas dos sucesiones
by,bo,bs,... yaj,as,as,... convergen al nUmert
Usando notacién trigonométrica

T T
an=Ktan(o),  by=Kser( )
dondeK = 3 x 2"~1, Por otro lado,
1 T
an_2Ktan(R), bn_ZKser{R)
No es dificil mostrar, usando propiedades trigonométyiqas

1 1 2
+

Si-__“ 2 bn = (bni1)?
2 by an (2)  an+1bn = (bny1)

1)

Comenzando poa; = 3tar(§) =3/3yb = 37\/5’ Arquimides calculéa, usando
la igualdad (1), luegd, usando (2), luegag usando (1), y asi sucesivamente hasta
obtenerag y bg. De esta manera obtuvo que

bg < TI< &g

Arquimides no tenia en esa época la ventaja de usar la notaigjébraica y trigono-
métrica que expuse, él obtuvo las igualdades usadas a ttawésnicas geométricas.



n=6

No hubo grandes avances teéricos en el calculo,decién hasta el siglo XVII.
Durante ese periodo sélo hubo mas aproximaciones sobresgamazonamiento.

No voy a continuar hablando sobre la historia del calculodgolo queria destacar
la estrategia matematica que utilizé Arquimides para @astandirectamente un valor
de 1t estableciendo una nocion de limite de sucesiones, condegtorollado en el
siglo XVII'y formalizado recién en el siglo XIX. Para mayofammacion ver [Pi].

Conclusion: t es el limite de dos sucesiones, una monétona decrecienta y ot
monotona creciente. Se puede estimar su valor obteniesd@lores de los términos
de esas sucesiones.

2.2. Laderivada

Aqui nos encontramos con otro ejemplo, en esencia difedsitanterior, y que
seguramente conocen.

Paradoja de Zenon (450 a.C.)lUn objeto en movimiento en un instante fijo esta
quieto. Si en todos los instantes el objeto esta quieto ¢pé1sq mueve?



Newton queria captar el movimiento en un objeto matematduservé que el
movimiento se detecta cuando hay una variacion entre losestle la posicion en dos
instantes diferentes. EI movimiento se ve reflejado al aarla posicién del objeto en
todos los instantes al mismo tiempo y no en cada instantegparado. Es decir, esa
informacion esta en la funcién posicion del objeto.

Dado un objeto que se mueve, la razén entre la variacion deslaipn sobre el
tiempo que demord, velocidad mediaen ese intervalo de tiempo, permite compa-
rar el movimiento en distintos intervalos de tiempo sin img@ola longitud de esos
intervalos.

Es decir, sim(to,t1) es la velocidad media en el intervalo de tienfigats | = [2,4]

y la posicion del objeto ep(t,) = 0,2 m en el tiempd, = 2 seg yp(t1) = 10,2 men
el tiempot; = 4 seg,

p(t1) — p(to)

=5m/se
- /seg

Vm(to,tl) -

Este valor no es mas quepandientede la recta que unéy(, p(to)) v (t1 , pt1)) por la
unidad de medida (ver grafico mas arriba).

Pero bien, si nos preguntamos:

¢ Podria asignarle un valor a la velocidad del objeto en aastarite? En otras
palabras, ¢como medir el movimiento en cada instante? ¢obteaer la velocidad
instantanea del objeto? En términos actuales, ¢qué es eEFmfue nos indica el
velocimetro del auto en cada instante?

Si graficamos la funcion posicion en términos del tiempo,dimsidad media no
es mas gue la pendiente de la recta que une los puntos del(RJapid,)) v (t1, p(t1)).
Como queremos saber el valor en el instaptde la velocidad del objeto, tomamos
intervalos de tiempo mas pequefios, es dedi, ... cada vez mas cercano$a



t,=3.5

Eso significa que a medida que el momentiende at, las velocidades medias,
o las pendiendes de las rectas que uftgrp(to)) Y (t, p(t)), se acercan a un valor.
Ese valor es el que asignamos como velociddg) del objeto en el instantg. En
simbologia actual,
- P(t) — p(to)

V(to) = fim t—to

La pendiente de la recta azul del gréfico de arriba es la meldiberecimiento de
la funcién p en el tiempd, . Es lavelocidad instantanede p ent,, o derivadade p
ent, Y esto no es mas que la derivada de la funcion posicidg.en

La creacion matematica de Newton esta en como asignar un gadomida la
variacion de posicién relativa en cada instante y que egjaason capte la esencia
de lo que queria medir: el movimiento.

Conclusion: El concepto delerivadafue creado para medir el movimiento. Nos
permitira medir la variacion relativa o taza de crecimietdas funciones.

2.3. Laintegral

¢Como medir areas encerradas por curvas? Podemos defmidénena figura
plana como el espacio interior de la figura.

Arguimides us6 un método similar para calculesacando las areas de los poligo-
nos regulares como suma de los triangulos equilateros ceanforman.

En vez de areas de poligonos podriamos haber dibujado imf@rencia, o cual-
quier figura plana, sobre un papel cuadriculado y haber dona cantidad de cua-
dritos completos encerrados dentro de la figura. Como fécitenpodemos calcular
el &rea de cada cuadradito, al multiplicarla por la cantidac¢cuadraditos daria una
aproximacion del area de la figura. Si repetimos el procerauagapel cuadriculado
pero con cuadros mas pequs, obtendremos una mejor aproximacion de la misma.
El limite de ese proceso nos daria el resultado deseado.



10=n

¢ Como medir areas bajo el grafico de una funcién cualquietae)e énorizontal
entre x=a y x=b? Qué tiene que ver esto con el concepiotegral? Si ven cualquier
libro de Analisis Matematico donde se define la integral demiRinn de una funcion
entre dos puntos, verian que en esa definicion esta encestguloceso que acaba-
mos de describir con papeles cuadriculados con cuadratbtdsstinto tamafio. En la
definicion de la integral de Riemann, en vez de cuadraditagtikean rectangulos.
Veamos que significa esto dibujando un ejemplo.

El siguiente es el gréfico de la funcidiix) = 0,7+ 2,1x+sen5,3x) paraa<x<b
cona =1y b= 3 mostrado algunos rectangulos donde el tamafio de la bass de |
mismos es"%"". Sin= 10, el gréafico correspondiente es el expuesto mas arriba.

Paran = 100, podemos ver lo que sucede en el grafico de la proximagagin

Ese valor del area entre el grafico @éx) y el eje horizontal entreay b es la
integral def entreay b,

b
/ f(x) dx= lim suma de las areas de los n rectdngulos
a

Nn—oo

Conclusion: La integral de Riemanfue creada para medir areas.

2.4. La probabilidad

¢, Como medir las chances de ganar en un juego de azar? Poloeggmp podria-
mos medir la posibilidad que en una tirada de dos dados la darsiate. Esa respuesta
se las dejo a ustedes...
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2.5. El grupo fundamental y la Conjetura de Poincaré

Para la topologia dos objetos son equivalentes si podentesestuno de otro con
s6lo deformarlo pero sin cortar ni pegar, como si los objétiesan de plastilina. En
este sentido, una esfera, una cdmara de autos y dos camamat gegadas por un
punto son distintos objetos. La diferencia es la siguigiiw@en distinta cantidad de
“agujeros”.

¢ Como medir la “cantidad de agujeros” de un espacio topmagi

Poincaré (1854-1912) sabia que una esfera estaba totelasmacterizada por no
poseer agujeros. Pero ¢como se expresa matematicamemtpiledpd de no tener
agujeros?

Se le ocurrid lo siguiente: No tener agujeros es equivalargeponer que a todo
lazo sobre la superficie de una esfera lo podemos encogealgise de la superficie,
hasta que quede convertido en un punto. Esto no pasa con maaiecde autos, a
menos que rompamos la camara o el lazo.

En este sentido se dice que una esferai@plemente conexanas aln, esta ca-
racterizada por esa propiedad. Es decir, toda superficiadzely acotada sin bordes
simplemente conexa es topolégicamente equivalente a tgra.es

Conjetura de Poincaré: Una esfera en el espacio de 4 dimensiones (el conjunto
de puntos a distancia 1 de 0RA) es simplemente conexa y esta caracterizada por esa

propiedad.

Entre 2002 y 2003, Grigory Perelman esboz6 una soluciérodl@ma, siguiendo
el programa de Richard Hamilton, y otros matematicos corapmla algunos detalles
gue faltaban en la demostracion de Perelman. Esta fue la mmda cual Perelman
gano la medalla Fields en el afio 2006, el mas prestigiosoipremmatematica (en
esta ciencia no se otorga premio Nobel), aunque no fue antecib
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En 1961, Stephen Smale la probé para dimensiones mayores que
Muchos conceptos matematicos fueron creados para haeettersbstracion, co-
mo el flujo de Ricci con cirugia, pero no vamos a hablar de eso.

El concepto importante para medir agujeros en espaciosomipos es ehrupo
fundamentalque no es mas que el grupo de clases de lazos que parten derma mi
punto. Que dos lazos estan en la misma clase o que sean eqgtégasignifica que
se puede obtener uno de otro haciéndolo deslizar sobre &fiig sin cortarlo ni
pegarlo, sélo deformandolo.

El grupo de clases de lazos que parten de un mismo punto dvaieente un
grupo en sentido algebraico porque a partir de dos lazosnposi@btener un tercero
gue parte del mismo punto uniendo el final de uno con el coraidetotro. En parti-
cular, esta operacion de lazos dice que si tomamos un lazenrwos al lazo obtenido
de recorrer el original en sentido contrario nos da comolt&s$o uno equivalente al
lazo constante en el punto de inicio.

Para una superficie cerrada y acotada sin bordes, si ese gsupguivalente al
grupo trivial {0}, la superficie es simplemente conexa porque la Unica clatezde
posibles es la del lazo equivalente a un punto. Por eso aedeaina esfera y diremos
que no tiene ningun agujero.

Si ese grupo es equivalente al conjufifo= Z x Z de pares de nimeros enteros, se
trata de una camara de autos, pues cada lazo se puede oltmhénando dos clases
posibles de lazos. Por ejemplo, el lazo obtenido al pasaveoss la soga a través
del agujero en el mismo sentido equivale al f&0). Si lo hubiéramos hecho en el
sentido contrario, corresponderia al gar2,0). Un lazo associado al p&0,1) seria
el obtenido al apoyar la soga por fuera de la camara a parting®into, sin hacerlo
pasar por el hueco, y volviendo al mismo punto. Asi se podbodener todos los lazos
posibles sobre la camara. Perfectamente podran jugar Ggbsaga y una camara, o
algun obejto similar y convencerse de lo planteado. El dertomin nos dice que la
camara de autos tiene un agujero.

El grupoZ* de 4-uplas de nimeros enteros correspondera al conjunttasiesc
de equivalencias de lazos en el objeto obtenido al pegar&uoaras de auto en un
cirdulito de la superficie. Este tiene dos agujeros.

Anélogamente, el grupd?” esta en correspondencia con el conjunto de clases de
equivalencias de lazos en la superficie obtenida al pegamaras de auto consecuti-
vamente. Obviamente esta tiemagujeros.

De este modo, el grupo fundamental permitio clasificar téamsuperficies cerra-
das y acotadas sin borde del espacio. Cualquier superfisiestas caracter isticas se
puede deformar sin cortarla ni pegarla en una del tipo d@&maras pegadas, su grupo
fundamental e€?" y tiene exactamente agujeros.

Los matematicos decimos que el grupo fundamental esvamiante topol6gico
es decir todos los espacios equivalentes que se obtienermdefdo el original sin
cortar ni pegar como si fuera de plastilina posee ese misoppgundamental.

Conclusion: El grupo fundamentalue creado para medir la cantidad de “aguje-
ros” que tiene un espacio topolégico.
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3. ¢ Qué podemos rescatar del proceso de medir?

Quiero destacar que no soy especialista en Educacion M@atamsolo soy una
matematica que se interesa en la Educacion y solo pueda laiaiside mi experiencia
de dictar cursos para docentes, de trabajar en tallerehamrs¢cde analizar propuestas
de cursos para docentes.

Coincidiendo con Paenza, creo que es una obligacion, deiwsapemos un po-
co mas de matematica, mostrarles a los jévenes y a la poblaci@@eneral quéa
matematica esté ahi

¢, Qué queremos que les quede a los chicos cuando les ensefiatapnstica?

Ademas de todos los conceptos que sabemos que tienen quegsiaiemos:
= que puedarreeanocecunproblemamatematticen la realidad,
= gue adquieramashabilidaidel® para resolver problemas cotidianos,

= que puedan comparar objetos o eventos a través de sus medideemar
decisiones con fundamentos precisps

= que disfruten de resolver un problema.

iEso se aprende!

Una vez, dando un curso para docentes de matematica, le peslipeofesores
gue me cuenten ejemplos de la realidad que hayan trabajadm€@lumnos desde
un punto de vista matematico, es decir que me cuenten unepnabho aulico de la
realidad que lo hayan analizado con los chicos con los |eletés matematica.

Todas se trabaron para responder, pero finalmente tuve apaesta que fue la
siguiente:

“Cuando ibamos de viaje en el dmnibus a Puerto Madryn condbdarso, como
los chicos estaban aburridoscgmo también les doy fisicampezamos a calcular la
velocidad media del 6mnibus viendo los mojones en el canjiitsiaban contentisimos
al ver que podian hacerlo!”.

Las otras agregaron: “Ah! ese tipo de cosas las hacemos sm atafisica, ho en
clase de matematica”.

¢Son los profes de fisica los responsables de mostrar lamagta que hay en
la realidad y de desarrollar el pensamiento matematico erchicos? Bienvenidos
si ellos lo hacen, pero... si nosotros no lo hacemos ¢ no leeglana idea errada a
los chicos de lo que es la matematica? Como dice Pagmimmatematica le faltan
defensores!

Los profesores de matemética de nivel medio y los maestrobsoesponsables
de alfabetizar matematicamente a la sociedad. jQué tarea!

Mas aun, son loseferentes de la matematica en el colegio y de la comunidad
vinculada al mismo. Son los qtienen la mirada desde la matematicale las cosas
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cotidianas. Son losncargados de mostrarles los jévenes que la matematica esta
ahi.
iLa sociedad no ha tomado conciencia de la importancia dension!

En ese sentido me parecioé importante traer el temaelir a esta charla. Como
hemos analizado tiene cuatro aspectos importantes:

1. Abstraer el concepto a medir y presentarlo como una fangigalores numé-
ricos, o incluso a valores en otro tipo de objetos matemsitipe permitan la
comparacion (ej: grupo fundamental).

2. Elaborar una estrategia para obtener los valores nuoségiectivamente.
3. Elegir la unidad de medida adecuada.

4. Elegir el aparato para medir apropiado.

Hemos visto distintos ejemplos, tanto de la matematicazadm como de la que
tenemos a mano, donde los dos primeros aspectos han peranéat conceptos nue-
voso desarrollar un pensamiento creativo y critidés decir, permitihacer matema-
tica.

¢, Podremos desafiar a nuestros alumnos en situacionegsswtala clase de ma-
tematica?

Involucrar a los chicos en procesos de medicién ¢ nos ayedarastrarles que
podemogiescubrirla matematica en todos lados?

i La respuesta la tienen ustedes!
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