Geometria Diferencial - 2015

Preguntas de la teoria para el examen

Observaciones: Una pregunta del examen puede ser sélo una parte de una de las preguntas
siguientes. Si en esta lista una pregunta tiene sugerencia, también la tendra si aparece en un
examen.

10.
11.
12.

. Sea a : [a,b] — R3 una curva suave. Definir la longitud de o y mostrar que si 3 : [¢, d] —

R? es una reparametrizacién de «, entonces o y 3 tienen la misma longitud.

Sea « : (a,b) — R3 una curva de rapidez unitaria con o (t) # 0 para todo t € (a,b).
Definir las funciones curvatura y torsion de a y el triedro de Frenet de a. Escribir las
relaciones de Frenet (es decir, escribir la relaciéon entre los elementos del triedro y sus
derivadas) y demostrar su validez.

. Enunciar con precisiéon el teorema fundamental de la teoria local de curvas.

Demostrar que una curva de rapidez unitaria en R? tiene torsién nula si y sélo si su
tayectoria esta contenida en un plano.

Sea « : [a,b] — R3 una curva regular (es decir, o (t) # 0 para todo ¢t € (a,b)) de longitud
L. Definir la reparametrizacién por longitud de arco 8 : [0, L] — R3 de a y mostrar que
efectivamente [ tiene rapidez unitaria.

Sea « : [a,b] — R? una curva regular (no necesariamente de rapidez unitaria). Definir la

funcién curvatura s, : [a,b] — R y probar que
o x |
Ko = ————3—
[l

Definir con precisién el concepto de superficie regular.

Sea f : A — R una funcién suave definida en un conjunto abierto A de R%. Mostrar que
el grafico de f es una superficie regular.

. Sea S la esfera de centro cero y radio 1 en R3. Definir los sistema coordenados canénicos

de casquetes ¢, coni =1,2,3ye =1,—1, y usarlos para mostrar que S es una superficie
regular.

Definir el helicoide y mostrar que es una superficie regular.
Enunciar con precision el teorema de la superficie implicita y demostrarlo.

Mostrar que el elipsoide es una superficie regular.



13.

14.

15.

16.

17.

18.
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20.
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22.

23.
24.

25.

Sean S una superficie regular. Escribir la definicién de que S sea conexa. Mostrar que el
hiperboloide de dos hojas no es conexo.

Sea S una superficie regular y sea f : S — R™ una funcién. Escribir la definicién de que
f sea suave. Mostrar en particular que si ¢ : U — S es un sistema coordenado, entonces
o1 p(U) — U es suave.

Sea S1 y S5 dos superficies regulares y sea f : S; — S5 una funcién. Escribir la definicion
de que f sea suave en un punto p de S;. Mostrar que la nocién es independiente del
sistema coordenado que se considere alrededor de p.

Escribir la definiciéon de que una funcién f : S; — S5 sea un difeomorfismo.

Mostrar que el cilidro {(z,y, z) € R? | 2? + y*> = 1} es difeomorfo a la esfera de centro
cero y radio 1 menos los polos.

Mostrar que la superficie M = {(z,y,2) € R® | 2 =0, |z| < 7/2} es difeomorfa al plano
z=0.

Sea S una superficie regular y sea p € S.

a) Escribir la definicién de T),S5.

b) Probar que si ¢ : U — S es un sistema coordenado de S'y p = ¢ (p), entonces 7,5 es
la imagen de la transformacion lineal dyj : R? — R®. Concluir que 7,S es un subespacio
vectorial de dimensién dos y {¢, (p), ¢, (p)} es una base de T,,S.

Definir el plano tangente afin a una superficie regular S en el punto p € S.

Sean S7 y S, dos superficies regulares, sea f :.S; — Sy una funcién suave y sea p € 5.

a) Escribir la definicién de df,, : T,S1 — T(;)S2. Mostrar que la definicién es buena y que
df, resulta lineal.

b) Mostrar que si en particular f = F|g , donde F' : A — R? es una funcién suave definida
en un conjunto abierto A de R?, entonces df, = de|Tp -

Enunciar y demostrar la regla de la cadena para la diferencial en un punto p de la com-
posicién de dos funciones suaves entre superficies regulares.

Enunciar con precision el teorema de la funcién inversa para superficies y demostrarlo.

Definir la nocién de area de una regién de una superficie regular contenida en un abierto
coordenado y probar que las definicion es buena.

Sea C el cilindro {(z,y,z) € R® | 22 + y?> = 1} y sea S la esfera de centro cero y radio 1
menos los polos, y sea f : C' — S la funcién que a cada punto p del cilindro le asigna la
intersecciéon con S del segmento horizontal que une p con el eje z. Probar que f preserva
area de regiones.
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Sean V, W dos espacios vectoriales con producto interno de la misma dimensién y sea
T : V — W una transformacion lineal. Mostrar que T' preserva las normas si y sélo si
preserva los productos internos.

a) Sean M y N dos superficies regulares y sea f : M — N una funcién suave. Escribir la
definicion de que f sea una isometria local.

b) Hallar una isometria local del plano en el cilindro y verificar que de hecho es una
isometria local.

Probar que una funcion suave f : M — N entre dos superficies regulares es una isometria
local si y s6lo si df, : T,M — Ty, N es una isometria lineal para todo p € M. Mostrar
que en particular las isometrias locales son difeomorfismos locales. Escribir la definicion
de que f sea una isometria.

Sea M una superficie regular y sea ¢ : U — M un sistema coordenado. Definir los
coeficientes E, F, G de la primera forma fundamental de . Usarlos para dar un criterio
para que dos abiertos coordenados en superficies sean isométricos, y demostrar el criterio.

Definir el helicoide H y el catenoide C'. Sea M la regiéon de H contenida entre los planos
z=0y z=2nmysea N el catenoide menos el meridiano de coordenada u = 0. Probar
que M y N son isométricas.

Sea M una superficie regular. Escribir la definiciéon de que M sea orientable. Mostrar que
la esfera de centro cero y radio 1 es orientable. Escribir la definicién de una orientacion
de una superficie orientable.

Probar que las superficies de revolucion son orientables.

Definir la cinta de Moebius como la imagen de una funcién ¢ : Rx (—r,7) — R3 de la
forma ¢ (s,t) = a(s) +tV (s) y probar que no es orientable.

Sea M una superficie regular y sea p € M.

a) Escribir la definicién del operador de forma A, : T,M — T,M y mostrar que efectiva-
mente se puede poner T,M como conjunto de llegada.

b) Probar que A, diagonaliza en una base ortonormal de 7,M (dar por sabido que una
transformacion lineal en un espacio con producto interno diagonaliza en una base ortonor-
mal si y sélo es autoadjunta).

Sea M una superficie regular y sea p € M. Definir los conceptos de direccién principal,
direccion asintética, curvatura gaussiana y curvatura media en p.

Sea M el grifico de la funcién f: R3 — R, f(x,y) = 22 —3y? y sea p = (0,0,0). Hallar
T,M, las direcciones principales y asintdticas, y las curvaturas gaussiana y media de M,
todas en el punto p.
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Sea C el cilindro {(z,y,z) € R3| 2% + y? = r*}. Encontrar las direcciones principales y
asintoticas, y las curvaturas gaussiana y media en un punto arbitrario de C'.

Sea M una superficie regular. Definir que un punto p € M sea eliptico, hiperbdlico,
parabdlico, planar, o umbilico.

Definir las nociones de linea de curvatura y linea asintética de una superficie regular.

Mostrar que los paralelos y meridianos del toro de revolucion son lineas de curvatura y
que el paralelo superior es una linea asintética.

Sea M el toro de revolucién parametrizado por
¢ (u,v) = ((R+ rcosv) (cosu,senu) ,rsenv),

donde 0 < r < R. Calcular las curvaturas gaussiana y media de M en un punto arbitrario.
Dar condiciones sobre r y R para que M tenga puntos de curvatura media cero.

Sea M una superficie regular con una orientacién n, sea p € M y sea « : (a,b) — M una
curva de rapidez unitaria con « (0) = p. Dar la definicién de la curvatura normal de « en
M en el punto p, escribir una expresién equivalente que involucre el operador de forma
de M en p, y justificar la equivalencia. Usar eso para definir (bien) la curvatura normal
Knp (V) de M en p en la direccién v € T,M.

Sea M una superficie regular, sea n una orientaciéon de M y sea p € M. Probar que
dado v € T,M con |jv|| = 1, existe una curva a : (—e,¢) = M con o/ (0) = v y
K (0) = |knyp (v)]. Hacerlo en dos pasos:

i) Probar, usando el teorema de la funcién implicita del calculo de varias variables, que la
interseccién de M con el plano normal a M por p en la direccién v contiene la trayectoria
de una curva regular [.

ii) Ver que la reparametrizacién por longitud de arco de 8 como en (i) es una curva o que
satisface lo requerido.

Presentar el hiperboloide de revolucién como superficie birreglada, es decir como la imagen
de dos parametrizaciones
px (s,1) = a(s) +tUx (s),

con ||U (s)|| = 1 para todo s.

Definir el concepto de curva guia o curva de estrechez de una superficie regular reglada
por la parametrizacién ¢ (s,t) = a(s) + tU (s), donde ||U (s)|| = 1, U’ (s) # 0 para todo
s. Indicar en qué sentido la curva guia es unica y justificarlo.

Sea M una superficie regular con orientaciéon n. Mostrar que si la trayectoria de una recta
a(t) = p+ tu estd en M, entonces « es una linea asintética.
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48.

49.
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59.

6.

Enunciar con precisién y demostrar la formula de Euler, que da las curvaturas normales
de una superficie M en un punto p en las coordenadas polares de T,,M.

Probar que si todos lo puntos de una superficie regular conexa M son umbilicos, entonces
M esta contenida en un plano o en una esfera. Hacerlo en tres pasos:

i) Probar que la funcién curvatura principal k es constante en cada abierto coordenado
conexo de M.

ii) Mostrar que cada abierto coordenado conexo estd contenido en un plano (si k£ = 0) o
en una efera (si k > 0).

iii) Sélo para el caso k = 0, mostrar que M esté contenida en un (dnico) plano.

Sea M una superficie regular con orientacién n. Definir el concepto de geodésica en M y
mostrar que las geodésicas tienen rapidez constante.

Sea S la esfera de centro cero y radio 1. Mostrar que los circulos méximos de S recorridos
con rapidez unitaria son geodésicas de S.

Sea M una superficie regular con orientacién n y sea a : (a,b) — M una curva de rapidez
unitaria.

a) Definir el marco mévil a lo largo de « asociado a la orientacién n.

b) Definir la curvatura geodésica kg, (t) de a en M en el instante t € (a, b).

¢) Mostrar que (kq)” = (Kg.a)” + (Fna)’ ¥ que « es geodésica si y s6lo si kg, es nula.

Sea S la esfera de centro cero y radio 1 con orientacién n (p) = p. Calcular la curvatura
geodésica del paralelo a altura sen v, recorrido con rapidez unitaria.

Sea « una curva de rapidez unitaria en una superficie regular M. Definir la nocién de
campo en M a lo largo de a y definir campo paralelo a lo largo de a.

Mostrar que un campo paralelo en M a lo largo de una curva de rapidez unitaria tiene
norma, constante.

Sea S la esfera de centro cero y radio 1 con orientacién n (p) = p, y sea a una reparametri-
zacion por longitud de arco del paralelo a altura sen v,. Encontrar un campo paralelo W
en M alo largo de a con W (0) = o’ (0).

Escribir la ecuacién diferencial para las coordenadas de una geodésica en una superficie M.
Mas precisamente, si ¢ : U — M es un sistema coordenado de M y v (s) = ¢ (u(s),v (s))
es una curva suave con trayectoria contenida en ¢ (U), plantear un sistema de ecuaciones
diferenciales en u y v que se satisfaga si y sélo si v es geodésica.



57. Sean M y N dos superficies regulares, sea f : M — N una isometria local y sea v una

8.

29.

60.

61.

62.
63.

geodésica en M. Probar que f oy es geodésica en N. Sugerencia: Si la trayectoria de
v estd contenida en el abierto coodenado ¢ (U) y v (s) = ¢ (u(s),v(s)), entonces u,v
satisfacen la ecuacién diferencial

<90u’ Pun (W) + 20,0V + 0y (V) + putt” + souv’/> —0

y otra similar con ¢, en vez de @, (por abuso de notacién se escribié ¢, en vez de ¢, (u,v),
etc.).

Enunciar con precisién el Teorema de Clairaut y demostrarlo. Sugerencia: Para una su-
perficie cualquiera, si la trayectoria de una curva v esta contenida en el abierto coordenado
e (U)yv(s)=¢(u(s),v(s)), entonces u, v satisfacen la ecuacién diferencial

1B, (W) + B’ + (F, — 1G,) (') + Eu" + Fu" =0,

donde F, F,G son los coeficientes de la primera forma fundamental de ¢ (por abuso de
notacién se escribié E, en vez de E, (u,v), etc.).

a) Enunciar el teorema referido a la existencia y unicidad de geodésicas.

b) Mostrar que toda geodésica de la esfera S de centro cero y radio 1 tiene como trayectoria
un arco de circulo méximo. (Dar por sabido que los circulos méximos de S recorridos con
rapidez unitaria son geodésicas de S.)

Sea M una superficie regular conexa y sean p,q dos puntos de M.
a) Definir la distancia d (p,q) en M entre p y q.

b) Sea P el plano z = 0y sea M = P —{(0,0,0)}. Hallar dos puntos p y ¢ de M para los
cuales el inf que define d (p, ¢) no es un minimo. Dar por sabido el ejercicio del practico
que caracteriza las curvas regulares suaves a trozos en el plano que realizan la distancia
entre dos puntos.

Enunciar dos teoremas que involucran geodésicas y la nocion de distancia en una superficie
regular.

Enunciar con precision el Teorema Egregium de Gauss.

Definir el concepto de métrica riemanniana conforme en un conjunto abierto del plano. Es-
pecificarlo para el semiplano hiperbdlico, y para este caso calcular la longitud hiperbdlica
de dos segmentos horizontales y de dos segmentos verticales, a distintas alturas.



