GEOMETRIA DIFERENCIAL 2015

PRACTICO 2

Nota: Los ejercicios con (*) son opcionales.

1.

Sea a una curva regular con |o/| = a, constante. Mostrar que si s es la longitud de arco
medida desde algun punto, entonces s (t) = at + b para alguna constante b.

Sea o : I — R? una curva plana parametrizada por longitud de arco, y supongamos que
0 € I. Una circunferencia de centro p y radio r se llama circunferencia osculatriz de o en
0 si es una aproximacién de orden dos de o en ¢ = 0, o mas precisamente, si la funcién
f(s) = |a(s) — p|* cumple que f(0) = r*y f/(0) = f”(0) = 0. Probar que si x(0) # 0,
entonces la circunferencia de centro p = «(0) +$n(0) y radio m es la tinica circunferencia
osculatriz de v en t = 0.

VB
B(s) con $(0) = «(0). Calcular el tiedro de Frenet, la curvatura y la torsion de f.

Graficar la curva « (t) = <= (cost,sent, 1) . Hallar la reparametrizacién por longitud de arco

(*) Sea a : I — R3 una curva parametrizada regular (no necesariamente por longitud de
arco), sea 3 : J — R3 la reparametrizacién de «(t) por longitud de arco s = s(t), y sea
t = t(s) la funcién inversa de s. Llamemos o’ = da/dt, o’ = d®a/dt?, etc. Probar que:

a) dt/ds = 1/|a/|, d®t/ds? = —(a/, ") /|/|*.

b) La curvatura de aen t € [ es

t) o/ x o

K(t) = ———
o[

c) La torsién de aen t € I es
<OC, X O//’0{///>

T(t) = —
( ) ‘ o' X 04"’2
d) Sia:I—R?* a(t) = (z(t),y(t)) es una curva plana, su curvatura (con signo) en t € I
viene dada por
iL‘/y” . a:”y’
((@)2+ (y)?)%*
. Cambian la curvatura y la torsién de una curva parametrizada por longitud de arco en el
espacio si se la recorre en sentido opuesto? Para la curvatura, comparar con el caso de curvas
planas.

K(t) =

Sea « : (a,b) — R? una curva regular. Suponer que existe tg € (a,b) tal que |a(t)| alcanza
el méximo en ty. Probar que |k (to) | > 1/]a(to)].

Considerar la hélice circular «(t) = (acos(t),asen(t),t).

a) Calcular la longitud de arco.
b) ;Se puede reparametrizar por longitud de arco?

c¢) Calcular el marco de Frenet y las funciones curvatura y torsién.
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d) ;Coémo cambian la curvatura y la torsién con a?

e) (Cémo se puede modificar la curva « para que tenga menor/mayor torsién?
Una curva « se llama hélice si las rectas tangentes a « forman un dngulo constante con una
direccion fija. Asumiendo 7(t) # 0 para todo ¢ probar:

a) « es una hélice sii k/7 = constante.

b) « es una hélice sii las rectas que contienen a n(t) y pasan por «(t) son paralelas a un
plano fijo.

c¢) « es una hélice sii las rectas que contienen a B(t) y pasan por «(t) forman un dngulo
constante con una direccion fija.

(*) Mostrar que la curva a(t) = (3t, 3t%, 2¢%) es una hélice.

Probar que una curva regular « esta contenida en una recta si y sélo si existe un punto p
tal que cada recta tangente a « pasa por p. ;Qué ocurre si no pedimos como hipétesis que
la curva sea regular?

(*) Supongamos que todas las rectas normales a una curva parametrizada pasan por un
punto fijo. Probar que la traza de la curva estd contenida en una circunferencia.

Sea B(t) = (B1(t), B2(t),0) una curva regular (contenida en el plano z = 0) y sea T : R? —
R3 una transformacién lineal inyectiva.

a) Mostrar que la curva v =T o 3 es regular.

b) ;Cdémo son las torsiones de 5y 7

Probar que la curva de menor longitud que une dos puntos de R? es el segmento de recta
que los une. Para ello considerar « : [a,b] — R? una curva, p = a(a), ¢ = a(b) y probar
que:

a) Dado v € R?, |u| = 1, se tiene

b b
<q—p7v>=/ <o/(t),v)dt§/ o/ (1) dt.

b

a(b) — a(a)] < / /(1) dt.

*) Calcular el triedro de Frenet de la curva 3(t) = (2 cos(t), 1 —sen(t), —2 cos(t)) y mostrar
5 5

que es una circunferencia. ;Cudles son su centro y su radio?

(*) Sea o : [—1,1] — R3 la curva definida por

alt) = ((1+t)3/2 (1—1)3% ¢ )

37 3 \~2

Probar que esta parametrizada por longitud de arco y calcular su triedro de Frenet.

Sea o : I — R? una curva cerrada y simple, tal que en la regién acotada por o se puede
colocar un disco de radio r. Probar que la longitud de « es al menos 27r.

Encontrar los vértices de la curva « : [0,27] — R?, a(t) = (acos(t), bsin(t)), donde a # b.



