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Problema 1: Polinomios de Legendre. La ecuacién de Legendre es

a)
b)

d)

£)

g)
h)

(1—2%)y" =22y + v(v+1)y = 0.
Localice los puntos regular-singular de la ecuacién.

Proponga una solucién en serie de esta ecuacién véilida en el intervalo [—1, 1] y encuentre los valores de v
para los cuales una solucién es un polinomio. Estos polinomios son conocidos como polinomios de Legendre
y denotados por P;(x).

Pidiendo que P;(1) = 1 VI, muestre que la formula de Rodrigues para estos polinomios toma la forma

Pa) = g (a? 1)
Demuestre la relaciéon de ortogonalidad
! 2
/_1 P/(z) Py (z)de = méw.
Muestre que la funcién generatriz de estos polinomios es
1

_ I _
=0

Demuestre las relaciones de recurrencia
(I+1D)Pya(z) — 2+ 1)xP(x) +1Pa(z) =0 ; P(x) = P y(x) — 22 P/(x) + P_(x).

Calcule P;(0), y P/(1) VleN.

Encuentre el desarrollo de la funcién signo,

1 —1<a<0
f(x){—&-l O<z<l

en serie de polinomios de Legendre,

f@) =Y aPia)
=0

Problema 2: Polinomios de Hermite. La ecuacién de Hermite es

d)

Yy’ —2xy + 20y =0 ; co<z<o00.
Localice los puntos regular-singular de la ecuacion.

Proponga una solucién en serie de esta ecuacion y encuentre los valores de v para los cuales una solucién
es un polinomio. Estos polinomios son conocidos como polinomios de Hermite y denotados por H,,(x).

Muestre que la formula de Rodrigues para estos polinomios toma la forma

dn
H,(z) = Cy, exzwe_”z,

note que esto define polinomios en la variable (2x), determine C,, pidiendo que H,, = (2z)" 4+ O(z("=2)).

Demuestre la relacién de ortogonalidad

/ e~ H,(z) Hy(z)dz = 2" n! /T S -

— 00



e)

f)

g)

Muestre que la funcién generatriz de estos polinomios es
2xh—h? = h"
G(z,h) = e = Z H,(z) T
n=0
Demuestre las relaciones de recurrencia
Hyi1(z) = 22 Hy(z) — 2nH, _1(z) ; H) () = 2nH, ().

Evalue la integral

/ Hm(x)eﬂ“’z/2 .

Problema 3: Funciones de Bessel. La ecuacion de Bessel es

d)

f)

g)

h)

22y + xy + (2 —a?)y = 0.

Localice los puntos regular-singular de la ecuacién.

Mueste que el Wronskiano de dos soluciones de la ecuacién de Bessel, y1, yo, tiene la forma
cte.
W(y1,y2) = -

Proponga una solucién en serie en serie de potencias

oo
Jou(z) = 2" Z cp ™,
n=0
y de la expresién explicita de los ¢,.
Verifique a partir del punto anterior que

9\ 1/2 9\ /2
Jijo(w) = () sinz ; J_q2(x) = () cos T .

™ e

Pruebe que, para o = meN, J_,,,(x) = (=1)" T, ().

Defina la funcién

Ya(z) = cos amdy(z) — J_o(2) 7

sin o

Muestre que Y, (x) es solucién de la ecuacién de Bessel, y que siempre es LI, mientras que J_,, lo es solo
si a no es entero.

Muestre que la funcién generatriz de J,,, () es

Gz, h) = e*(h=1/M/2 Z Im (z) K™ .

m=—0oo

Muestre que si M, (z) es una solucién de la ecuacion de Bessel, entonces cumple las siguientes relaciones
de recurrencia:

Maa () + Maa(a) = 22 Maoe) 2 M) = Maa(x) — Moy (@)

Muestre la relacion de ortogonalidad

la (kx) J0, (lx) — kadl, (kz) Jn(l2)])
k2 — ]2 )

b
/ Im (k) I (lz) xdx = I, keR .



