Introducción a la Teoría de Fenómenos Críticos Guia 2 - Sistemas Unidimensionales

Abril de 2010

Problema 1:

1. Muestre que si f(x) una función analítica en x = 0 y σ = ±1 es una variable ”tipo” Ising, entonces f(ασ) = f_p(α) + f_i(α) σ donde α es un escalar y f_p y f_i son la proyección par e impar de f respectivamente.

2. Muestre que el Hamiltoniano de Ising mas general posible con interacción de pares y campo externo es de la forma H = N∑ (i,j)

J_{ij} σ_iσ_j − μ_0H N∑ i=1 σ_i

3. Encuentre una expresión análoga a la del punto 1 para el caso de ”spin 1”, s = 0, ±1.

Escriba el Hamiltoniano mas general posible con interacciónes de pares y de sitios para este caso (Hamiltoniano de Blume-Emery-Griffiths).

Problema 2: Modelos equivalentes al modelo de Ising

1. El gas de red: Muestre que para un gas de red la densidad del gas ρ_g y la compresibilidad isotermica K_T estan relacionadas con m y χ_T del modelo de Ising de la siguiente manera:

ρ_g = 1 2 (1 + m) ; 4 v^2

K_T = χ_t

2. La aleación binaria Encuentre la relación entre los parámetros Φ^{AA}_{ij} , Φ^{BB}_{ij} , Φ^{AB}_{ij} de una aleación binaria y los parámetros J_{ij} y H del modelo de Ising. Interprete el modelo de Ising a campo nulo en términos de la aleación binaria. Muestre que la aleación con igual número de átomos de tipo A y de tipo B corresponde al modelo de Ising con magnetización nula.

Problema 3: El modelo n-vectorial

Considere el modelo n−vectorial a campo nulo definido sobre una cadena lineal con condiciones de contorno libres :

H = −J

N−1∑ i=1 ⃗s_i · ⃗s_{i+1}

donde ⃗s_i es un vector de n componentes con |⃗s_i| = n.

1. Calcule la función partición. 2. Calcule la energía libre 3. Calcule la función correlación de pares < ⃗s_i · ⃗s_{i+l} >. Compruebe que decae exponencialmente para l → ∞.

4. Muestre que para n → 1, se reobtienen las funciones calculadas para el modelo de Ising. Problema 4: Ausencia de transición de fase en d=1 Use el teorema de Perron-Frobenius para mostrar que el modelo de Ising en d = 1 con interaciones de corto alcance :

H = − ∑ i<j≤N

J(j − i) σ_iσ_j − H N∑ i=1 σ_i

con J(n) = 0 ∀n > n_0, no presenta transición de fase para T > 0. Problema 5: Correlaciones y Suceptibilidad del Modelo de Ising 1. Muestre que para el modelo de Ising la suceptibilidad y las correlaciones estan relacionadas por:

χ_N (β, H) = β N ∑ i,j Γ_{i,j}(β, H)

note que el resultado es válido en cualquier dimensión.

2. Use el resultado anterior para calcular la suceptibilidad a campo nulo de la cadena lineal de Ising con interacciones ferromagnéticas primeros vecinos a campo nulo y condiciones de contorno libres. Estudie el comprtamiento asimptótico de χ para T → 0.

Problema 6: El modelo de Blume-Capel

Considere el modelo de Blume-Capel a campo nulo en d = 1 con condiciones períodicas de contorno :

H = −J N∑ i=1 s_is_{i+1} + D ∑ i s^2_i

donde s_i = 0, ±1 y D, J > 0 .

1. Calcule los autovalores de la matriz de transferencia. 2. Calcule la energía libre y la entropía por spin.

3. Estudie el estado fundamental como funcion de D/J . Calcule la forma asintótica de los autovalores de la matriz de transferencia para T → 0 en las tres regiones características.

Problema 7: El modelo KDP en d=1

Considere un sistema compuesto por N particiones (ver fig.) Cada celda contiene 2 y solo 2 atomos de hidrógeno, uno arriba y otro abajo, cada uno de los cuales puede ocupar dos posiciones, a la izquierda o a la derecha de la celda. Las energías de las distintas configuraciones vienen dadas por las siguientes reglas:

• Salvo que 2 atomos esten asociados a una partición, asignamos una energía infinita (ver fig. : ϵ_k = ϵ_m = +∞ )

• Si dos atomos estan en el mismo lado de una partición, entonces la energía asociada es cero (ver fig : ϵ_l = 0 )

• Si dos atomos estan en lados opuestos de una partición asignamos una energía ϵ (ver fig: ϵ_i = ϵ_j = ϵ_n = ϵ ).

1. Calcule la función partición del sistema. Calcule la energía libre por partícula en el límite termodinámico y muestre no es analítica en T, esto es, el sistema presenta una transición de fase. De que orden es la transición? encuentre la temperatura de transicón como función de ϵ . Calcule el calor latente en esta temperatura. En el problema 4 demostró que no hay transición de fase en d = 1, explique la existencia de una transición de fase en este modelo unidimensional (si no lo logra, resuelva el punto 2 y luego rediscuta este problema).

2. Modifique este modelo (Takagi - 1948) asociando una energía ϵ_1 > ϵ para configuraciones con 1 o 3 atomos en una partición, y una energía 2ϵ_1 a configuraciones con 0 o 4 atomos. Calcule la energía libre, y muestre que es una función analítica de la temperatura.

· · ·

� � � � � � � � �

· · · � � � � � � �

� � Atomo i j k l m n

� � Partición � � Celda

Problema 8: El modelo de Ising Antiferromagnético

El hamiltoniano de este modelo en presencia de un campo H y de un ”campo alterno” H_a , en d=1 es

H = +J N∑ i=1 σ_iσ_{i+1} − H N∑ i=1 σ_i − H_a N∑ i=1 (−1)^i σ_i

con J > 0 . Suponga que N es par e imponga condiciones períodicas de contorno.

1. Estudie el estado fundamental para H_a = 0.

2. Construya una matriz de transferencia simétrica, y calcule sus autovalores. 3. Calcule la energía libre, la magnetizacion y la magnetizacion alterna m_a . Verifique que m_a = 0 para H_a = 0 .

4. Calcule la forma asintótica de los autovalores, la energía y la entropía para H_a = 0; T → 0 . De los resultados en función de H/J.

Problema 9: Interacciones Competitivas

Considere el modelo de Ising unidimensional con interacciones competitivas entre primeros y segundos vecinos a campo nulo y con condiciones períodicas de contorno:

H = −J N∑ i=1 σ_iσ_{i+1} + pJ N∑ i=1 σ_iσ_{i+2}

con J, p > 0 .

1. Estudie el estado fundamental en función de p.

2. Escriba una matriz de transferencia simétrica de 4 × 4. Calcule la energía libre por spin.

3. Aplique la transformación s_i = σ_1 σ_2 · · · σ_i y muestre que la matriz de transferencia simétrica para H({s_i}) es ahora de 2 × 2. Que sistema describe? compare la energía libre con la obtenida en (1).