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Problema 1: El gas de red. Muestre que para un gas de red la densidad del fluido ρ, el
calor espećıfico Cv, la compresibilidad isotérmica KT están relacionadas con m, χT y Cm del
modelo de Ising de la siguiente manera:

ρ =
1

2
(1 +m) ;

4

v2
KT = χT ;

1

v
Cv = Cm .

Calcule la presión y el volumen espećıfico en función de la temperatura y el “campo
externo” del modelo de Ising equivalente. Muestre que, en dimensión 2 o mayor, en que el
modelo de Ising presenta una fase ferromagnética, el gas de red reproduce correctamente la
transición de fase gas-ĺıquido para dimensiones mayores que uno. Grafique tres isotermas
para T =, >,< Tc en el plano P − v.

Problema 2: El modelo de Ising y fermiones de Majorana

1. Muestre que la matriz de transferencia unidimensional a campo nulo puede escribirse
como (

eK e−K

e−K eK

)
=
√

2 sh(2K) eK
∗σx = g(K) eK

∗σx

donde K = βJ , y K∗ esta definida por la relación de dualidad, th(K∗) = e−2K , y
muestre que la función partición puede escribirse como

Z = Tr
(
VM

)
= Tr

(
V

1/2
2 V1V

1/2
2

)M
donde N = M × L, y las matrices de 2L × 2L son

V1 = g(K)L exp

(
K∗

L∑
i=1

τxi

)
; V2 = exp

(
K

L∑
i=1

τ zi τ
z
i+1

)
.

donde las matrices de Pauli 2L × 2L, τα1 = σα ⊗ I . . .⊗ I, etc. donde α = x, y, z, e I es
la identidad 2× 2.

2. Defina los operadores de Majorana

ψ1(j) =
1√
2
τx1 . . . τ

x
j−1 τ

y
j ; ψ2(j) =

1√
2
τx1 . . . τ

x
j−1 τ

z
j .

a) verifique que ψa(j) cumplen las relaciones de anticonmutación de los fermiones de
Majorana,
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{ψa(j), ψb(k)} = δa,b δj,k ; a, b = 1, 2 ; j, k = 1, . . . , L .

b) Verifique expĺıcitamente las condiciones de contorno que cumplen los fermiones de
Majorana. Defina la matriz τprod = τx1 . . . τ

x
L y muestre que

[τprod, ψ1(j)ψ2(j)] = 0 ; [τprod, ψ1(j)ψ2(j + 1)] = 0

lo que implica que τprod y V1 V2 pueden diagonalizarse simultáneamente, por lo que pode-
mos trabajar en el subespacio U+ con autovalores +1 de τprod imponiendo condiciones
antiperiódicas de contorno a los operadores de Majorana, y en el subespacio U− con
autovalores −1 (ambos de dimensión 2L−1 × 2L−1) imponiendo condiciones periódicas
de contorno. Esto es, la condición de contorno periódica para spines le corresponden
DOS condiciones de contorno de Majorana (periódica y antiperiódica).

3. Defina ahora los operadores fermiónicos ”usuales”en el espacio rećıproco (de Fourier)
mediante la relación

ψa(j) =
1√
L

∑
q≥0

(
eiqjca(q) + e−iqjc†a(q)

)
; a = 1, 2

donde el vector de onda q esta definido por la condición eiqL = ±1, donde el signo +
vale para condiciones periódicas y el − para antiperiódicas.

Muestre usando esta definición que la matriz V puede escribirse como

V = g(K)L
∏
q≥0

V
1/2
2 (q)V1(q)V

1/2
2 (q) ,

donde

V1(q) = e−2iK
∗
(
c1(q)c

†
2(q)+c

†
1(q)c2(q)

)
; V2(q) = e2iK

(
e−iqc1(q)c

†
2(q)+e

iqc†1(q)c2(q)
)
.

4. Muestre que los autovalores de V
1/2
2 (q)V1(q)V

1/2
2 (q) son {1, 1, λ+, λ−}, donde λ±

cumplen

λ+ × λ− = 1 ; λ+ + λ− = 2
cosh2 2K

sinh 2K
− 2 cos q .

Este resultado nos permite llegar a la enerǵıa libre exacta que analizamos en el problema
siguiente

Problema 3: Análisis de la enerǵıa libre exacta del modelo de Ising en la red cuadrada
Use la identidad

x =
1

π

∫ π

0
ln (2 coshx− 2 cosω) dω

para escribir la enerǵıa libre del modelo de Ising en la red cuadrada

−β f(T ) =
1

2
ln (2 sinh (2K)) +

1

2π

∫ π

0
ε(q) dq

en la forma

−β f(T ) = ln (
√

2 cosh 2K) +
1

2π2

∫ π

0
dθ1

∫ π

0
dθ2 ln [2− κ(cos θ1 + cos θ2)]

donde

κ =
2 sinh 2K

cosh 2K
; K ≡ βJ
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1. Verifique que el punto cŕıtico corresponde a κ = 1

2. Verifique la expresión asintótica

∫ π

−π
dθ1

∫ π

−π
dθ2

1

2− κ(cos θ1 + cos θ2)
∼ −2π ln (1− κ) ; κ → 1−

3. Use estos resultados para calcular las formas asintóticas de la enerǵıa interna y el calor
espećıfico para ; t→ 0 donde t es la temperatura reducida t = T−Tc

Tc

u

J
∼ −8Kc

π
t ln | t |

c

kB
∼ −8K2

c

π
ln | t |

Problema 4: Dado el modelo de Ising en la red cuadrada, a campo nulo y con interacción
primeros vecinos J y segundos vecinos J2, determine en que casos el modelo es frustrado y
calcule entonces la entroṕıa por sitio s a T = 0.

Problema 5: Expansión de altas temperaturas del modelo de Ising en la red cuadrada
La enerǵıa libre del modelo de Ising a campo nulo en la red cuadrada puede escribirse

como

−βf = lim
N→∞

1

N
ln (Z) = 2 ln (cosh (K)) + ln 2 + u4 + 2u6 +

9

2
u8 + c10u

10 + O(u12)

donde K ≡ βJ u ≡ tanhK

1. De los gráficos y el coeficiente c10 asociados a u10 .

2. Escriba la enerǵıa libre dada en el problema 3 utilizando la variable u, muestre que esta
toma la forma

−βf(T ) = ln
1

2
cosh2K+

1

2π2

∫ π

0
dθ1

∫ π

0
dθ2 ln

(
(1 + u2)2 − 2u(1− u2)(cos θ1 + cos θ2)

)
,

y reobtenga de aqúı la expansión hasta orden 10.

3. Continue la expansión hasta u40 (de la expresión anterior, no intente dibujar todos los
diagramas necesarios!) y dé una estimación para Kc y el exponente cŕıtico de la enerǵıa
libre. Analice los errores porcentuales obtenidos.

Problema 6: Expansión de altas temperaturas del modelo de Ising en la red FCC
La expansión de altas temperaturas para la suceptibilidad a campo nulo del modelo de

Ising en una red FCC es

χ0(T ) = 1 + 12u + 132u2 + 1404u3 + 14652u4 + 151116u5 +

1546332u6 + 15734460u7 + 159425580u8 + ...
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donde K ≡ βJ u ≡ tanhK Asuma que existe una temperatura cŕıtica uc , y que
cerca de esta la susceptibilidad toma la forma

χ0(T ) ∼ A

(
1− u

uc

)−γ
Use el método de la razón para encontrar un valor aproximado para la temperatura cŕıtica

y el exponente γ . Compare con valores reportados en la literatura.

Problema 7: Muestre que la función partición del modelo de Ising a campo nulo en redes
duales cumple

Z(K) = 2−ND

(
2

sinh(2K∗)

)qN/4
ZD(K∗)

que en la red cuadrada se puede escribir en forma simétrica:

Z(K)

sinhN/2(2K)
=

Z(K∗)

sinhN/2(2K∗)
,

mientras que para las redes Hexagonal de 2N sitios y triangular de N sitios es

ZH2N (K) =

(
2

sinh3(2K∗)

)N/2
ZTN (K) .

Problema 8: Transformación triángulo-estrella
Utilizando la Transformación triángulo-estrella y las relaciones de dualidad calcule la tem-

peratura cŕıtica exacta del modelo de Ising con interacciones primeros vecinos en las redes
triangular y hexagonal.

Problema 9: Muestre que la prueba usada para demostrar el teorema de Mermin y Wagner
aplicado al modelo X − Y falla en dimensiones mayores que dos.
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