Introducciéon a la Teoria de Fenémenos Criticos
Soluciones de los problemas del primer parcial - 25 de Abril de 2023

Problema 1: FEcuacion de Curie-Weiss de Ferromagnetismo
Considere la ecuaciéon de Curie-Weiss

m = tanh [ (h + Am)] .

1. Calcule la temperatura critica T..

R.: T, es dada por la condicion limite de que la solucién de la ecuacién de Curie-Weiss
a campo nulo pasa de tener solo una solucién real (fase paramagnética) a tres (fase
ferromagnética), esto es:

ditanh[ﬁcAmg] 1o PA = BeA = T, =A.

mo =0 cosh (8. Amyg) o=0

2. Obtenga el exponente critico 8 definido por la relacién

mo(T) ~ (T.—T)° ; T =T, .

R.: A campo nulo reescribimos C-W como S Amg = tanh™! (mg). Cerca del punto
critico mg < 1, por lo que podemos escribir tanh™ (mg) ~ mq 4+ m¢/3, lo que reduce
C-W a
3 mo = 0
m
BAmy = mo + ?0 =

md=3(BA-1) =3(L-1)

Notamos que mg (T > T.) <0, por lo que la tnica solucién aceptable en este caso es la
paramagnética mg = 0. De las soluciones para T < T, y la definicién del exponente (5
obtenemos 3 = 1/2.

3. Obtenga el exponente critico ¢ definido por la relacién

W(T.,m) ~ |m|®sign(m) ; m —0.

R.: Despejando h de C-W tenemos

h(T,m) = T tanh™! (m) — Am,

como cerca del punto critico m < 1, nuevamente expandemos la arcotangente
hiperbdlica y evaluamos ademas en T = T,

3
W(T,m) ~ T <m+”;> —Am

T=T: 3



Problema 2: El modelo de Blume-Capel
Considere el modelo de Blume-Capel a campo nulo en d = 1 con condiciones periodicas
de contorno :

N
’HN:—JZSisiH—i—DZs? ;s =0,£1 ; sygp1 =51
=1 i

1. Escriba la funcién particién utilizando el método de la matriz de transferencia.

R.: Comenzamos simetrizando el Hamiltoniano,

N

D

Hy = Z [—Jsislqu + 5 (s?—i—sfﬂ)] ;8 = 0,£1 5 syg1=s51.
=1

2y =t (M) = (PRt R (b)) 2§ (H eKSiswl;(s%s%H)) ,
{sa} N1

()

donde K = 8J y d = 3 D. Definiendo la matriz 3 x 3

ofK—d  ,—d/2  ~K-d
da 2 2
TS g = eKSS/ii (S +s' ) = T = e_d/2 1 e_d/2 R
o K—d ,—d/2 K-d

escribimos la funcién particién como

N N N N N
ZNn = E T E T817S2 T82753 . 'TSN71,SN T5N751 = § Tsl,sl = tr (T ) = /\1 + )‘2 + )‘3 )
s1=0,+41  sy=0,+1 s1=0,+1

donde A1; As; Az son los autovalores de 1. Como esta es real simétrica, estos son reales.
Ademds, por el teorema de Perron-Frobenius, el mayor es positivo y no degenerado, lo
que asegura que los autovalores cumplen A\ > Ay > As.

2. Calcule todos los autovalores de la matriz de transferencia y la energfa libre f(J, D;T).

R.: Para el calculo de autovalores deberiamos resolver un polinomio caracteristico de
grado 3. En vez de esto es conveniente usar la simetria de H, y por lo tanto de T ante
inversién de spines. Asi definimos una nueva base,

1

|sim) = 5 ([4+1) + |-1)) ; |0) = |0) simétricos ante inversién de spines

5

1
V2

con lo que obtenemos explicitamente la matriz 7" en esta base:

las) = (|+1) — |—1)) antisimétrico ante inversién de spines,



2¢ % cosh K \/Qe_d/2 0
T — \/ée—d/2 1 0
0 0 2e %sinh K

Un autovalor quedo aislado, pero sabemos que el mayor esta en el bloque simétrico
2 X 2, cuyos autovalores son

1
Ay = 3 <2edcoshK+ 1+ \/(Qe_dcoshK— 1)* + 86_d>

trivialmente Ay > A_, por lo que

1
f(k,d) = —kpTlln(\y) = —kpTlln [2 (2 e @coshK +1 + \/(2 edcosh K —1)° + 8ed)]

Problema 3: El modelo de Ashkin-Teller

Considere una cadena unidimensional de N sitios con condiciones periddicas de contorno
(por simplicidad considere N par), donde en cada sitio de red se tiene una molécula con dos
variables tipo Ising:

N
Hy = —Z [J (0i0is1 + titiv1) + Toitioipativa] 500 = £1;5 6 = £1 5 ony1 = 013
i=1

1. Grafique el diagrama de fases a T'= 0 en todo el plano J — 1.

R: Claramente si I > 0 el sistema serd ferromagnético (F) si J > 0 y antiferromagnético
(AF) si J < 0, ya que en ambos casos la contribucién de I baja la energia, siendo J = 0
la linea de separacién (coexistencia) de estas fases.

Para el caso I < 0 las fases F y AF dan una contribucién positiva en I, asi que debemos
analizar esta competencia en mas en detalle. Las energias F y AF son iguales:

Er = Eqap = —2N|J| + N|I|, mientras que si dos moléculas primeras vecinas tienen
3 spines en una direccién y uno en la opuesta, fase que llamaremos super antiferro-
magnética (SAF), la contribucién en J se anula, obteniendo Fsar = —N |I|. Estas
energias se igualan cuando |J| = |I|, siendo estas las lineas de transicién. El diagrama
se muestra en la figura 1.

INy1 = t1 .



AF F

Figure 1: Diagrama de fase a temperatura nula de la cadena de Ashkin-Teller. Las lineas
cortadas rojas marcan las curvas de coexistencia de fases

2. De la degeneracion del estado fundamental y la entropia s = limy_,oo S/N en cada
regién encontrada (no incluya las lineas de transicién de fase como regiones).

R: Para analizar la degeneraciéon en cada fase, definiremos arbitrariamente un sitio
como 1, y veremos como es el estado fundamental (el primer sitio denota o, el segundo

t):

e Fase F. tenemos 4 configuraciones posibles para el sitio 1:
T 5 1L 5 LT 5 L, y una vez elegida una de estas 4 configuraciones, el
resto queda univocamente definido por la condicion ferromagnética, por lo que la
degeneracién es gp =4 = sp = limy_, In(4)/N = 0.

e Fase AF. tenemos las mismas 4 configuraciones posibles para el sitio 1 que en F:
™ 5 1L ;5 11T 5 1, y, nuevamente, una vez elegida una de estas 4 configu-
raciones, el resto queda univocamente definido por la condicién antiferromagnética
(recordar que N es par, por lo que no aparecen ”efectos de borde”), obtenemos
entonces que la degeneracion es gap =4 = sap = limy_o In(4)/N = 0.

e Fase SAF. Aqui debemos ser mas cuidadosos en el andlisis, ya que si bien ten-
emos las mismas 4 configuraciones para el sitio 1, ¢/u de estas no determina
univocamente la configuracién de toda la red. Tomemos una de ellas, digamos 1 T,
tendremos ahora 2 configuraciones posibles para el sitio 2: 1/ ; |7, y cualquiera
de estas 2 que tomemos nos dard 2 configuraciones posibles para el sitio 3:
T1 5  JJ, y asisiguiendo, por lo que obtendremos (nuevamente N par nos evita
efectos de borde) ggar = 4x2V 71 = sap =limy 0o IN(4x2V71)/N = 1n(2) > 0.
Este resultado es tipico en sistemas con degeneracién exponencial del estado fun-
damental, como la fase SAF, y se los denomina sistemas frustrados.



