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Problema 1: Mostrar que en una dimensién el espectro de energia de los estados ligados es
siempre no degenerado.

Problema 2: Si los autovalores discretos de una ecuacién de Schrodinger unidimensional estan
ordenados de manera creciente (Ey < Fy < E3 < ---), las autofunciones correspondientes se
ordenaran de acuerdo a un orden creciente de nodos, donde la n-ésima autofuncién tendra n — 1
nodos.

Mostrar que entre dos nodos consecutivos de la n-ésima autofunciéon habra al menos un nodo
de la n 4 1-ésima autofuncién.

Problema 3: Determine las autoenergias del espectro discreto para una particula moviéndose

en el potencial
Vo

Vizg) = ———
(z) cosh?
con Vy > 0.

Sugerencia: en la ecuacion de Schrodinger

2
o, )

dz2  h2 cosh? z

haga el cambio de variable £ = tanhx y use la notacién ¢ = _%mE y 2";;/ 0 = g(s+ 1) para

llegar a la ecuacién de los polinomios asociados de Legendre. Luego puede llevarlo a la forma
hipergeométrica haciendo la sustitucion

v =(1-8)"we

: 1
y temporariamente u = 5 (1 —§).

Alli estudie las soluciones fisicamente aceptables para © = +o00 ({ = £1) de donde obtendra la
condicién de cuantizacion.

Problema 4: Considere un oscilador arménico descripto por H = p?/2m + kx?/2, en una
aproximacion semiclasica, donde x es considerado como un parametro ajustable xg y el momento
p se lo puede tomar como h/x (de acuerdo con el principio de incerteza). De este modo la energia
semicldsica puede ser minimizada con respecto a xg. Compare esta energia con el valor exacto
del oscilador arménico cuantico. Compare también x con la desviacién cuadratica media de la
solucién mecanico—cuantica.

Problema 5: Tratamiento analitico del problema del oscilador armaonico.

a) Verifique que, cuando el potencial al que se somete una particula de masa m es V(z) =
mw?z?/2 (donde w > 0 es constante), la ecuacién de Schrodinger puede ser escrita como

(26 —y*) =0,
donde y = z(mw/h)Y/? y ¢ = E/hw, siendo E el correspondiente autovalor del hamiltoniano.

b) Para el limite y — 400, vea que la ecuacién diferencial resultante 9" — 3?1 = 0 admite
soluciones del tipo exp(—%2/2). Analice entonces para la solucién general (siempre en el mismo
limite)
)
b(y) = uly) eV /?



qué condiciones deben imponerse a u(y).

c¢) Una alternativa para resolver la ecuacién diferencial resultante para u(y) es proponer
[e.e]
k
uy) =Y Cry
k=0

y buscar la relacién que debe haber entre los coeficientes Cj. Agrupando los términos de mismo
orden en y, encuentre la relacién de recurrencia
2k+1—2¢

O = Ok gyt 1)

d) Analice nuevamente los limites y — +oo para ver que los unicos valores permitidos para e
sonn+1/2, conn=0,1,2,... , obteniendo asi el espectro de energias.

e) Vea entonces que la ecuacién diferencial mencionada en ¢) para cada n es satisfecha por el
polinomio de Hermite H,. Derive la expresién general para las autofunciones

() = (%)1/4 exp <_m;§2> i [(%)1/255]

Problema 6: Para los autoestados t,, y v, del oscilador arménico calcule (¢,,alv,) y
(Ym, athy,). Evalie AX - AP para el estado 1, .

Problema 7: Dada ¥(z,0), la funcién de onda del oscilador arménico 1D en ¢ = 0:
a) Encontrar su evolucién temporal.

b) Calcular (x); en funcién del tiempo.

c¢) Calcular (p;): en funcién del tiempo.

d(z)t

d) Verificar que (pg): = m=g;

{p=)o

e) Mostrar que (z); = (z)o cos(wt) + sin(wt).

Problema 8:FEstados coherentes. Los autoestados del operador a se definen por la relacion:

a Yo = gy ; donde o es un ntimero complejo.

a) Encuentre una expresién para los autoestados del operador a como combinacién lineal de los
autoestados 1), del oscilador arménico de masa m y frecuencia w. Muestre que el operador af
no tiene autoestados.

b) Muestre que estos estados pueden escribirse como

G = oxp (—; |a|2) exp (aal) o = exp (—% (laf? - a2>) exp (—i\/%aﬁ) Yo

c) Use los resultados del problema anterior para mostrar que estos estados son estados coherentes
(de incerteza minima) para los operadores posiciéon y momento. Calcule la evolucién temporal
segun el Hamiltoniano del oscilador armoénico para un estado coherente y para la relaciéon de
incerteza correspondiente. Compare con la evolucién de un paquete de incerteza minima para
una particula libre.



d) Muestre que la expresion de los estados coherentes en la representacién coordenada estd dada
por la funcién de onda

V(o) = f/%ew(t) exp {— ol —a) + z’%}

donde p(t) y q(t) son, respectivamente, el momento y la posicién de un oscilador arménico clésico
de masa m y frecuencia angular w. Calcule el valor de ¢ sabiendo que ¥(z,t) es solucién de la
ecuacion de Schrodinger para el oscilador armoénico cuantico asociado.

e) Calcule el valor esperado de la energia del oscilador arménico y su dispersién para un estado
coherente.

Problema 9: Calcule (¢, exp(igz)io) en el estado fundamental del oscilador arménico, siendo
g una constante. Relacione este resultado con (v, 224yg).

Problema 10:FEl potencial pericdico de Kronig-Penney. Considere una particula bajo la accién
de un potencial periédico descripto por:

0 0<xz—na<b
V(z)=
V, b<r—na<a

con n entero.
a) Encuentre la matriz B(e) que relaciona las amplitudes de onda en z y x — a.

b) Grafique (con ayuda de computadoras si es necesario) las bandas permitidas para la energia
tomando b = a/2, U, = 100/a® y U, = 10/a?, y también tomando b = 3a/4, U, = 100/a? y
U, = 10/a>.

Problema 11:Fl peine de Dirac. Dado un potencial periddico construido con una secuencia de
funciones delta de Dirac a una distancia a entre ellas:

o0
V(z) =W Z 0(z + na)
n=—oo
a) Determine las bandas de energia para este potencial.

b) Use el resultado del problema anterior tomando limite para (a—b) — 0, V,, — 0o, manteniendo
(a — b)V, constante y compare con lo obtenido en a).



