Mecanica Cuantica 1

Guia 8 - Mayo de 2005

Problema 1. Probar que p es el generador de traslaciones infinitesimales.

Problema 2.
a) Pruebe que 7, p7 L son operadores vectoriales y r? y p? son operadores escalares.
b) Pruebe que si A B son operadores vectoriales,entonces A-Besun operador escalar.
¢) Pruebe que para que un operador A conmute con todas las componentes de un operador momento
angular, es suficiente que conmute con dos de ellas.

Problema 3.
a) Escriba las componentes cartesianas del operador momento angular orbital L = 7 x = —ihif x V y
de los operadores L., L_ y L? en coordenadas esféricas.

b) Use que las autofunciones de L? y L, tienen la forma Y;™(6,¢) = ©;,,(6) exp (imy) para encontrar
Y}, sabiendo que LY = 0. Muestre que todas las autofunciones de L? pueden ser obtenidas de esta
manera.

c) Suponga que ! puede tomar valores semienteros, calcule entonces Y| /2 como se describe en el inciso (b),
y 1/17;/2 utilizando L_. Luego calcule Y1/2/ a partir de la ecuacion L _ Yl/;/Q
resultados contradictorios. Esto puede tomarse como argumento de la ausencia de valores semienteros

para el momento angular orbital.

= 0 y muestre que arroja

Problema 4. Considere las matrices de spin de Pauli:
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Muestre que el operador %6’ cumple las relaciones de conmutacién de un operador momento angular.

Problema 5. Mostrar que para un sistema en el autoestado |lm) del operador L., el valor medio de la
componente del operador momento angular orbital a lo largo de una direccién z, que forma un angulo 6
con el eje z, es igual a mcos 6.

Problema 6. Mostrar que en un autoestado |lm) del operador L, la mayor precisién en la medicién de
las componentes L, y L, se obtiene cuando |m| = 1.

Problema 7. Sea P el operador paridad, tal que su accién sobre cualquier funcién f(r, 6, ¢) estd dada
por

Pf(T,0,¢):f(T,W—9,¢+7T)

Mostrar que [P, E] = 0y, utilizando este resultado, mostrar que los arménicos esféricos Y;™ tienen paridad
definida, la cual depende sélo del nimero cudntico I.

Problema 8. Una particula interactia con un campo externo de manera tal que el Hamiltoniano esta
dado por
H=al, ;a>0,

En ¢t = 0 su estado esta dado por
1
0) = —(]0,0), +11,1),
11(0)) ﬁ(\ )=+ 1,1)2)

donde el miembro de la derecha est4 expresado en términos de las autofunciones |I,m), comunes de L?
y L., correspondiendo el primer indice al autovalor de L? en tanto que el segundo a L.

a) Encuentre el espectro de energia para este Hamiltoniano.

b) Conociendo que

Lolt,m), =/l —m)+m+1)|6,m+1),



L_|t,m)., =h/(L+m)(l —m+1)[t,m —1).

donde L.|¢,m), = hm|l,m),, utilice algin argumento para establecer que

T llme)e = B/ (0 —my) (0 +my + 1) [€,my + 1),

J_|6,my)e = /(0 +mg)(l —my + 1) |[6,my — 1),

donde Jy =L, 1L,y Ly|l,my)s = Amg|l,mg),
c¢) Exprese [(0)) en la base |¢,m,), y calcule |¢(t)) para todo t.
d) Calcule las probabilidades de medir: energfa cero, energfa distinta de cero y L, = h, para todo tiempo.

Problema 9. Considere una particula de masa p restringida a moverse en una circunferencia de radio
a. Muestre que H = L?/2pa?. Resuelva el problema de autovalores de H e interprete la degeneracion.

Problema 10. Para un estado representado por la funciéon de onda
Y = Ne’o”Q(ery)z a >0,
a) determine la constante de normalizacién N en términos del pardmetro a;
b) calcule los valores esperados para L y L?;
¢) calcule las varianzas para estas cantidades.

Problema 11. El oscilador armdnico bidimensional Considere una particula de masa pu que sélo puede
moverse en el plano z-y, bajo la accién de un potencial V (x,7) = (uw?/2)(z% + ay?) (a > 0)

a) Encuentre las autofunciones y los autovalores para el Hamiltoniano.

b) Para a = 1, muestre que [H,L,] = 0 y reduzca el problema de autovalores de H al de la ecuacién
diferencial para la funcién de onda radial R(r).

¢) Examine la ecuacién para r — 0 y muestre que

R(r)ﬁ)rlm‘

r—

con m entero. Analizando el limite » — oo, verifique que puede escribirse

R(r) = rI™l exp(—pwr? /2h) () .

d) Realizando las sustituciones € = E/hiw, y = (pw/h)'/?r, muestre que debe satisfacerse la siguiente
ecuacion diferencial:

2|lm|+1
ot | (2EL) 2y a4 e 2l = 2yu =0,

e) Escribiendo u,, (y) = >, Cey’, halle la relacién de recurrencia entre Cyto y Cp. Demuestre que £ debe
ser necesariamente par. Infiera entonces que los valores permitidos para la energia son E,, = (n + 1)hw,
conn=0,1,2,...

f) Para un dado n, jcudles son los valores permitidos de |m|? A partir de esta informacién muestre que
la degeneracién del nivel n es n + 1.

g) Escriba las autofunciones normalizadas completas para n = 0, 1.

Problema 12. Considere un electrén en un campo magnético constante de magnitud B. Utilizando el
potencial vector A(r) = —(r x B)/2 obtenga las autoenergias posibles (niveles de Landau) y compare
con los resultados obtenidos para el potencial vector A’(r) = (0, Bz, 0) en el tedrico.

Sugerencia: obtenga una lista lo mas exhaustiva posible de las constantes de movimiento lo que conducira
al uso de coordenadas cilindricas con el eje en direccién del campo magnético.



