Mecánica Cuántica II Guía 5 - Octubre de 2005

Problema 1: muestre que la aplicación reglas de Hund para una capa l con k electrones da como resultado que: S = 1 2 [(2l + 1) − |2l + 1 − k|] ; L = S|2l + 1 − k| ; J = |2l − k|S

verifique este resultado para capas (n, p) y (n, d)

Problema 2: Muestre, en la aproximación de potencial, que para un átomo multielectrónico con capa cerrada L = 0, S = 0 y por lo tanto J = 0.

Problema 3: Es posible estudiar la energía fundamental de un átomo con carga nuclear Ze_o y dos electrones mediante el método variacional. La función de prueba más simple es

Ψ_ζ (⃗r_1, ⃗r_2) = ζ^3 πa^3 e^{−ζ(r1+r2)/a} , a = h̄^2 μe^2_o

tomando ζ como parámetro de ajuste. Teniendo en cuenta que Ψ_ζ es el producto de estados fundamentales para un electrón (de masa μ) en el campo coulombiano generado por una carga ζe_o, se interpreta a ζ como carga efectiva en el átomo.

a) Verifique que Ψ_ζ está adecuadamente normalizada.

b) Encuentre el valor de expectación para la energía del átomo en el el estado Ψ_ζ , y verifique que la mejor cota para la energía fundamental se obtiene cuando ζ = Z − 5/16. Compare esta cota a la energía fundamental con el valor obtenido mediante otros métodos.

Problema 4: Dé una estimación para la energía de los estados 1s nl, con n = 1, 2 para el átomo de helio, utilizando autofunciones hidrogenoides. Discuta la degeneración de las mismas.

Problema 5: (a) Escriba el Hamiltoniano electrostático básico para un átomo de carga nuclear Ze, masa nuclear M y N electrones. Luego introduciendo la posición del centro de masa y las posiciones relativas r_i de los electrones respecto del núcleo, obtenga el Hamiltoniano coulombiano en coordenadas relativas: H = N∑ i=1 ( p^2_i 2μ − Ze^2 r_i ) + ∑ i>j e^2 |r_i − r_j| + 1 M ∑ 1≤i<j≤N

p_i.p_j

donde μ es la masa reducida y el sumando proporcional a 1/M es el término de Hughes-Eckart.

(b) Calcule perturbativamente la contribución del término de Hughes-Eckart para el átomo de Helio partiendo de los autoestados apropiadamente simetrizados del Hamiltoniano sin la repulsión interelectrónica. Sugerencia: analice si ∇_1 · ∇_2 es o no un operador escalar.

Problema 6: “Átomos” bosónicos. Estime la energía del estado fundamental de un “átomo” de carga nuclear Z pero donde los N electrones son reemplazados por N bosones de igual carga y masa, proponiendo una función de prueba simétrica de la forma

ϕ_a(⃗r_1, ⃗r_2, · · · , ⃗r_N ) = N e^{− α}

∑_N

i r_i .

a) Calcule la constante de normalización N .

b) Calcule el valor optimo de α y el correspondiente valor esperado de la energía.

c) Verifique que para N suficientemente grande (estimelo) este simple cálculo predice la existencia de “átomos” doblemente ionizados negativamente. Experimentalmente no se encuentran átomos doblemente ionizados. Mostramos así que la repulsión Coulombiana y el principio de incerteza no bastan para explicar este hecho experimental y es necesario incluir el carácter fermiónico de los electrones.

Problema 7: Interacción de Intercambio. Usando la aproximación de Heitler-London derive la diferencia de energías entre los estados triplete y singlete de más baja energía para la molécula de hidrógeno: 1 2 (E_s − E_t) = ∫ d^3r_1d^3r_2 [ϕ_1(r_1)ϕ_2(r_2)] ( e^2 |r_1 − r_2| + e^2 |R_1 − R_2| − e^2 |r_1 − R_1| − e^2 |r_2 − R_2| ) [ϕ_2(r_1)ϕ_1(r_2)]

Para llegar a esta fórmula, válida en el límite de protones suficientemente separados es importante tener en cuenta los siguientes puntos: (a) Las funciones de onda unielectrónicas ϕ_1 y ϕ_2 con las cuales se construyen los estados triplete y singlete son las funciones de onda exactas para los estados fundamentales de un electrón en los átomos de hidrógeno centrados en R_1 y R_2, respectivamente. (b) El criterio para definir protones bien separados es que estén suficientemente alejados comparados con la distribución espacial de una función de onda hidrogenoide unielectrónica. (c) El campo electrostático fuera de una distribución de carga esféricamente simétrica es precisamente el campo que se tendría si toda la carga estuviera concentrada en una simple carga puntual en el centro de la esfera. Conviene incluir en el Hamiltoniano la (constante) dada por la energía de interacción^{e2}_{|R1−R2|} entre los dos protones.

Problema 8: Partiendo de la función de onda de Hartree Fock, obtenga el valor de expectación del Hamiltoniano de Hartree Fock:

⟨H⟩ = ∑ i ∫ d^3x [ − h̄^2 2m ϕ^∗_i (x)∇^2ϕ_i(x) −

Ze^2 r |ϕ_i(x)|^2 ]

+ 1 2 ∑ ij ∫ d^3xd^3x^′ e^2 |x − x^′|

|ϕ_i(x)|^2 | ϕ_j(x^′) |_2

− 1 2 ∑ ij δ_{msimsj} ∫ d^3xd^3x^′ e^2 |x − x^′| ϕ^∗_i (x)ϕ_i(x^′)ϕ^∗_j (x^′)ϕ_j (x)

donde las funciones de onda unielectrónicas ϕ_i(x) están normalizadas y use el método variacional de Ritz para obtener las ecuaciones de Hartree-Fock ( − h̄^2 2m ∇^2 −

Ze^2 r ) ϕ_i(x) + ∫ d^3x^′ e^2 |x − x^′| × ∑ j ϕ^∗_j (x^′) [ ϕ_j(x^′)ϕ_i(x) − ϕ_j(x)ϕ_i(x^′)δ_{msimsj} ] = ε_iϕ_i(x)

Problema 9: Hartree-Fock para dos “electrones” con potenciales armónicos. Considere dos partículas identicas con espín 1/2 interactuando armónicamente de acuerdo al siguiente Hamiltoniano

H = H_o(1) + H_o(2) + V , H_o(j) = − h̄^2 2m Δ_j + k 2 ⃗r^2_j , V = λ(⃗r_1 − ⃗r_2)^2 , λ ≥ 0 .

Se desea comparar la solución exacta con la aproximación de Hartree-Fock, para lo cual se pueden seguir los siguientes pasos:

a) Usando la transformación de variables a la posición ⃗R del centro de masa y a la posición relativa ⃗r = ⃗r_1 − ⃗r_2, encuentre el espectro y autofunciones de H teniendo en cuenta la correcta simetrización.

b) Escriba las ecuaciones de Hartee-Fock para el Hamiltoniano H.

c) Particularice las ecuaciones obtenidas para el caso ϕ_1(⃗r, s) = φ(⃗r)χ^+(s) y ϕ_2(⃗r, s) = φ(⃗r)χ^−(s) donde χ^±(s) es la autofunción de S_z al autovalor ±h̄/2 (En este caso el determinante de Slater construido a partir de ϕ_1 y ϕ_2 es un singlete.)

d) Trate de resolver las ecuaciones de Hartree-Fock en el caso particular por un método iterativo. O sea, determine la parte espacial φ de los orbitales por un procedimiento iterativo. Para ello, use como primera aproximación a φ el estado fundamental φ^{(o)} del Hamiltoniano H_o; calcule los potenciales de las ecuaciones de Hartree-Fock y obtenga una segunda aproximación φ^{(1)} para φ; repita el procedimiento varias veces y verá que converge después de tres iteraciones.

e) Compare el resultado de d) con el resultado exacto para el estado fundamental. ¿Puede indicar por qué la solución de las ecuaciones de Hartree-Fock obtenida en d) es una aproximación adecuada para el estado fundamental y no para algún estado excitado?

f) ¿Cómo procedería para obtener una aproximación de un estado excitado mediante el método de Hartree-Fock?